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Дослiджено самоспряженi задачi, оператори яких розщеплюються на iнварiантних пiдпросторах,

якi iндукованi оператором iнволюцiї Iy(x) = y(1−x). Побудовано несамоспряженi збурення таких
задач, якi є регулярними або нерегулярними за Бiркгофом. Вивчено спектральнi властивостi опера-
торiв, якi вiдповiдають цим збуренням, зокрема, представлення власних значень, власних функцiй
тi дослiджено повноту i базиснiсть системи власних функцiй.
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Вступ

Нехай W 2
2 (0, 1)≡

{
y ∈ L2(0, 1) : y

′ ∈ AC[0, 1], y′′ ∈

L2(0, 1)
}
,

(
y, u;W 2

2 (0, 1)
)
≡

2∑
k=0

(
y(k), u(k);L2(0, 1)

)
,

∥y;W 2n
2 (0, 1)∥2≡

(
y, y;W 2n

2 (0, 1)
)
, E – тотожне пе-

ретворення простору L2(0, 1), I : L2(0, 1)→L2(0, 1),
Iy(x)≡y(1−x) – оператор iнволюцiї в просторi L2(0, 1),
p0≡ 1

2 (E+I), p1≡ 1
2 (E−I), Hj=

{
y ∈ L2(0, 1) : y = pjy

}
,

Mj≡
{
ecx + (−1)jec(1−x), c ∈ R

}
, j = 0, 1. Опе-

ратори p0, p1 є ортопроекторами в L2(0, 1). Тому
L2(0, 1) = H0 ⊕H1.

Функцiю iз простору H0 (H1) називатимемо симе-
тричною (антисиметричною) вiдповiдно. Крайову умо-
ву будемо називати симетричною, якщо до ядра вiд-
повiдного функцiонала належить кожна антисиметри-
чна (симетрична) функцiя iз простору W 2

2 (0, 1). Напри-
клад, умова y(0) + y(1) = 0 є симетричною. Анало-
гiчно визначається антисиметрична умова, наприклад:
y(0)− y(1) = 0.

У роботi дослiджено задачу на власнi значення

−y′′(x) = λy(x), x ∈ (0, 1), λ = µ2 ∈ C. (1)

αj,1y
′(0) + αj,0y(0) + βj,1y

′(1) + βj,0y(1) = 0, (2)

αj,k, βj,k ∈ R, j = 1, 2, k = 0, 1.

Умови (2) припускаються лiнiйно незалежними.
Основи спектральної теорiї двоточкових диференцi-

альних операторiв закладено в роботах [1–6].
Для звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного

порядку на скiнченному iнтервалi базиснiсть за Рiссом
для крайових задач, породжених сильно регулярними за
Бiркгофом умовами, встановлена в [7–9]. Якщо крайо-
вi умови регулярнi, але не сильно регулярнi, в роботi
[10] було доведено, що система кореневих пiдпросто-
рiв, якi вiдповiдають кратним власним значенням кра-
йової задачi, утворює базис Рiсса в просторi L2(0, 1) iз

пiдпросторiв. У роботах [11–12] запропоновано поняття
приведеної системи кореневих функцiй задачi, а також
поняття суттєво несамоспряженого оператора (операто-
ра, система кореневих функцiй якого мiстить нескiнчен-
ну кiлькiсть приєднаних) i вивчено властивостi таких
операторiв.

Спектральну задачу (1), (2) вивчали багато авторiв.
Зазначимо, зокрема, в роботах [13–19]. В статтi [20], за
допомогою оператора iнволюцiї I : L2(0, 1) → L2(0, 1),
Iy(x) ≡ y(1 − x), видiлено простори симетричних та
антисиметричних функцiй та дослiджено проблему роз-
щеплення оператора на iнварiантних пiдпросторах H0,
H0 та її аналоги для рiвнянь з частинними похiдними.
В роботах [8, 21] вивчались випадки не спектральних
за Данфордом операторiв, якi породженi регулярними за
Бiркгофом крайовими умовами. В роботi [22] введено та
дослiджено сiмейство таких задач. У роботi [23] вивче-
но важливу для застосувань iстотно несамоспряжену за-
дачу. Властивостi iстотно несамоспряжених операторiв,
визначених в абстрактному сепарабельному гiльберто-
вому просторi, дослiджено в роботi [24].

I. Самоспряженi крайовi задачi

Крайовi умови (2) можна подати еквiвалентними
спiввiдношеннями

1∑
r=0

(
aj,r

(
y(r)(0) + (−1)ry(r)(1)

)
+

+bj,r

(
y(r)(0)− (−1)ry(r)(1)

))
= 0, j = 1, 2, (3)

де aj,r=
1
2 (αj,r−(−1)rβj,r), bj,r=

1
2 (αj,r+(−1)rβj,r),

j = 1, 2, r = 0, 1.
Нехай λ – власне значення оператора задачi (1),

(3), якому вiдповiдає власна функцiя y0(x). Кореневою
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(приєднаною) функцiєю першого порядку називатимемо
розв’язок задачi

−y′′(x) = λy(x) + cy0(x),

l1y = 0, l2y = 0, x ∈ (0, 1), c ∈ R.

Розглянемо для рiвняння (1) задачу з крайовими умо-
вами{

l1y ≡ a1,1(y
′(0)−y′(1)) + a1,0(y(0)+y(1)) = 0,

l2y ≡ b2,1(y
′(0)+y′(1)) + b2,0(y(0)−y(1)) = 0.

(4)

Введемо в розгляд оператор задачi (1), (4) L :
L2(0, 1)→L2(0, 1), Ly ≡ −y′′, y ∈ D(L), D(L) =

{
y ∈

W 2
2 (0, 1) : ljy = 0; j = 1, 2

}
. Звуження оператора L на

множину Hj позначимо вiдповiдно через Lj , j = 0, 1.

Зауваження 1. З формул (4) маємо lsy = 0, y ∈
M1−s, s = 0, 1. Враховуючи щiльнiсть множини Mj в
просторi Hj , отримуємо включення lj ∈ Hj , j = 0, 1.

Частковi випадки крайових умов (4), якi породжують
самоспряженi оператори:
1. Перiодичнi умови: y′(0)− y′(1) = 0, y(0)− y(1) = 0.
2. Антиперiодичнi умови: y(0)+y(1)=0, y′(0)+y′(1)=0.
3. Умови Дiрiхле: y(0) + y(1) = 0, y(0)− y(1) = 0.
4. Умови Неймана: y′(0)− y′(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0.

Подане нижче твердження узагальнює цi випадки:

Теорема 1. Оператор L задачi (1), (4) є самоспря-
женим.

Для доведення теореми треба переконатися, що кое-
фiцiєнти крайових умов (4) задовольняють припущення
теореми 5 роботи [25, с. 212].

Фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (1) ви-
значимо спiввiдношеннями

y0(ρ, x) ≡ eiρx + eiρ(1−x),

y1(ρ, x) ≡ eiρx − eiρ(1−x), ρ ∈ C, Reρ ≤ 0, λ = −ρ2.

Пiдставимо загальний розв’язок рiвняння (1)
y(ρ, x) = C0y0(ρ, x) + C1y1(ρ, x, C0, C1 ∈ R у кра-
йовi умови (4). Для обчислення параметрiв C0, C1 ∈ R
маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, матриця
коефiцiєнтiв якої є дiагональною(

2ω0(ρ) 0
0 2ω1(ρ)

)
,

де ω0(ρ) ≡ iρa1,1
(
1− eiρ

)
+ a1,0

(
1 + eiρ

)
, ω1(ρ) ≡

iρb2,1
(
1 + eiρ

)
+ b2,0

(
1− eiρ

)
. Розв’язки рiвнянь

ω0(ρ) = 0, ω1(ρ) = 0 (5)

позначимо вiдповiдно через ρs,k та пронумеруємо за
зростанням |ρs,k| ≤ |ρs,k+1|, k = 1, 2, ..., для кожного
s = 0, 1.

Отже, самоспряжена задача (1), (4) має власнi значе-
ння λs,k = − (ρs,k)

2
> 0, s = 0, 1, k = 1, 2, ... та вiд-

повiднi власнi функцiї, якi є попарно ортогональними в
просторi L2(0, 1).

Нехай
Vs(L) ≡

{
vs,k(x, L) =

= µs,k
(
eiρs,kx + (−1)seiρs,k(1−x)

)
, k = 1, 2, ...

}
, (6)

нормованi пiдсистеми власних функцiй оператора L, якi
є ортонормованими базисами просторiв Hs та σs(L) –
сукупнiсть власних значень оператора L, яким вiдповi-
дають власнi функцiї з Vs(L), s = 0, 1.

Отже, встановлена така

Теорема 2. Самоспряжений оператор L задачi
(1), (4) є прямою сумою операторiв Ls, s = 0, 1.

II. Несамоспряженi крайовi задачi. Крайо-
вi задачi з сильно регулярними за Бiрк-
гофом умовами

Нехай M1,1=

(
a1,1 b1,1
a2,1 b2,1

)
, M0,0=

(
a1,0 b1,0
a2,0 b2,0

)
,

rgM1,1 – ранг матрицi M1,1.
Розглянемо випадок, коли rgM1,1 = 2. Не зменшу-

ючи загальностi, можна вважати, що крайовi умови (3)
визначенi спiввiдношеннями{

y′(0)−y′(1) + a(y(0)+y(1)) + b(y(0)−y(1))=0,
y′(0)+y′(1) + c(y(0)+y(1)) + d(y(0)−y(1))=0,

(7)

де a = a1,0, b = b1,0, c = a2,0, d = b2,0, a1,1 = 1, b2,2 = 1.
Вiдповiдна самоспряжена задача (1), (4) породжена

крайовими умовами{
y′(0)− y′(1) + a(y(0) + y(1)) = 0,
y′(0) + y′(1) + d(y(0)− y(1)) = 0.

(8)

Позначимо через La,b,c,d оператор задачi (1), (7),
La,d = La,0,0,d – оператор задачi (1), (8), V (La,b,c,d),
V (La,d) – системи власних функцiй цих операторiв.

Теорема 3. Нехай rgM1,1 = 2, bc = 0. Тодi за до-
вiльних фiксованих значень a, d ∈ R для кожного набору
b, c ∈ R власнi числа оператора La,b,c,d i оператора
La,d спiвпадають i система V (La,b,c,d) є базисом Рiсса
простору L2(0, 1).

� Доведення. Розглянемо спочатку випадок c=0.
Крайовi умови (7) подамо спiввiдношеннями{
y′(0)−y′(1) + a(y(0)+y(1)) + b(y(0)−y(1))=0,
y′(0)+y′(1) + d(y(0)−y(1)) = 0.

(9)

Спряженi крайовi умови мають вигляд{
z′(0)−z′(1) + a(z(0)+z(1))=0,
z′(0)+z′(1) + b(z(0)+z(1))+d(z(0)−z(1))=0.

(10)

Пiдставляючи загальний розв’язок y(ρ, x) =
C0y0(ρ, x) + C1y1(ρ, x) рiвняння (1) у крайовi умови
(8) для обчислення параметрiв C0, C1 ∈ R, ми отри-
мали систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, матриця
коефiцiєнтiв якої є дiагональною

Ω0(ρ) =

(
2ω0(ρ) 0

0 2ω1(ρ)

)
,

де ω0(ρ) = iρ
(
1− eiρ

)
+ a

(
1 + eiρ

)
, ω1(ρ) =

iρ
(
1 + eiρ

)
+ d

(
1− eiρ

)
.
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Пiдставляючи загальний розв’язок y(ρ, x) =
C0y0(ρ, x) + C1y1(ρ, x) рiвняння (1) у крайовi умови
(9) для обчислення параметрiв C0, C1 ∈ R, одержимо
трикутну матрицю коефiцiєнтiв

Ω(ρ) =

(
2ω0(ρ) 2ω1,2(ρ)

0 2ω1(ρ)

)
,

де ω1,2(ρ) = b
(
1− eiρ

)
.

Отже, detΩ(ρ) ≡ detΩ0(ρ), ρ ∈ C. Тому власнi зна-
чення операторiв La,d та La,b,0,d спiвпадають.

Побудуємо власнi функцiї оператора La,b,0,d задачi
(1), (9).

Виберемо довiльне λ0,k ∈ σ0 (Aa,d), k ∈ N. Вiд-
повiдна нормована в просторi L2(0, 1) власна фун-
кцiя v0,k (x, La,d) = µ2,k

(
eiρ0,kx + eiρ0,k(1−x)

)
операто-

ра La,d є розв’язком задачi (1), (9), якщо λ = λ0,k. Тобто

v0,k (x, La,b,0,d) = v0,k (x, La,d) =

= µ0,k

(
eiρ0,kx + eiρ0,k(1−x)

)
, k = 1, 2, ... (11)

Нехай λ1,k ∈ σ1 (La,d) – будь-яке власне значен-
ня оператора La,d, k ∈ N. Власну функцiю оператора
La,b,0,d визначимо спiввiдношенням

v1,k (x, La,b,0,d) =

= v1,k (x, La,d) + C1,k

(
eiρ1,kx + eiρ1,k(1−x)

)
. (12)

Пiдставляючи вираз (12) в першу умову (9), обчи-
слимо значення параметра C1,k:

C1,k = b
(
iρ1,k

(
1− eiρ1,k

)
+ a
(
1 + eiρ1,k

))−1 ×

×
(
1− eiρ1,k

)
, k = 1, 2, ... (13)

Отже, елементи системи V (La,b,0,d) заданi формула-
ми (11)–(13).

Визначимо елементи системи власних функцiй
W (La,b,0,d) задачi iз спряженими крайовими умовами
(10):

w0,k (x, La,b,0,d) = v0,k (x, La,d) , k = 1, 2, ... (14)

w1,k (x, La,b,0,d) = v1,k (x, La,d) + C2,k

(
eiρ1,kx+

+eiρ1,k(1−x)
)
, C1,k ∈ R, k = 1, 2, ... (15)

Пiдставляючи вираз (15) в другу умову (10), обчис-
лимо

C2,k = −b
(
iρ1,k

(
1− eiρ1,k

)
+ d
(
1 + eiρ1,k

))−1 ×

×µ1,k

(
1− eiρ1,k

)
, k = 1, 2, ... (16)

Системи V (La,b,0,d) та W (La,b,0,d) є бiортогональ-
ними [26, 9]. Крайовi умови (9) є сильно регулярними за
Бiркгофом [25].

Тому за теоремою Кесельмана–Михайлова [25] си-
стеми функцiй V (La,b,0,d) та W (La,b,0,d) є базисами
Рiсса простору L2(0, 1).

Теорема 3 доведена для випадку c = 0.

Нехай b = 0. Крайовi умови (7) визначимо спiввiд-
ношеннями{

y′(0)−y′(1) + a(y(0)+y(1))=0,
y′(0)+y′(1) + c(y(0)+y(1))+d(y(0)−y(1))=0.

(17)

Зауваження 2. Якщо y = z, c = b, то крайовi умови
(10) збiгаються з умовами (17).

Враховуючи зауваження 2, задамо крайовi умови,
спряженi до крайових умов (17):{

z′(0)−z′(1) + a(z(0)+z(1))+c(z(0)−z(1))=0,
z′(0)+z′(1) + d(z(0)−z(1))=0.

(18)

Елементи систем V (La,0,c,d) та W (La,0,c,d) мають
вигляд вiдповiдно

v0,k (x, La,0,c,d) = v0,k (x, La,d) , k = 1, 2, ... (19)

v1,k (x, La,0,c,d) = v1,k (x, La,d)+

+C3,k

(
eiρ1,kx + eiρ1,k(1−x)

)
, k = 1, 2, ... (20)

C3,k = c
(
iρ1,k

(
1− eiρ1,k

)
+ d
(
1 + eiρ1,k

))−1 ×
×v1,k (0, La,d) , k = 1, 2, ... (21)

w1,k (x, La,0,c,d) = v1,k (x, La,d) , k = 1, 2, ... (22)

w0,k (x, La,0,c,d) = v0,k (x, La,d)+

+C4,k

(
eiρ0,kx − eiρ0,k(1−x)

)
, k = 1, 2, ... (23)

C4,k = c
(
iρ0,k

(
1 + eiρ0,k

)
+ a
(
1− eiρ0,k

))−1 ×
×v0,k (0, La,d) , k = 1, 2, ... (24)

Отже, елементи системи V (La,0,c,d) визначенi спiв-
вiдношеннями (19)–(21), а бiортогональної системи
W (La,0,c,d) – формулами (21)–(23). Базиснiсть за Рiс-
сом цих систем в просторi L2(0, 1) випливає iз теореми
Кесельмана–Михайлова [25]. Теорему 3 доведено. �

Наслiдок 1. Базиси Рiсса V (La,b,0,d), W (La,b,0,d),
V (La,0,c,d), W (La,0,c,d) є квадратично близькими [26]
до ортонормованого базису V (La,d) простору L2(0, 1),
а отже, i мiж собою.

Розглянемо детальнiше частковi випадки крайових
умов (9).

Нехай a = 0. Крайовi умови (9) та спряженi крайовi
умови (10) мають вигляд{

y′(0)− y′(1) + b(y(0)−y(1))=0,
y′(0) + y′(1) + d(y(0)−y(1))=0.

(25){
z′(0)− z′(1)=0,
z′(0)+z′(1) + d(z(0)−z(1))+b(z(0)+z(1))=0.

(26)

У цьому випадку оператор L0,d, породжений само-
спряженими умовами{

y′(0)− y′(1)=0,
y′(0) + y′(1) + d(y(0)−y(1))=0.

(27)

має двi послiдовностi власних значень λ0,k = 4k2π2 ∈
σ0 (A0,d), k = 0, 1, ..., λ1,k ∈ σ1 (A0,d) = σ1 (Aa,d) та
вiдповiднi власнi функцiї

v0 (x, L0,d) = 1, v0,k (x, L0,d) =
√
2 cos 2kπx,
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v1,k (x, L0,d) = µ1,k

(
eiρ1,kx− eiρ1,k(1−x)

)
, k = 1, ... (28)

Власнi функцiї оператора L0,b,0,d визначимо спiввiд-
ношеннями

v0 (x, L0,b,0,d) = 1,

v0,k (x, L0,b,0,d) =
√
2 cos 2kπx, k = 1, ..., (29)

v1,k (x, L0,b,0,d) = v1,k (x, L0,d)+

+biµ1,k (ρ1,k)
−1 (

eiρ1,kx + eiρ1,k(1−x)
)
, k = 1, ... (30)

Елементи системи функцiй W (L0,b,0,d) задамо фор-
мулами

w0 (x, L0,b,0,d) =

 2x− 1, d = 2

1 +
b

d− 2
(2x− 1) , d ̸= 2

w1,k (x, L0,b,0,d)=µ1,k

(
eiρ1,kx−eiρ1,k(1−x)

)
, (31)

w0,k (x, L0,b,0,d) =

=
√
2 cos 2kπx+ b (2kπ)

−1
√
2 sin 2kπx, k = 1, ... (32)

Отже, правильним є

Наслiдок 2. Нехай rgM1,1 = 2, a = c = 0. Тодi за
фiксованого d ∈ R, для кожного b ∈ R, власнi значення
оператора L0,b,0,d i оператора L0,d спiвпадають та си-
стема V (L0,b,0,d) власних функцiй оператора L0,b,0,d є
базисом Барi [26] простору L2(0, 1). Елементи бiортого-
нальної системи функцiй W (L0,b,0,d) визначено форму-
лами (31), (32).

Якщо a = 0, d = 0, то крайовi умови (9) та спряженi
крайовi умови (10) мають вигляд{

y′(0)− y′(1) + b(y(0)− y(1)) = 0,
y′(0) + y′(1) = 0.

(33)

{
z′(0)− z′(1) = 0,
z′(0) + z′(1) + b(z(0) + z(1)) = 0.

(34)

Оператор L0,0, породжений для рiвняння (1) крайо-
вою задачею iз самоспряженими умовами{

y′(0)− y′(1) = 0,
y′(0) + y′(1) = 0,

(35)

якi еквiвалентнi умовам Неймана, має двi послiдовно-
стi власних значень λ0,k = 4k2π2, λ1,k = (2k − 1)

2
π2,

k = 1, ..., та вiдповiднi власнi функцiї

v0 (x, L0,0) = 1, v0,k (x, L0,0) =
√
2 cos 2kπx,

v1,k (x, L0,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, ... (36)

Власнi функцiї оператора L0,b,0,0 задачi (1), (33) ви-
значимо спiввiдношеннями

v0 (x, L0,b,0,0) = 1,

v0,k (x, L0,b,0,0) =
√
2 cos 2kπx, k = 1, 2, ... (37)

v1,k (x, L0,b,0,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx−

−b(2k − 1)−1π−1
√
2 sin(2k − 1)πx, k = 1, 2, ... (38)

Елементи бiортогональної системи функцiй
W (L0,b,0,0) задамо виразами

w0 (x, L0,b,0,0) = 1− b

(
x− 1

2

)
,

w1,k (x, L0,b,0,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, 2, ... (39)

w0,k (x, L0,b,0,d) =
√
2 cos 2kπx+

+b(2kπ)−1
√
2 sin 2kπx, k = 1, ... (40)

Тому правильним є

Наслiдок 3. Нехай rgM1,1 = 2, a = c = d = 0. Тодi
для кожного b ∈ R власнi значення оператора L0,b,0,0 i
оператора L0,0 спiвпадають та система V (L0,b,0,0) влас-
них функцiй оператора L0,b,0,0 є базисом Барi просто-
ру L2(0, 1). Елементи бiортогональної системи функцiй
W (L0,b,0,0) визначенi формулами (39), (40).

Якщо d = 0, то крайовi умови (17) визначено рiвно-
стями {

y′(0)− y′(1) + a(y(0) + y(1)) = 0,
y′(0) + y′(1) + c(y(0) + y(1)) = 0.

(41)

Iз рiвностей (18), якщо d = 0, маємо спряженi кра-
йовi умови

{
z′(0)−z′(1) + a(z(0)+z(1))+c(z(0)−z(1))=0,
z′(0) + z′(1)=0.

(42)

Оператор La,0, який породжений для рiвняння (1)
крайовою задачею iз самоспряженими умовами{

y′(0)− y′(1) + a(y(0) + y(1)) = 0,
y′(0) + y′(1) = 0.

(43)

має двi послiдовностi власних значень λ1,k=(2k−1)2π2 ∈
σ0 (La,0), k = 1, ..., λ0,k ∈ σ1 (La,0) та вiдповiднi власнi
функцiї

v1,k (x, La,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx, v0,k (x, La,0) =

= µ0,k

(
eiρ0,kx + eiρ0,k(1−x)

)
, k = 1, ... (44)

Власнi функцiї оператора La,0,c,0 задачi (1), (41) ви-
значено рiвностями

v1,k (x, La,0,c,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, ... (45)

v0,k (x, La,0,c,0) = v0,k (x, La,0)+

+ciµ0,k (ρ0,k)
−1 (

eiρ1,kx − eiρ1,k(1−x)
)
, k = 1, ... (46)

Елементи бiортогональної системи функцiй
W (La,0,c,0) задано формулами

w1,k (x, La,0,c,0) =

= µ1,k

(
eiρ1,kx − eiρ1,k(1−x)

)
, k = 1, ..., (47)

v1,k (x, La,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx+

+c(2k − 1)−1π−1 sin(2k − 1)πx, k = 1, ... (48)
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Отже, правильним є

Наслiдок 4. Нехай rgM1,1 = 2, b = 0, d = 0. Тодi
за фiксованого a ∈ R, для кожного c ∈ R власнi зна-
чення оператора La,0,c,0 i оператора La,0 спiвпадають
та система функцiй V (La,0,c,0) є базисом Барi просто-
ру L2(0, 1). Елементи бiортогональної системи функцiй
W (La,0,c,0) визначено формулами (47), (48).

У випадку a = 0, d = 0 крайовi умови (17) мають
вигляд {

y′(0)− y′(1) = 0,
y′(0) + y′(1) + c(y(0) + y(1)) = 0.

(49)

Вiдповiднi самоспряженi умови (35) еквiвалентнi
умовам Неймана (35).

Спряженi крайовi умови до умов (49) визначено ви-
разами {

z′(0)− z′(1) + c(z(0)− z(1)) = 0,
z′(0) + z′(1) = 0.

(50)

Зауваження 3. Крайовi умови (49), (50) замiною
y ↔ z, b↔ c переводяться у крайовi умови (33), (34).

Iз зауваження 3 маємо подання власних функцiй
оператора L0,0,c,0 та елементiв бiортогональної системи
W (L0,0,c,0):

v0 (x, L0,0,c,0) = 1− c

(
x− 1

2

)
,

v1,k (x, L0,0,c,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, 2, ... (51)

v0,k (x, L0,0,c,0) =
√
2 cos 2kπx+

+c(2kπ)−1
√
2 sin 2kπx, k = 1, 2, ... (52)

w0 (x, L0,0,c,0) = 1,

w0,k (x, L0,0,c,0) =
√
2 cos 2kπx, k = 1, 2, ..., (53)

w1,k (x, L0,0,c,0) =
√
2 cos(2k − 1)πx−

−c(2k − 1)−1π−1
√
2 sin(2k − 1)πx, k = 1, 2, ... (54)

Отже, правильним є

Наслiдок 5. Нехай rgM1,1 = 2, a = b = d = 0. Тодi
для кожного c ∈ R, власнi значення оператора L0,0,c,0

й оператора L0,0 спiвпадають та система (51), (52) вла-
сних функцiй оператора L0,0,c,0 є базисом Барi просто-
ру L2(0, 1). Елементи бiортогональної системи функцiй
W (L0,0,c,0) визначено формулами (53), (54).

III. Крайовi задачi з нерегулярними за
Бiркгофом умовами

Нехай rgM1,1 = 1. Визначимо крайовi умови (3)
спiввiдношеннями g(y′(0)− y′(1)) + h(y′(0) + y′(1))+

+a(y(0) + y(1)) + b(y(0)− y(1)) = 0,
c(y(0) + y(1)) + d(y(0)− y(1)) = 0.

(55)

Припустимо, що rgM0,0 = 2, g = 0, h = 1. Тодi
крайовi умови (55) задано виразами{

y′(0)+y′(1)+a(y(0)+y(1))+b(y(0)−y(1))=0,
c(y(0) + y(1)) + d(y(0)− y(1))=0.

(56)

Розглянемо випадок c = 0. Тодi b = 0, d = 1, a ̸= 0
крайовi умови (56) визначенi формулами{

y′(0) + y′(1) + a(y(0) + y(1)) = 0,
y(0)− y(1) = 0.

(57)

Вiдповiднi самоспряженi умови еквiвалентнi умовам
Дiрiхле

y(0) + y(1) = 0, y(0)− y(1) = 0. (58)

Нехай L1
1,a – оператор задачi (1), (57), L1

0,1 – оператор
задачi (1), (58), V

(
L1
1,a

)
та V

(
L1
0,1

)
– системи власних

функцiй цих операторiв.

Зауваження 4. Крайовi умови (57) нерегулярнi за
Бiркгофом.

Теорема 4. Нехай rgM1,1 = 1, rgM0,0 = 2, g = 0,
c = 0. Тодi для кожного a ∈ R власнi значення опе-
ратора L1

1,a й оператора L1
0,1 спiвпадають. Система

V
(
L1
0,1

)
та бiортогональна система W

(
L1
a,1

)
є повни-

ми i мiнiмальними в просторi L2(0, 1), але не є майже
нормованими [26].

� Доведення. Iзоспектральнiсть операторiв L1
1,a

та L1
0,1 доводиться, як у теоремi 3.

Оператор L1
1,a має власнi значення λs,k

(
L1
1,a

)
=

(2k − s)2π2, s = 0, 1, k = 1, 2, ..., та власнi функцiї

v0,k
(
x, L1

1,a

)
=

√
2 sin(2k − 1)πx, k = 1, 2, ..., (59)

v1,k
(
x, L1

1,a

)
=

=
√
2
(
sin 2kπx− 2kπa−1 cos 2kπx

)
, k = 1, 2, ... (60)

Крайовi умови, якi є спряженими до умов (57), ви-
значено виразами{

z(0) + z(1) = 0,
z′(0)− z′(1) + a(z(0)− z(1)) = 0.

(61)

Елементи бiортогональної до системи V
(
L1
1,a

)
си-

стеми W
(
L1
1,a

)
власних функцiй задачi iз спряженими

крайовими умовами (61) задано формулами

w0,k

(
x, L1

1,a

)
=

√
2 sin(2k − 1)πx−

−a−1(2k − 1)π
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, 2, ..., (62)

w1,k

(
x, L1

1,a

)
=

√
2 sin 2kπx, k = 1, 2, ... (63)

Враховуючи, що повнота та мiнiмальнiсть у просторi
L2(0, 1) системи V

(
L1
1,a

)
еквiвалентна iснуванню єди-

ної бiортогональної системи W
(
L1
1,a

)
[26] переконує-

мось, що твердження теореми 4 правильне. �
Припустимо, що rgM0,0 = 2, g = 1, h = 0. Тому

крайовi умови (55) визначено спiввiдношеннями{
y′(0)−y′(1)+a(y(0)+y(1))+b(y(0)−y(1))=0,
c(y(0) + y(1)) + d(y(0)− y(1))=0.

(64)
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Розглянемо випадок d = 0. Тодi a = 0, c = 1, b ̸= 0
та крайовi умови (56) задано виразами{

y′(0)− y′(1) + b(y(0)− y(1)) = 0,
y(0) + y(1) = 0.

(65)

Вiдповiднi самоспряженi умови еквiвалентнi умовам
Дiрiхле (58).

Спряженi крайовi умови визначенi спiввiдношення-
ми {

z(0) + z′(1) + b(z(0) + z(1)) = 0,
z(0)− z(1) = 0.

(66)

Нехай L2
1,b – оператор задачi (1), (57), V

(
L2
1,b

)
– си-

стема власних функцiй цього оператора.

Зауваження 5. Крайовi умови (65) пiсля замiни
a ↔ b, y ↔ z переходять в умови (60). Аналогiчний
зв’язок iснує мiж спiввiдношеннями (57) та (66).

Враховуючи зауваження 5, власнi функцiї оператора

L2
1,b та елементи бiортогональної системи W

(
L2
1,b

)
ви-

значимо виразами

v0,k
(
x, L2

1,b

)
=

√
2 sin(2k − 1)πx−

−b−1(2k − 1)π
√
2 cos(2k − 1)πx, k = 1, 2, ..., (67)

v1,k
(
x, L2

1,b

)
=

√
2 sin 2kπx, k = 1, 2, ..., (68)

w0,k

(
x, L2

1,b

)
=

√
2 sin(2k − 1)πx, k = 1, 2, ..., (69)

w1,k

(
x, L2

1,b

)
=

=
√
2
(
sin 2kπx− 2kπb−1 cos 2kπx

)
, k = 1, 2, ... (70)

Тому з теореми 4 отримуємо

Наслiдок 6. Нехай rgM1,1 = 1, rgM0,0 = 2, g = 0,
c = 0. Тодi для кожного b ∈ R власнi значення оператора

L2
1,b i оператора L1

0,1 спiвпадають. Система V
(
L2
1,b

)
та

бiортогональна система W
(
L2
1,b

)
є повними i мiнiмаль-

ними в просторi L2(0, 1), але не є майже нормованими.
Отже, в роботi отримано такi результати:
1. Вивчено самоспряженi задачi, оператори яких роз-

щеплюються на просторах симетричних та антисиме-
тричних функцiй.

2. Дослiджено випадки сильно регулярних та нере-
гулярних несамоспряжених збурень таких задач.

3. Сформульовано достатнi умови повноти та бази-
сностi за Рiссом системи власних функцiй дослiджува-
них задач.
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BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR THE TWO-DIFFERENTIATION OPERATOR.
STRONGLY REGULAR AND NON-REGULAR NONLOCAL CONDITIONS

Ya. O. Baranetskij, P. I. Kalenyuk, P. L. Sokhan

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

We study self-adjoint problems whose operators are split on invariant subspaces induced by the involuti-
on operator Iy(x) = y(1−x). Various (regular and irregular by Birkhoff) non self-adjoint perturbations of
these problems are constructed. The spectral properties of operators corresponding to these perturbations
are studied, in particular, eigenvalues and eigenfunctions are determined, completeness and basis property
of the system of eigenfunctions are investigated.

Key words: ordinary differential equations, nonlocal problems, Birkhoff regularity, nonselfadjoint

operator, involution operator, root functions, Riesz basis.
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