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Дослiджено збiжнiсть гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду, який пов’язаний iз

задачею вiдповiдностi мiж формальним подвiйним степеневим рядом i послiдовнiстю рацiональних
наближень функцiї двох змiнних. Використовуючи формулу рiзницi двох наближень та систему
фундаментальних нерiвностей для дослiджуваного дробу, встановили оцiнку похибки апроксимацiї
значення гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду його пiдхiдним дробом. Накладаючи
додатковi умови на елементи дробу, отримали точнiшу оцiнку швидкостi збiжностi.
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Вступ

Одним iз засобiв побудови рацiональних наближень
функцiй однiєї та багатьох змiнних є функцiональнi не-
перервнi (ланцюговi) дроби та їх багатовимiрнi узагаль-
нення – функцiональнi гiллястi ланцюговi дроби. По-
рiвнюючи розвинення аналiтичних функцiй у ланцюговi
дроби та степеневi ряди, виявили, що областi збiжностi
ланцюгових дробiв, у якi розвиваються деякi аналiтичнi
функцiї, значно ширшi, нiж областi збiжностi вiдповiд-
них степеневих рядiв. Але для застосування неперерв-
них дробiв та їх багатовимiрних узагальнень до набли-
ження функцiй однiєї змiнної чи багатьох змiнних важ-
ливою є iнформацiя не лише про областi збiжностi, але
й про швидкiсть їх збiжностi (аналiз похибок апрокси-
мацiї). Oдин пiдхiд, що вивчає таку iнформацiю для не-
перервних дробiв, описано у монографiї H. S. Wall’a [1].
Цей пiдхiд використовує систему нерiвностей для еле-
ментiв дробу, якi називаються фундаментальними нерiв-
ностями. Загальну теорiю аналiзу похибок апроксимацiї
неперервних дробiв, що передбачає вивчення областей
включення, розробили W. B. Jones та W. J. Thron [2].
Аналоги методу фундаментальних нерiвностей для ба-
гатовимiрних узагальнень неперервних дробiв наведено
у монографiях Д. I. Боднара [3], Х. Й. Кучмiнської [4] та
у роботах [5, 6].

У цiй роботi дослiджено збiжнiсть гiллястого лан-
цюгового дробу спецiального вигляду, запропонованого
W. Siemaszko при розв’язуваннi задачi вiдповiдностi мiж
формальним подвiйним степеневим рядом i послiдовнiс-
тю рацiональних наближень функцiї двох змiнних [7].
Доведено теорему, у якiй обґрунтовано один з аналогiв
методу фундаментальних нерiвностей для дослiджува-

ного дробу. Накладаючи додатковi умови на елементи
дробу, отримали точнiшу оцiнку швидкостi його збiж-
ностi.

I. Двовимiрнi вiдповiднi гiллястi ланцюго-
вi дроби

Oдним з найпоширенiших методiв розвинення аналi-
тичних функцiй багатьох змiнних у гiллястi ланцюговi
дроби (ГЛД) є побудова дробiв, вiдповiдних до заданих
формальних кратних степеневих рядiв. Функцiональний
ГЛД називається вiдповiдним до формального степене-
вого ряду, якщо розвинення кожного його n-го набли-
ження, n = 0, 1, . . . , у степеневий ряд збiгається iз за-
даним рядом до всiх членiв степеня n включно.

Однак вiдповiднi ГЛД будуються неоднозначно. Це
зумовило видiлення деяких класiв функцiональних ГЛД,
у яких поставлена задача має єдиний розв’язок. Першу
конструкцiю вiдповiдних ГЛД для функцiй двох змiнних
запропонували Х. Й. Кучмiнська [8], а також J. Murphy,
M. R. O’Donohoe [9]:

a0,0+Φ0+
∞

D
i=1

ai,iz1z2
1 + Φ0

, Φi =
∞

D
j=1

ai+j,iz1
1

+
∞

D
j=1

ai,i+jz2
1

.

Такi дроби пiзнiше почали називати двовимiрними
неперервними дробами (ДНД). W. Siemaszko дослiджу-
вав двовимiрнi вiдповiднi ГЛД iнших конструкцiй [7]:

b0,0 + F0,0 +
∞

D
i=1

bi,0z1
1 + Fi,0

+
∞

D
i=1

b0,iz2
1 + F0,i

, (1)
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Fi,j =
∞

D
k=1

bi+k,jz1z2
1

, (2)

а також [10]

c0,0 + F0 +
∞

D
i=1

ci,0z2
1 + Fi

, Fj =
∞

D
k=1

cj,kz1
1

. (3)

Коефiцiєнти ai,j , bi,j , ci,j , i, j = 0, 1, . . . , обчислю-
ють за певними формулами залежно вiд коефiцiєнтiв за-
даного ряду, z = (z1, z2) ∈ C2.

ГЛД вигляду (3) були узагальненi на випадокN змiн-
них i отримали назву ГЛД з нерiвнозначними змiнними,
а у випадку фiксованих значень змiнних – ГЛД спецiаль-
ного вигляду [11]. Найменш вивченi ГЛД вигляду (1)-(2).

II. Гiллястi ланцюговi дроби спецiального
вигляду. Основнi поняття. Постановка
задачi

У цiй роботi об’єктом дослiдження є нескiнченнi
ГЛД вигляду

b0 + F0,0 +
∞

D
i=1

ai,0
bi,0 + Fi,0

+
∞

D
i=1

a0,i
b0,i + F0,i

, (4)

де Fi,j – звичайнi ланцюговi (неперервнi) дроби

Fi,j =
∞

D
p=1

ap+i,p+j
bp+i,p+j

, i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , (5)

а b0, ak,j , bk,j , j = 0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . , k + j ≥ 1
— комплекснi сталi або комплекснозначнi функцiї двох
комплексних змiнних z1, z2, визначенi в областi D ⊂ C2.
ГЛД, всi елементи якого є числа, називатимемо число-
вим ГЛД спецiального вигляду (типу Siemaszko). Якщо
серед елементiв ГЛД є функцiї комплексних змiнних
z1, z2, то такий ГЛД називатимемо функцiональним ГЛД
спецiального вигляду (типу Siemaszko).

n-е наближення (n-й пiдхiдний дрiб за Siemaszko)
ГЛД (4)–(5) означається так:

f0 = b0, fn = b0 + F
([n/2])
0,0 +

+
n

D
k=1

ai,0

bi,0 + F
([(n−i)/2])
i,0

+
n

D
k=1

a0,i

b0,i + F
([(n−i)/2])
0,i

, (6)

де n = 1, 2, . . ., [α] — цiла частина дiйсного числа α,

F
(0)
i,j = 0, F

(k)
i,j =

k

D
p=1

ap+i,p+j
bp+i,p+j

, (7)

i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . .

Залишками наближень ГЛД (4)–(5) називають такi
вирази:

Q
(0)
i,0 = bi,0, Q

(k+1)
i,0 = bi,0 + F

([(k+1)/2])
i,0 +

ai+1,0

Q
(k)
i+1,0

, (8)

i = 1, 2, ..., k = 0, 1, . . . ,

Q
(0)
0,i = b0,i, Q

(k+1)
0,i = b0,i + F

([(k+1)/2])
0,i +

a0,i+1

Q
(k)
0,i+1

, (9)

i = 1, 2, ..., k = 0, 1, . . . .

а залишками наближень (7) звичайних ланцюгових дро-
бiв (5) вирази

Q
(0)
k+i,k = bk+i,k, Q

(p+1)
k+i,k = bk+i,k +

ak+i+1,k+1

Q
(p)
k+i+1,k+1

, (10)

k = 1, 2, ..., i = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . ,

Q
(0)
k,k+i = bk,k+i, Q

(p+1)
k,k+i = bk,k+i +

ak+1,k+i+1

Q
(p)
k+1,k+i+1

, (11)

k = 1, 2, ..., i = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . .

Враховуючи позначення (8)–(9), можна записати:

fn = b0+F
([n/2])
0,0 +

a1,0

Q
(n−1)
1,0

+
a0,1

Q
(n−1)
0,1

, n = 1, 2, ..., (12)

або

f1 = b0 +
a1,0

Q
(0)
1,0

+
a0,1

Q
(0)
0,1

,

fn = b0 +
a1,1

Q
([n/2]−1)
1,1

+
a1,0

Q
(n−1)
1,0

+
a0,1

Q
(n−1)
0,1

, n = 2, 3, ....

(13)
Вважається, що наближення fk мають сенс, якщо

при згортаннi дробу (обчисленнi його залишкiв за фор-

мулами (8)–(9)) не виникає невизначенiсть типу
0

0
(при-

пускається, що
1

0
= ∞,

1

∞
= 0 i

α1

0
+ . . . +

αm
0

=
0

0
,

якщо m > 1 ).
ГЛД (4)–(5) називається збiжним, якщо, починаючи

з деякого номера n0, всi його наближення мають сенс
й iснує скiнченна границя f = lim

n→∞
fn. Значення цiєї

границi вважається значенням збiжного ГЛД.
Величина |f − fk| називається похибкою наближен-

ня (похибкою апроксимацiї) значення ГЛД (4)–(5) його
k-м пiдхiдним дробом.

Говорять, що функцiональний ГЛД (4)–(5) рiвномiр-
но збiгається в областi D, якщо, починаючи з деякого
номера n0, всюди в D його наближення fk = fk(z1, z2),
k ≥ n0, мають сенс i скiнченнi, i для довiльного ε iснує
такий номер n1 ≥ n0, що для всiх n,m ≥ n1 i довiльних
(z1, z2) ∈ D виконується нерiвнiсть

|fn − fm| < ε.

Завдання цiєї роботи – встановити умови, виконання
яких не тiльки забезпечує рiвномiрну збiжнiсть функцiо-
нальних ГЛД вигляду (4)–(5), але й дає змогу оцiнити
швидкiсть такої збiжностi.
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Про один аналог методу фундаментальних нерiвностей для дослiдження збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв

III. Дослiдження збiжностi гiллястих лан-
цюгових дробiв спецiального вигляду.

Одним з методiв дослiдження збiжностi, який дає
змогу оцiнювати похибки апроксимацiї гiллястих лан-
цюгових дробiв загального вигляду, є метод фундамен-
тальних нерiвностей [3, c. 53]. Аналоги цього методу
встановлено i для ДНД [4, c. 132], i для ГЛД вигляду
(3) [5, 6]. Для цього iстотно використовуються форму-
ли рiзницi двох наближень дослiджуваних дробiв. Для
ГЛД вигляду (4)–(5) у монографiї [3, c. 156] наведено та-
ку формулу:

fn − fm = F
([n/2])
0,0 − F

([m/2])
0,0 +

+
m∑
i=1

(−1)i
(
F

([(n−i)/2])
i,0 − F

([(m−i)/2])
i,0

) i∏
j=1

aj,0

i∏
j=1

Q
(n−j)
j,0 Q

(m−j)
j,0

+

+
m∑
i=1

(−1)i
(
F

([(n−i)/2])
0,i − F

([(m−i)/2])
0,i

) i∏
j=1

a0,j

i∏
j=1

Q
(n−j)
0,j Q

(m−j)
0,j

+

+

(−1)m
m+1∏
j=1

aj,0

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
j,0

m∏
j=1

Q
(m−j)
j,0

+

(−1)m
m+1∏
j=1

a0,j

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
0,j

m∏
j=1

Q
(m−j)
0,j

,

n > m. (14)

Формулу рiзницi двох наближень неперервних дро-
бiв (5) можна записати у виглядi

F
(p)
i,j − F

(r)
i,j = (−1)r

r+1∏
k=1

ai+k,j+k

r+1∏
k=1

Q
(p−k)
i+k,j+k

r∏
k=1

Q
(r−k)
i+k,j+k

, (15)

p > r; r, i, j = 0, 1, . . . .

Формули (14)–(15) встановлено за припущення, що
значення всiх залишкiв Q

(p)
0,k, Q

(p)
k,0, Q

(r)
i,j , Q

(r)
j,i , якi вхо-

дять у цi формули, не дорiвнюють 0.
Сформулюємо та доведемо теорему, у якiй обґрун-

товано один з аналогiв методу фундаментальних нерiв-
ностей для дослiдження збiжностi ГЛД (4)–(5).

Вважатимемо, що для ГЛД (4)–(5) справджуються
фундаментальнi нерiвностi, якщо

Q
(p)
i+k,k ̸= 0, Q

(p)
k,k+i ̸= 0, Q

(p)
k,0 ̸= 0, Q

(p)
0,k ̸= 0, (16)

i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,

та iснують такi додатнi сталi M, M1,0, M0,1, H
′, H ′′,

ρj , ρ
′
j , ρ

′′
j , ρj,0, ρ0,j , j = 1, 2, . . ., що

|a1,1|∣∣∣Q(p)
1,1

∣∣∣≤M,
|a1,0|∣∣∣Q(p)

1,0

∣∣∣≤M1,0,
|a0,1|∣∣∣Q(p)

0,1

∣∣∣≤M0,1, p = 0, 1, . . . ,

(17)

|ak+j,k|∣∣∣Q(m)
k+j,kQ

(m+1)
k+j−1,k−1

∣∣∣ ≤ ρ′k,
|ak,k+j |∣∣∣Q(m)

k,k+jQ
(m+1)
k−1,k+j−1

∣∣∣ ≤ ρ′′k ,

k = 2, 3, . . . , j = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , (18)

|ak,k|∣∣∣Q(m)
k,k Q

(m+1)
k−1,k−1

∣∣∣ ≤ ρk, k = 2, 3, . . . , m = 0, 1, . . . ,

(19)
|aj+1,0|∣∣∣Q(p)
j+1,0Q

(p+1)
j,0

∣∣∣ ≤ ρj+1,0, j = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,

(20)
|a0,j+1|∣∣∣Q(p)

0,j+1Q
(p+1)
0,j

∣∣∣ ≤ ρ0,j+1, j = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,

(21)
|ak+1,1|∣∣∣Q([n/2]−1)

k+1,1 Q
(n)
k,0

∣∣∣ ≤ H ′,
|a1,k+1|∣∣∣Q([n/2]−1)

1,k+1 Q
(n)
0,k

∣∣∣ ≤ H ′′,

k = 1, 2, . . . , n = 2, 3, . . . . (22)

Теорема 1. Нехай для функцiонального ГЛД (4)–
(5) справджуються фундаментальнi нерiвностi (16)–
(22), причому

ρ′j ≤ 1, ρ′′j ≤ 1, ρj,0 ≤ 1, ρ0,j ≤ 1, j = 1, 2, . . . , (23)

lim
p→∞

p∏
j=1

ρj+1=0, lim
p→∞

p

p∏
j=1

ρ′j+1=0, lim
p→∞

p

p∏
j=1

ρ′′j+1=0,

(24)

lim
p→∞

p

p∏
j=1

ρj+1,0=0, lim
p→∞

p

p∏
j=1

ρ0,j+1=0. (25)

Тодi ГЛД (4)–(5) рiвномiрно збiгається в областi D, i
швидкiсть його збiжностi характеризується нерiвнi-
стю

|f − f2p| ≤ H ′M1,0p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′j +

p+1∏
j=2

ρj,0

+

+M1,0

2p+1∏
j=2

ρj,0 +H ′′M0,1p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′′j +

p+1∏
j=2

ρ0,j

+

+M0,1

2p+1∏
j=2

ρ0,j +M1,1

p+1∏
j=2

ρj , p = 2, 3, . . . . (26)

� Доведення. Застосуємо схему доведення озна-
ки збiжностi двовимiрних неперервних дробiв з дiйсни-
ми елементами, розглянутої у роботi [12]. З формули
(14) випливає, що

|fn − f2p| ≤
∣∣∣F ([n/2])

0,0 − F
(p)
0,0

∣∣∣+
+

2p∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
i,0 − F

([(2p−i)/2])
i,0

∣∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(2p−j)
j,0

∣∣∣ +
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+

2p+1∏
j=1

|aj,0|

2p+1∏
j=1

|Q(n−j)
j,0 |

2p∏
j=1

|Q(2p−j)
j,0 |

+

+

2p∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
0,i − F

([(2p−i)/2])
0,i

∣∣∣ i∏
j=1

|a0,j |

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
0,j Q

(2p−j)
0,j

∣∣∣ +

+

2p+1∏
j=1

|a0,j |

2p+1∏
j=1

|Q(n−j)|
0,j

2p∏
j=1

|Q(2p−j)
0,j |

. (27)

Використовуючи вiдому методику [3, c. 54] i умови
(17)–(19), матимемо:

∣∣∣F (p)
i,0 − F

(2r)
i,0

∣∣∣ ≤ |ai+1,1|∣∣∣Q(p−1)
i+1,1

∣∣∣
2r+1∏
j=2

ρ′j , (28)

p > 2r; r = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . ,∣∣∣F (p)
i,0 − F

((2r−1))
i,0

∣∣∣ ≤ |ai+1,1|∣∣∣Q(2r−2)
i+1,1

∣∣∣
2r∏
j=2

ρ′j , (29)

p > 2r − 1; r = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . ,∣∣∣F (p)
0,0 − F

((r))
0,0

∣∣∣ ≤M
r+1∏
j=2

ρj , (30)

p > 2r; r = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . .

Беручи до уваги нерiвностi (17), (20), одержимо

2i∏
j=1

|aj,0|

2i∏
j=1

∣∣∣Q(p−j)
j,0

∣∣∣ 2i−1∏
j=1

∣∣∣Q(r−j)
j,0

∣∣∣ =
|a1,0|∣∣∣Q(r−1)
1,0

∣∣∣×

×
i∏

j=1

|a2j,0|∣∣∣Q(p−2j+1)
2j−1,0 Q

(p−2j)
2j,0

∣∣∣
i−1∏
j=1

|a2j+1,0|∣∣∣Q(r−2j)
2j,0 Q

(r−2j−1)
2j+1,0

∣∣∣ ≤
≤M1,0

2i∏
j=2

ρj,0, i = 1, 2, . . . , p ≥ 2i, r ≥ 2i− 1, (31)

2i+1∏
j=1

|aj,0|

2i+1∏
j=1

∣∣∣Q(p−j)
j,0

∣∣∣ 2i∏
j=1

∣∣∣Q(r−j)
j,0

∣∣∣ =
|a1,0|∣∣∣Q(p−1)
1,0

∣∣∣×

×
i∏

j=1

|a2j,0|∣∣∣Q(r−2j+1)
2j−1,0 Q

(r−2j)
2j,0

∣∣∣
i∏

j=1

|a2j+1,0|∣∣∣Q(p−2j)
2j,0 Q

(p−2j−1)
2j+1,0

∣∣∣ ≤
≤M1,0

2i+1∏
j=2

ρj,0, p ≥ 2i+ 1, r ≥ 2i, i = 1, 2, . . . . (32)

Оцiнимо з урахуванням нерiвностей (28)–(29) суму

S1,2p =

2p∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
i,0 − F

([(2p−i)/2])
i,0

∣∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(2p−j)
j,0

∣∣∣ .

Спочатку розглянемо випадок, коли p = 2m.

S1,4m =
4m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
i,0 − F

([(4m−i)/2])
i,0

∣∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ =

=
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+3)/2])
4i−3,0 − F

([(4m−4i+3)/2])
4i−3,0

∣∣∣ 4i−3∏
j=1

|aj,0|

4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+2)/2])
4i−2,0 − F

([(4m−4i+2)/2])
4i−2,0

∣∣∣ 4i−2∏
j=1

|aj,0|

4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+1)/2])
4i−1,0 − F

([(4m−4i+1)/2])
4i−1,0

∣∣∣ 4i−1∏
j=1

|aj,0|

4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i)/2])
4i,0 − F

([(4m−4i)/2])
4i,0

∣∣∣ 4i∏
j=1

|aj,0|

4i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ ≤

≤
m∑
i=1

|a4i−2,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q(2m−2i)
4i−2,1

∣∣∣
4i−3∏
j=1

|aj,0|

4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i−1,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q(2m−2i)
4i−1,1

∣∣∣
4i−2∏
j=1

|aj,0|

4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i,1|
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q([(n−4i+1)/2]−1)
4i,1

∣∣∣
4i−1∏
j=1

|aj,0|

4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i+1,1|
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q([(n−4i)/2]−1
4i+1,1

∣∣∣
4i∏
j=1

|aj,0|

4i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m−j)
j,0

∣∣∣ =

=
m∑
i=1

|a4i−2,1|∣∣∣Q(2m−2i)
4i−2,1 Q

(4m−4i+3)
4i−3,0

∣∣∣
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j×
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×

4i−3∏
j=1

|aj,0|

4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0

∣∣∣ 4i−4∏
j=1

∣∣∣Q(4m−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i−1,1|∣∣∣Q(2m−2i)
4i−1,1 Q

(4m−4i+2)
4i−2,0

∣∣∣
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j×

×

4i−2∏
j=1

|aj,0|

4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0

∣∣∣ 4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(4m−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i,1|∣∣∣Q([(n−4i+1)/2]−1)
4i,1 Q

(n−4i+1)
4i−1,0

∣∣∣
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j×

×

4i−1∏
j=1

|aj,0|

4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(4m−j)
j,0

∣∣∣ 4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i+1,1|∣∣∣Q([(n−4i)/2]−1
4i+1,1 Q

(n−4i)
4i,0

∣∣∣
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j×

×

4i∏
j=1

|aj,0|

4i∏
j=1

∣∣∣Q(4m−j)
j,0

∣∣∣ 4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0

∣∣∣ .
Далi враховуємо ще й нерiвностi (31), (32):

S1,4m ≤
m∑
i=1

M1,0

|a4i−2,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j
4i−3∏
j=2

ρj,0∣∣∣Q(2m−2i)
4i−2,1 Q

(4m−4i+3)
4i−3,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

M1,0

|a4i−1,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j
4i−2∏
j=2

ρj,0∣∣∣Q(2m−2i)
4i−1,1 Q

(4m−4i+2)
4i−2,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

M1,0

|a4i,1|
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j
4i−1∏
j=2

ρj,0∣∣∣Q([(n−4i+1)/2]−1)
4i,1 Q

(n−4i+1)
4i−1,0

∣∣∣+

+

m∑
i=1

M1,0

|a4i+1,1|
2m−2i+1∏
j=2

ρ′j
4i∏
j=2

ρj,0∣∣∣Q([(n−4i)/2])−1
4i+1,1 Q

(n−4i)
4i,0

∣∣∣ ≤

≤ H ′M1,0

m∑
i=1

2m−2i+2∏
j=2

ρ′j

4i−3∏
j=2

ρj,0 +
4i−2∏
j=2

ρj,0

+

+H ′M1,0

m∑
i=1

2m−2i+1∏
j=2

ρ′j

4i−1∏
j=2

ρj,0 +
4i∏
j=2

ρj,0

 =

= H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i+3)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−3∏
j=2

ρj,0+

+H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i+2)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−2∏
j=2

ρj,0+

+H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i+1)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−1∏
j=2

ρj,0+

+H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i∏
j=2

ρj,0 =

= H ′M1,0

4m∑
i=1

[(4m−i)/2]+1∏
j=2

ρ′j

i∏
j=2

ρj,0

Отже,

S1,4m ≤ H ′M1,0

4m∑
i=1

[(4m−i)/2]+1∏
j=2

ρ′j

i∏
j=2

ρj,0. (33)

Нарештi, беручи до уваги умови (23), отримаємо

S1,4m ≤ H ′M1,0

2m∑
i=1

[(4m−i)/2]+1∏
j=2

ρ′j+

+H ′M1,0

4m∑
i=2m+1

i∏
j=2

ρj,0 ≤

≤ H ′M1,0

 2m∑
i=1

[(4m−2m)/2]+1∏
j=2

ρ′j +
4m∑

i=2m+1

2m+1∏
j=2

ρj,0

 ≤

≤ 2mH ′M1,0

m+1∏
j=2

ρ′j +
2m+1∏
j=2

ρj,0

 . (34)

Нехай тепер p = 2m+ 1. Дiючи у той самий спосiб,
що й у попередньому випадку, оцiнимо суму S1,4m+2.

4m+2∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
i,0 − F

([(4m+2−i)/2])
i,0

∣∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ =

=

m+1∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+3)/2])
4i−3,0 − F

([(4m−4i+5)/2])
4i−3,0

∣∣∣ 4i−3∏
j=1

|aj,0|

4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ +

+
m+1∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+2)/2])
4i−2,0 − F

([(4m−4i+4)/2])
4i−2,0

∣∣∣ 4i−2∏
j=1

|aj,0|

4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ +

+
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i+1)/2])
4i−1,0 − F

([(4m−4i+3)/2])
4i−1,0

∣∣∣ 4i−1∏
j=1

|aj,0|

4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ +
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+
m∑
i=1

∣∣∣F ([(n−4i)/2])
4i,0 − F

([(4m−4i+2)/2])
4i,0

∣∣∣ 4i∏
j=1

|aj,0|

4i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ ≤

≤
m+1∑
i=1

|a4i−2,1|
2m−2i+3∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q([(n−4i+3)/2]−1)
4i−2,1

∣∣∣
4i−3∏
j=1

|aj,0|

4i−3∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣+

+
m+1∑
i=1

|a4i−1,1|
2m−2i+3∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q([(n−4i+3)/2]−1)
4i−1,1

∣∣∣
4i−2∏
j=1

|aj,0|

4i−2∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q(2m−2i)
4i,1

∣∣∣
4i−1∏
j=1

|aj,0|

4i−1∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣+

+
m∑
i=1

|a4i+1,1|
2m−2i+2∏
j=2

ρ′j∣∣∣Q(2m−2i)
4i+1,1

∣∣∣
4i∏
j=1

|aj,0|

4i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
j,0 Q

(4m+2−j)
j,0

∣∣∣ ≤

≤ H ′M1,0

m+1∑
i=1

2m−2i+3∏
j=2

ρ′j

4i−3∏
j=2

ρj,0 +
4i−2∏
j=2

ρj,0

+

+H ′M1,0

m∑
i=1

2m−2i+2∏
j=2

ρ′j

4i−1∏
j=2

ρj,0 +
4i∏
j=2

ρj,0

 =

= H ′M1,0

m+1∑
i=1

[(4m−4i+5)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−3∏
j=2

ρj,0+

+H ′M1,0

m+1∑
i=1

[(4m−4i+4)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−2∏
j=2

ρj,0+

+H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i+3)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i−1∏
j=2

ρj,0+

+|H ′M1,0

m∑
i=1

[(4m−4i+2)/2]+1∏
j=2

ρ′j

4i∏
j=2

ρj,0.

Отже,

S1,4m+2 = H ′M1,0

4m+2∑
i=1

[(4m+2−i)/2]+1∏
j=2

ρ′j

i∏
j=2

ρj,0, (35)

а з урахуванням умов (23) –

S1,4m+2 ≤ H ′M1,0

2m+1∑
i=1

[(4m+2−i)/2]+1∏
j=2

ρ′j+

+H ′M1,0

4m+2∑
i=2m+2

i∏
j=2

ρj,0 ≤

≤ (2m+ 1)H ′M1,0

m+1∏
j=2

ρ′j +
2m+2∏
j=2

ρj,0

 ,

тобто

S1,4m+2 ≤ (2m+ 1)H ′M1,0

m+1∏
j=2

ρ′j +
2m+2∏
j=2

ρj,0

 .

(36)
Iз нерiвностей (34), (36) випливає, що

S1,2p ≤ H ′M1,0p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′j +

p+1∏
j=2

ρj,0

 . (37)

Використовуючи аналогiчну методику i умови теоре-
ми, можна переконатись у правильностi нерiвностi

S2,2p =

2p∑
i=1

∣∣∣F ([(n−i)/2])
0,i − F

([(2p−i)/2])
0,i

∣∣∣ i∏
j=1

|a0,j |

i∏
j=1

∣∣∣Q(n−j)
0,j Q

(2p−j)
0,j

∣∣∣ ≤

≤ H ′′M0,1p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′′j +

p+1∏
j=2

ρ0,j

 . (38)

Беручи до уваги нерiвностi (27), (30), (32), (37), (38),
одержимо

|fn − f2p| ≤ H ′M1,0p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′j +

p+1∏
j=2

ρj,0

+

+M1,0

2p+1∏
j=2

ρj,0 +H ′′M0,1p

[p/2]+1∏
j=2

ρ′′j +

p+1∏
j=2

ρ0,j

+

+M0,1

2p+1∏
j=1

ρ0,j +M1,1

p+1∏
j=1

ρj , n ≥ 2p+ 1, p = 1, 2, . . . .

(39)
Спрямовуючи у цiй нерiвностi p → ∞ i враховуючи

умови (24), (25), доходимо висновку про збiжнiсть ГЛД.
Оцiнка (26) випливає з нерiвностi (39), якщо n→ ∞. �

Якщо для всiх натуральних j = 1, 2, . . .

ρj = ρ < 1, ρ′j = ρ′ < 1, ρ′′j = ρ′′ < 1,

ρj,0 = ϑ1 < 1, ρ0,j = ϑ2 < 1,

то умови (23)–(25) виконуються, а оцiнка (26) набуває
вигляду

|f − f2p| ≤ H ′M1,0p
(
(ρ′)[p/2] + ϑp1

)
+M1,0ϑ

2p
1 +

+H ′′M0,1p
(
(ρ′′)[p/2] + ϑp2

)
+M0,1ϑ

2p
2 +M1,1ρ

p,

p = 2, 3, . . . .

Зауважимо, що оцiнку похибки наближення у цьому
випадку можна уточнити.
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Про один аналог методу фундаментальних нерiвностей для дослiдження збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв

Теорема 2. Нехай для ГЛД (4)–(5) справджують-
ся фундаментальнi нерiвностi (16)–(22), причому

ρ′j = ρ′ < 1, ρ′′j = ρ′′ < 1,

ρj,0 = ϑ1 < 1, ρ0,j = ϑ2 < 1, j = 1, 2, . . . , (40)

lim
p→∞

p∏
j=1

ρj+1 = 0. (41)

Тодi ГЛД (4)–(5) рiвномiрно збiгається в областi D, i
швидкiсть його збiжностi характеризується нерiвнiс-
тю

|fn − f2p| ≤M1,0

(
H ′(ϑ1 + 1)S1 + ϑ2p1

)
+

+M0,1

(
H ′′(ϑ2 + 1)S2 + ϑ2p2

)
+M1,1

p+1∏
j=2

ρj ,

p = 2, 3, . . . , (42)

де
δ1 = max(ρ′, ϑ21), δ̂1 = min(ρ′, ϑ21),

δ2 = max(ρ′′, ϑ22), δ̂2 = min(ρ′′, ϑ22);
(43)

Si =


δpi

δi − δ̂i
, якщо δ̂i < δi,

pδp−1
i , якщо δ̂i = δi,

i = 1, 2. (44)

� Доведення. Як зазначено вище, збiжнiсть ГЛД
випливає з теореми 1. Для перевiрки правильностi оцiн-
ки (42) застосовуємо ту саму схему, що й для доведення
теореми 1. З нерiвностей (33), (35) i умов (40) випливає,
що

S1,2p ≤ H ′M1,0

2p∑
i=1

(ρ′)[(2p−i)/2]ϑi−1
1 = H ′M1,0×

×

(
p∑
i=1

(ρ′)[(2p−2i+1)/2]ϑ2i−2
1 +

p∑
i=1

(ρ′)[(2p−2i)/2]ϑ2i−1
1

)
=

= H ′M1,0

p∑
i=1

(ρ′)p−i(ϑ1 + 1)ϑ2i−2
1 =

= H ′M1,0(ϑ1 + 1)δp−1
1

p∑
i=1

(
δ̂1
δ1

)p−i
≤

≤ H ′M1,0(ϑ1 + 1)S1.

Аналогiчно можна показати, що за умов теореми

S2,2p ≤ H ′M0,1(ϑ2 + 1)S2,

де δi, δ̂i, Si, i = 1, 2, визначають згiдно з (43), (44).
Тому

|fn − f2p| ≤M1,0

(
H ′(ϑ1 + 1)S1 + ϑ2p1

)
+

+M0,1

(
H ′′(ϑ2 + 1)S2 + ϑ2p2

)
+M1,1

p+1∏
j=2

ρj ,

p = 2, 3, . . . ,

звiдки при n → ∞ випливає правильнiсть оцiнки (42).
�

Висновки

У роботi сформульовано один з аналогiв фундамен-
тальних нерiвностей та доведено ознаку збiжностi гiл-
лястого ланцюгового дробу спецiального вигляду (типу
Siemaszko), що пов’язаний iз задачею вiдповiдностi гiл-
лястого ланцюгового дробу до формального подвiйного
степеневого ряду. Встановлено оцiнку похибки набли-
ження значення дослiджуваного гiллястого ланцюгово-
го дробу його пiдхiдним дробом та з’ясовано, за яких
умов її можна уточнити. Оскiльки у фундаментальнi не-
рiвностi входять залишки наближень гiллястого ланцю-
гового дробу, доцiльно продовжити дослiдження, щоб
з’ясувати умови щодо елементiв дробу, за яких фун-
даментальнi нерiвностi справджуються. Також доцiльно
розглянути iншi способи побудови наближень дослiджу-
ваного гiллястого ланцюгового дробу.
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ON ONE ANALOGUE OF THE METHOD OF FUNDAMENTAL INEQUALITIES FOR
RESEARCH OF BRANCHED CONTINUED FRACTIONS OF THE SPECIAL FORM

T. M. Antonova, S. M. Vozna

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

The paper is devoted to research of convergence of branched continued fraction of the special form, whi-
ch is connected with the correspondence problem between a formal double power series and a sequence of
the rational approximants of a function of two variables. By using the difference formula for two approxi-
mants and the system of fundamental inequalities for researched fraction, the estimation of truncation
error for value of branched continued fraction of the special form by its approximant is established. By
applying additional restriction on elements of fraction, more accurate estimation of the convergence speed
is obtained.

Key words: branched continued fraction, approximant, convergence, truncation error, fundamental

inequalities.
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