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Вступ

Аналiтичнi розв’язки задач про пружну рiвновагу
пластин та оболонок знаходяться, як правило, наближе-
ними методами, основаними на можливостi зведення ви-
хiдної тривимiрної задачi до простiшої двовимiрної. Ти-
повими методами такого зведення є метод гiпотез, ме-
тод розкладень у степеневий ряд, асимптотичний [1],
[2]. Як один з можливих варiантiв зведення тривимiрної
задачi до двовимiрної пропонуємо метод пом’якшення
нев’язок. Метод полягає у поєднаннi розкладень у степе-
невий ряд iз процедурою пом’якшення нев’язок – мiнi-
мiзацiї можливих неузгодженостей оптимальним пiдбо-
ром параметрiв деформування. Метод не потребує засто-
сування гiпотез про геометрiю деформування елемента
нормалi до серединної поверхнi, можливiсть нехтування
окремими складовими тензора напружень тощо. Замiсть
таких гiпотез автори вводять доказово обґрунтованi кiн-
цевi спiввiдношення для визначення параметрiв дефор-
мування у напрямку нормалi до серединної поверхнi.
Конкурентнiсть методу пiдтверджено в роботах [3]–[5]
на розрахунках пружної рiвноваги прямокутної та кру-
глої пластин пiд дiєю поверхневих навантажень. Нижче
цей метод розвинено для розв’язання задач термопру-
жностi.

I. Формулювання задачi

Розглянемо задачу про деформований та напруже-
ний стан пружної ортотропної пластини сталої товщини
h пiд дiєю об’ємних та поверхневих сил у неоднорiдно-
му температурному полi. Виберемо у просторi ортого-
нальну систему координат (α, β, z) так, щоб координа-
тна поверхня (α, β) збiгалась iз серединною площиною

пластини, координата z змiнювалася по нормалi до сере-
динної площини (−0, 5h ≤ z ≤ 0, 5h), а головнi напрям-
ки пружностi збiгались з координатними лiнiями. Коефi-
цiєнти Ламе для цих лiнiй позначимо через H1,H2,H3.
У вибранiй системi координат коефiцiєнти Ламе змiню-
ються за законом:

H1 = H1(α, β),H2 = H2(α, β),H3 = 1. (1)

Проекцiї вектора перемiщень для точок (α, β, z) пла-
стини позначимо через uα, uβ , uz . Через eα, eβ , ez , eαβ ,
eαz , eβz та σα, σβ , σz , ταβ , ταz , τβz позначимо компонен-
ти тензорiв деформацiй та напружень. Iнтегральнi хара-
ктеристики напруженого стану – зусилля T1, T2, S, N1,
N2 та моменти M1, M2, G – визначимо за формулами:

T1 =

0,5h∫
−0,5h

σαdz, T2 =

0,5h∫
−0,5h

σβdz, S =

0,5h∫
−0,5h

ταβdz,N1 =

0,5h∫
−0,5h

ταzdz,

N2 =

0,5h∫
−0,5h

τβzdz,M1 =

0,5h∫
−0,5h

zσαdz,

M2 =

0,5h∫
−0,5h

zσβdz,G =

0,5h∫
−0,5h

zταβdz. (2)

Вiдповiдно до впливу зовнiшнiх факторiв на гра-
ничних поверхнях пластини перемiщення (напруження)
повиннi задовольняти певну систему граничних умов,
що однозначно визначають її деформований та напру-
жений стан. Поставлена задача належить до крайових
задач теорiї пружностi, з якою пов’язано чотири вiдомi
[1], [7] групи рiвнянь (їх наведемо нижче).
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Перша група (спiввiдношення мiж деформацiями та
перемiщеннями):

eα =
1

H1

∂uα
∂α

+
1

H1H2

∂H1

∂β
uβ ,

eβ =
1

H2

∂uβ
∂β

+
1

H1H2

∂H2

∂α
uα,

ez =
∂uz
∂z

, eαβ =
H1

H2

∂

∂β

uα
H1

+
H2

H1

∂

∂α

uβ
H2

,

eαz =
1

H1

∂uz
∂α

+
∂uα
∂z

,

eβz =
1

H2

∂uz
∂β

+
∂uβ
∂z

. (3)

Друга група (диференцiальнi рiвняння рiвноваги у
напруженнях):

∂

∂α
(H2σα)− σβ

∂H2

∂α
+

1

H1

∂

∂β
(H2

1 ταβ)+

+
∂

∂z
(H1H2ταz) +K1H1H2 = 0,

∂

∂β
(H1σβ)− σα

∂H1

∂β
+

1

H2

∂

∂α
(H2

2 ταβ)+ (4)

+
∂

∂z
(H1H2τβz) +K2H1H2 = 0,

∂

∂α
(H2ταz)+

∂

∂β
(H1τβz)+

∂

∂z
(H1H2σz)+K3H1H2 = 0,

де K1,K2,K3 – проекцiї вектора об’ємних сил на доти-
чнi до координатних лiнiй α, β, z.

Третя група (диференцiальнi рiвняння рiвноваги у
зусиллях та моментах):

∂

∂α
(H2T1)− T2

∂H2

∂α
+

1

H1

∂

∂β
(H2

1S) =

= −H1H2

( 0,5h∫
−0,5h

K1dz +X2

)
,

∂

∂β
(H1T2)− T1

∂H1

∂β
+

1

H2

∂

∂α
(H2

2S) =

−H1H2

( 0,5h∫
−0,5h

K2dz + Y2

)
,

∂

∂α
(H2N1)+

∂

∂β
(H1N2)=−H1H2

( 0,5h∫
−0,5h

K3dz+Z2

)
,

∂

∂α
(H2M1)−M2

∂H2

∂α
+

1

H1

∂

∂β
(H2

1G) =

= H1H2

(
N1 − hX1 −

0,5h∫
−0,5h

zK1dz
)
,

∂

∂β
(H1M2)−M1

∂H1

∂β
+

1

H2

∂

∂α
(H2

2G) =

= H1H2

(
N2 − hY1 −

0,5h∫
−0,5h

zK2dz
)
. (5)

У рiвняннях системи (5) правi частини визначаються
через проекцiї вектора об’ємних сил та заданi граничнi
напруження на площинах z = ∓0, 5h за формулами:

X1 = 0, 5(X+ −X−), Y1 = 0, 5(Y + − Y −),

Z1 = 0, 5(Z+ − Z−), X2 = X+ +X−,

Y2 = Y + + Y −, Z2 = Z+ + Z−,

X− = −ταz
∣∣
z=−0,5h

, Y − = −τβz
∣∣
z=−0,5h

,

Z− = −σz
∣∣
z=−0,5h

, X+ = ταz
∣∣
z=0,5h

,

Y + = τβz
∣∣
z=0,5h

, Z+ = σz
∣∣
z=0,5h

. (6)

Систему (5) i рiвностi (6) можна отримати, якщо ко-
жне з рiвнянь (4) домножити на степенi z0, z1 та проiн-
тегрувати по z вiд z = −0, 5h до z = 0, 5h, враховуючи
спiввiдношення (2).

Четверта група (спiввiдношення термопружностi за-
кону Гука для ортотропного тiла):

eα = a11σα + a12σβ + a13σz + α11T, eβz = a44τβz,

eβ = a12σα + a22σβ + a23σz + α22T, eαz = a55ταz,

ez = a13σα+a23σβ+a33σz+α33T, eαβ = a66ταβ , (7)

де α11, α22, α33 – коефiцiєнти лiнiйного теплового роз-
ширення в напрямках α, β, z вiдповiдно, T – температу-
ра, що вiдраховується вiд первiсного недеформованого
стану пластини. Через aij позначено коефiцiєнти пру-
жностi, якi можна подати через технiчнi сталi за форму-
лами

a11 =
1

E1
, a12 = −ν12

E2
= −ν21

E1
, a13 = −ν13

E3
= −ν31

E1
,

a22 =
1

E2
, a23 = −ν23

E3
= −ν32

E2
, a33 =

1

E3
,

a44 =
1

G23
, a55 =

1

G13
, a66 =

1

G 12
. (8)

Сталi E1, E2, E3 є модулями Юнга на розтягнення–
стискання у напрямках α, β, z; G23, G23, G12 – модуля-
ми зсуву у поверхнях α = const, β = const, z = const;
ν12, ν21, ν13, ν31, ν23, ν32 – коефiцiєнтами Пуассона
(перший iндекс позначає напрям поперечного стиска-
ння, другий – вiдповiдний напрям сили розтягнення).
Формули (7) можна подати також у виглядi:

σα = b11eα + b12eβ + b13ez − β11T, τβz = b44eβz,

σβ = b12eα + b22eβ + b23ez − β22T, ταz = b55eαz,

σz = b13eα+ b23eβ + b33ez − β33T, ταβ = b66eαβ . (9)

Справджуються спiввiдношення:

β11 = b11α11 + b12α22 + b13α33,

β22 = b12α11 + b22α22 + b23α33,

β33 = b13α11 + b23α22 + b33α33,
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b11 =
1− ν23ν32
1− ν̃2

E1, b12 =
ν12 + ν13ν32

1− ν̃2
E1,

b13 =
ν13 + ν12ν23

1− ν̃2
E1, b22 =

1− ν13ν31
1− ν̃2

E2,

b23 =
ν23 + ν21ν13

1− ν̃2
E2, b33 =

1− ν12ν21
1− ν̃2

E3,

b44 = G23, b55 = G13, b66 = G12,

ν̃2 = ν12ν21 + ν23ν32 + ν31ν13 + 2ν12ν23ν31. (10)

Рiвняння (1)–(10) становлять основу для подальшо-
го наближеного методу, в якому, як i в усiх теорiях, що
визначають напружений стан пластини лише за зусил-
лями та моментами, на торцевих поверхнях α = const,
β = const умови за напруженнями також задовольня-
ються iнтегрально, але замiсть вiдомих [1] гiпотез теорiї
пластин та оболонок запропоновано застосовувати спе-
цiальнi кiнцевi спiввiдношення, знайденi за процедурою
пом’якшення нев’язок.

II. Основнi положення методу пом’якшення

1. Апроксимацiя перемiщень та деформовано-
напруженого стану

Визначаючи перемiщення, деформацiї та напружен-
ня пластини, надалi розрiзнятимемо вхiднi характери-
стики, отриманi безвiдносно до рiвнянь рiвноваги (4)
(цi характеристики позначатимемо додатковим верхнiм
iндексом (1)), та вихiднi характеристики, одержанi з
урахуванням рiвнянь (4) (їх позначатимемо додатковим
верхнiм iндексом (2)). Перемiщення довiльної точки (α,
β, z) пластини апроксимуватимемо законом:

uα = u(1)α = u+ zϕ, uβ = u
(1)
β = v + zψ,

uz = u(1)z = w + zε+ 0, 5z2χ, (11)

де u, v, w, ϕ, ψ, ε, χ є параметрами деформування, фун-
кцiями вiд α, β. Звiдси за формулами (3) виводимо фун-
кцiональнi залежностi (лiнiйнi та квадратичнi вiдносно
z), що визначають закон змiни деформацiй. Тангенцi-
альнi деформацiї eα, eβ , eγ та поперечна деформацiя eγ
змiнюються за координатою z (товщиною пластини) за
лiнiйним законом:

eα = e(1)α = εα + zκα, eβ = e
(1)
β = εβ + zκβ ,

eαβ = e
(1)
αβ = εαβ + zκαβ , ez = e(1)z = ε+ zχ, (12)

де

εα=
1

H1

∂u

∂α
+

1

H1H2

∂H1

∂β
v, εβ=

1

H2

∂v

∂β
+

1

H1H2

∂H2

∂α
u,

εαβ=
H1

H2

∂

∂β

u

H1
+
H2

H1

∂

∂α

v

H2
,

κα=
1

H1

∂ϕ

∂α
+

1

H1H2

∂H1

∂β
ψ,κβ=

1

H2

∂ψ

∂β
+

1

H1H2

∂H2

∂α
ϕ,

καβ=
H1

H2

∂

∂β

ϕ

H1
+
H2

H1

∂

∂α

ψ

H2
. (13)

Деформацiї поперечних зсувiв eαz , eβz змiнюються
за товщиною за квадратичним законом:

eαz=e
(1)
αz=γ1+zδ1+z

2η1, eβz=e
(1)
βz=γ2+zδ2+z

2η2, (14)

де

γ1 = ϕ+
1

H1

∂w

∂α
, δ1 =

1

H1

∂ε

∂α
, η1 =

1

2H1

∂χ

∂α
,

γ2 = ψ +
1

H2

∂w

∂β
, δ2 =

1

H2

∂ε

∂β
, η2 =

1

2H2

∂χ

∂β
. (15)

Закони змiни вхiдних (неврiвноважених) напружень
виводимо за формулами (2), (7), (9), (12). Тангенцiальнi
напруження отримаємо у виглядi:

σ(1)
α =

1

h
T1 +

12z

h3
M1 − β11

◦
T ,

σ
(1)
β =

1

h
T2 +

12z

h3
M2 − β22

◦
T ,

τ
(1)
αβ =

1

h
S +

12z

h3
G (16)

де
T1 = h(b11εα + b12εβ + b13ε)− β11⟨T ⟩,
T2 = h(b12εα + b22εβ + b23ε)− β22⟨T ⟩,

M1 =
h3

12
(b11κ + b12κ + b13χ)− β11⟨zT ⟩,

M2 =
h3

12
(b12κ + b22κ + b23χ)− β22⟨zT ⟩,

S = hb66εαβ , G =
h3

12
b66καβ . (17)

У формулах (16), (17) i надалi для довiльної iнте-
гровної функцiї f(α, β, z) позначено:

⟨f⟩ =
0.5h∫

−0,5h

f(α, β, z)dz,
◦
f = f − 1

h
⟨f⟩ − 12z

h3
⟨zf⟩. (18)

Для напружень у площинах z = const матимемо:

τ (1)αz =
γ1 + zδ1 + z2η1

a55
, τ

(1)
βz =

γ2 + zδ2 + z2η2
a44

,

σ(1)
z = b13(εα + zκα) + b23(εβ + zκβ)+

+b33(εα + zχ)− β33T. (19)

Для вихiдних тангенцiальних напружень приймемо:

σ(2)
α = σ(1)

α , σ
(2)
β = σ

(1)
β , τ

(2)
αβ = τ

(1)
αβ . (20)

Вiдповiднi їм вихiднi напруження у площинах
z = const знайдемо на основi рiвнянь (2), (4), (5):

τ (2)αz = X1 +
z

h
X2 +

3

2

h2 − 4z2

h3
(N1 − hX1)−

−
z∫

−0,5h

◦
K1dz + τ (2)∗αz ,

τ
(2)
βz = Y1 +

z

h
Y2 +

3

2

h2 − 4z2

h3
(N2 − hY1)−
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−
z∫

−0,5h

◦
K2dz + τ

(2)∗
βz ,

σ(2)
z =Z1+

z

h
Z2+

h2 − 4z2

2h2

(
zdiv−→g1+

h

4
div−→g2+

z

h
Z2

)
+

+
(h− z)(h+ 2z)2

2h3
⟨K3⟩−

−
z∫

−0,5h

K3dz +

z∫
−0,5h

dz

z∫
−0,5h

div
◦
K⃗dz + σ(2)∗

z ,

τ (2)∗αz =
1

H1H2

(
β11

∂

∂α
H2 − β22

∂H2

∂α

) z∫
−0,5h

◦
Tdz,

τ
(2)∗
βz =

1

H1H2

(
β22

∂

∂β
H1 − β11

∂H1

∂β

) z∫
−0,5h

◦
Tdz,

σ(2)∗
z =

β11−β22
2H1H2

(
∂

∂β

1

H1H2

∂

∂β
H2

1−
∂

∂α

1

H1H2

∂

∂α
H2

2

)
×

×
z∫

−0,5h

dz

z∫
−0,5h

◦
Tdz−

−β11 + β22
2H1H2

(
∂

∂α

H2

H1

∂

∂α
− ∂

∂β

H1

H2

∂

∂α

)
×

×
z∫

−0,5h

dz

z∫
−0,5h

◦
Tdz,

divg⃗i =
1

H1H2

(
∂H2Xi

∂α
− ∂H1Yi

∂β

)
(i = 1; 2),

◦
K⃗ = (

◦
K1,

◦
K2),

div
◦
K⃗ =

1

H1H2

∂H2

◦
K1

∂α
− ∂H1

◦
K2

∂β

 . (21)

Формули (16) та (19) задають компоненти тензора
T̃ (1) – тензора вхiдних (неврiвноважених) напружень,
що не пiдпорядкованi рiвнянням рiвноваги (4). Компо-
ненти тензора T̃ (2) – тензора вихiдних (врiвноважених)
напружень – подаються формулами (16), (20), (21). За
компонентами тензора T̃ (2) можна скласти вирази для
вихiдних деформацiй e(2)α , e(2)β , e(2)z , e(2)αβ , e(2)αz , e(2)βz та пе-

ремiщень u(2)α , u(2)β , u(2)z .

2. Оптимальнi кiнцевi спiввiдношення та основна си-
стема рiвнянь

Враховуючи зв’язки мiж компонентами тензорiв
T̃ (1), T̃ (2) та спiввiдношення (7), знайдемо:

e(2)z = e(1)z + a33(σ
(2)
z − σ(1)

z ),

e(2)αz = a55τ
(2)
αz , e

(2)
βz = a44τ

(2)
βz . (22)

З третього, п’ятого та шостого спiввiдношень (3) на
основi рiвностей (22) матимемо:

∂u
(2)
z

∂z
=
∂u

(1)
z

∂z
+ a33

(
σ(2)
z − σ(1)

z

)
,

∂u
(2)
α

∂z
= a55τ

(2)
αz − 1

H1

∂u
(2)
z

∂α
,

∂u
(2)
β

∂z
= a44τ

(2)
βz − 1

H2

∂u
(2)
z

∂β
. (23)

Звiдси iнтегруванням за змiнною z отримаємо:

u(2)z = u
(2)
z0 + u(1)z − w + a33

z∫
0

(σ(2)
z − σ(1)

z )dz,

u(2)α = u
(2)
α0 + a55

z∫
0

τ (2)αz dz −
1

H1

∂

∂α

z∫
0

τ (2)z dz,

u
(2)
β = u

(2)
β0 + a55

z∫
0

τ
(2)
βz dz −

1

H1

∂

∂β

z∫
0

τ (2)z dz, (24)

де u(2)z0 , u(2)α0 , u(2)β0 – додатковi параметри, що визначають
деформований стан пластини i мають змiст вихiдних пе-
ремiщень у серединнiй площинi. У загальному випадку
через можливi вiдмiнностi вхiдних та вихiдних характе-
ристик (T̃ (1), u(1)z , u(1)α , u(1)β , з одного боку, та T̃ (2), u(2)z ,

u
(2)
α , u(2)β , з другого) матимемо двi групи нев’язок {∆j1,

∆j2, ∆j3} (j – номер групи, j = 1; 2). Для нев’язок 1-ї
та 2-ї груп (нев’язок за напруженнями та нев’язок за пе-
ремiщеннями) приймемо:

1) ∆11 =
∣∣∣σ(2)
z − σ(1)

z

∣∣∣ , ∆12 =
∣∣∣τ (2)αz − τ (1)αz

∣∣∣ ,
∆13 =

∣∣∣τ (2)βz − τ
(1)
βz

∣∣∣ , (25)

2) ∆21 =
∣∣∣u(2)z − u(1)z

∣∣∣ , ∆22 =
∣∣∣u(2)α − u(1)α

∣∣∣ ,
∆23 =

∣∣∣u(2)β − u
(1)
β

∣∣∣ . (26)

Нев’язки розглядатимемо як прояв вiдхилень мiж
точним та наближеним розв’язками. Тому їх буде-
мо пом’якшувати (мiнiмiзувати). Пом’якшення нев’язок
(окремо для кожної групи) здiйснюватимемо за методом
середнього квадратичного – оптимальним пiдбором па-
раметрiв ε, χ, ϕ, ψ та u(2)z0 , u(2)α0 , u(2)β0 для мiнiмiзацiї фун-
кцiоналiв Ijk:

Ijk =

0,5h∫
−0,5h

∆2
jkdz (j = 1; 2, k = 1; 3). (27)

Вирази функцiоналiв складемо за формулами (11),
(16), (19) та (21), (24). Кожнiй групi нев’язок, (25) чи
(26), вiдповiдає своя група оптимальних кiнцевих спiв-
вiдношень, якi встановлюють лiнiйну залежнiсть зна-
чень ε, χ, ϕ, ψ вiд iнших параметрiв деформування та
перерiзальних зусиль. Результати мiнiмiзацiї функцiона-
лiв Ij1, Ij2, Ij3 (j = 1; 2) знайдемо у виглядi:

ε =
1

b33
(−b13εα − b23εβ + f1),
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χ =
1

b33
(−b13κα − b23κβ +

1

h
f2,

ϕ = a55

(
1 +

δj2
5

)
N1

h
− 1

H1

∂

∂α

(
w + h2

5− 2δj2
120

χ

)
−

−a55
δj2
5
X1 + a55

12

h3
δj2

⟨
z

z∫
0

τ (2)∗αz dz

⟩
,

ψ = a44

(
1 +

δj2
5

)
N2

h
− 1

H2

∂

∂β

(
w + h2

5− 2δj2
120

χ

)
−

−a44
δj2
5
Y1 + a44

12

h3
δj2

⟨
z

z∫
0

τ
(2)∗
βz dz

⟩
,

u
(2)
z0 = w − 3h

1120
a33(Z2 + ⟨K3⟩+ h div g⃗1),

u
(2)
α0 = u+

h2

24

1

H1

∂ε

∂α
− h

24
a55X2+

+
h2

1920
a33

1

H1

∂

∂α

(
12

h
⟨zK3⟩+ h div g⃗2

)
,

u
(2)
β0 = u+

h2

24

1

H2

∂ε

∂β
− h

24
a44X2+

+
h2

1920
a33

1

H2

∂

∂β

(
12

h
⟨zK3⟩+ h div g⃗2

)
, (28)

де

f1 = Z1 +
5 + δj2
60

(
h div g⃗2 +

12

h
⟨zK3⟩

)
+

+
1

h

⟨(
σ(2)∗
z + β33T

)(
1 +

h2 − 12z2

2h2
δj2

)⟩
,

f2 = Z2 +

(
1

5
+

3

35
δj2

)
(Z2 + ⟨K3⟩+ h div g⃗1)+

+
12

h2

⟨(
1 +

3h2 − 20z2

2h2
δj2

)
z
(
σ(2)∗
z + β33T

)⟩
,

δj2 =

{
0, j = 1,
1, j = 2.

(29)

Прийнявши j = 1, за формулами (28) отримаємо кiн-
цевi спiввiдношення, що мiнiмiзують нев’язки за напру-
женнями; їх доцiльно застосовувати для визначення на-
пруженого стану, зусиль, моментiв, деформацiй та змiн
кривини пластини. Якщо j = 2, за цими ж формулами
знайдемо спiввiдношення, кориснi для визначення пере-
мiщень. Отриманi кiнцевi спiввiдношення дають змогу
вилучити параметри ε, χ у формулах (17) i встанови-
ти (без звичних припущень [1] теорiї пластин i оболо-
нок) безпосереднi зв’язки мiж зусиллями, моментами та
деформацiями εα, εα, εαβ , κα, κα, καβ серединної по-
верхнi. За допомогою спiввiдношень (28), (29) та (10), з
формул (17) виводимо:

T1 =
E1h

1− ν12ν21

(
εTα + ν12ε

T
β +

ν12ν23 + ν13
E3

f1

)
,

T2 =
E2h

1− ν12ν21

(
εTβ + ν21ε

T
α +

ν13ν21 + ν23
E3

f1

)
,

M1 =
E1h

3

12(1− ν12ν21)

(
κTα + ν12κTβ +

ν12ν23 + ν13
E3h

f2

)
,

M2 =
E2h

3

12(1− ν12ν21)

(
κTβ + ν21κTα +

ν13ν21 + ν23
E3h

f2

)
,

S = hG12εαβ , G =
h3

12
G12καβ , (30)

де

εTα = εα − α11
⟨T ⟩
h
, εTβ = εβ − α22

⟨T ⟩
h
,

κTα = κα − α11
12⟨zT ⟩
h3

, κTβ = κβ − α22
12⟨zT ⟩
h3

. (31)

Пiдставивши вирази зусиль i моментiв (30) у рiвня-
ння (5) i замiнивши параметри εα, εα, εαβ , κα, κα, καβ
їх виразами за формулами (13), отримаємо замкнену си-
стему п’яти диференцiальних рiвнянь з п’ятьма невiдо-
мими u, v, w та ϕ, ψ. Розв’язки цiєї системи треба пiдпо-
рядкувати граничним умовам (6) та умовам на торцевих
поверхнях α = const, β = const.

Формули (2), (5), (6), (8), (10)–(13), (16)–(18), (20),
(21) та (28)–(31) утворюють основну систему рiвнянь,
що визначають термопружний стан пластини за мето-
дом пом’якшення нев’язок.

Зважаючи на характер функцiоналiв (27) i базового
закону (11), можна сподiватись, що за цим методом у
формi (11) можна отримати середнi квадратичнi набли-
ження (за змiнною z) до точних розв’язкiв задач тер-
мопружностi. Очiкуванi похибки наближених розв’язкiв
становитимуть величини порядку h2/l2 порiвняно з оди-
ницею, де h – товщина, а l – характерний розмiр у сере-
диннiй площинi пластини.

III. Задача про термопружнiсть круглої
пластини

Розглянемо задачу про пружну рiвновагу круглої
пластини радiуса R i товщини h в неоднорiдному тем-
пературному полi за вiдсутностi масових сил i поверх-
невих навантажень на площинах z = ±0, 5h. Вiднесемо
її до цилiндричної системи координат (r, ϑ, z) з поча-
тком у геометричному центрi O пластини i вiссю Oz по
нормалi до серединної площини. Для вибраної системи
координат всi спiввiдношення (1)–(31) справджуватиму-
ться, якщо прийняти:

α = r, β = ϑ, H1 = 1, H2 = r. (32)

Нехай пластина є однорiдною трансверсально iзо-
тропною, у кожнiй точцi площина iзотропiї проходить
паралельно до площини z = 0. Приймемо, що масовi
сили вiдсутнi:

K1 = K2 = K3 = 0, (33)

поверхнi z = ±0, 5h вiльнi вiд навантажень:

τrz

∣∣∣
z=±0,5h

= τθz

∣∣∣
z=±0,5h

= σz

∣∣∣
z=±0,5h

= 0, (34)
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на зовнiшнiй цилiндричнiй поверхнi пластини виконую-
ться умови жорсткого закрiплення:

r = R⇒ u = 0, v = 0, w = 0,
∂w

∂r
= 0. (35)

Вiдповiдно до властивостей трансверсально iзотро-
пного матерiалу для пружних i теплових характеристик
пластини у формулах (8), (10), (21), та (28)–(31) прийме-
мо:

E1 = E2 = E, E3 = E′, ν12 = ν21 = ν,

ν13 = ν23 = ν′, ν31 = ν32 = ν′
E

E′ , a11 = a22 =
1

E
,

a33 =
1

E′ , a44 = a55 =
1

G′ , a66 =
2(1 + ν)

E
,

a12 =
−ν
E
, a13 = a23 =

−ν′

E′ , α11 = α22 = α,

α33 = α′, b11 = b22 =

[
1− (ν′)2

E

E′

]
E

1− ν̃2
,

1− ν̃2 = (1 + ν)

[
1− ν − 2(ν′)2

E

E′

]
,

b12 =

[
ν + (ν′)2

E

E′

]
E

1− ν̃2
, b13 = b23 = Eν′

1 + ν

1− ν̃2
,

b33 = E′ 1− ν2

1− ν̃2
, β11 = β22 = E(α+ ν′α′)

1 + ν

1− ν̃2
,

β33 =

(
α′ +

2ν′α

1− ν

E

E′

)
b33. (36)

Нехай ця пластина перебуває у полi температур, що
змiнюються за законом:

T = k(r2z + nz3) (k, n = const). (37)

Зауваження 1. Температурне поле (37), якщо
n = − 2

3
λ
λ′ , є розв’язком рiвняння теплопровiдностi:(

λr
∂

∂r
r
∂

∂r
+ λθ

∂

∂θ

1

r

∂

∂θ
+ λzr

∂2

∂z2

)
T = 0 (λr, λθ, λz –

коефiцiєнти теплопровiдностi, для трансверсально iзо-
тропного матерiалу λr = λθ = λ, λz = λ′).

Згiдно з умовами задачi геометрiя i фiзичнi власти-
востi пластини, зовнiшнi навантаження (33),(34), грани-
чнi умови (35) i температурне поле (37) характеризую-
ться осьовою симетрiєю. Вiдповiдно всi перемiщення,
деформований та напружений стан пластини мають ту
саму осьову симетрiю (не залежать вiд координати θ),
зокрема, задовольняють умови:

uθ = 0, σrθ = 0, σθz = 0 (38)

(0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π, −0, 5h ≤ z ≤ 0, 5h).

Для поставленої задачi про пружну рiвновагу зна-
йдемо i порiвняємо два розв’язки – наближений (його
отримаємо за методом пом’якшення невя’зок) i точний.

1. Наближений розв’язок за методом пом’якшення
нев’язок

Враховуючи зовнiшнi навантаження, характер тем-
пературного поля (37) i фiзичнi властивостi матерiалу
(36), дослiдимо деформовано-напружений стан пласти-
ни за системою рiвнянь (2), (5), (6), (8), (10)–(13), (16)–
(18), (20), (21) та (28)–(31).

Зi спiввiдношеннь (2) для осесиметричного напру-
женого стану (за формулами (38)) маємо:

S = 0, G = 0, N2 = 0. (39)

Через вiдсутнiсть поверхневих навантажень на пло-
щинах z = ±0, 5h за формулами (6) знаходимо:

X1 = X2 = Y1 = Y2 = Z1 = Z2 = 0. (40)

Враховуючи рiвностi (33), (39) i (40), система (5) зво-
диться до трьох рiвнянь:

d

dr
(rT1)− T2 = 0,

1

r

d

dr
(rN1) = 0,

d

dr
(rM1)−M2 = rN1.

(41)

У разi осесиметричного деформування закон (11) на-
буває вигляду:

ur = u+ zϕ, uθ = 0, uz = w + zε+ 0, 5z2χ; (42)

зважаючи на формули (12), тангенцiальнi деформацiї
змiнюються за законом:

er = εr+zκr, eθ = εθ+zκθ, erθ = 0, ez = ε+zχ. (43)

За рiвностями (13) тут маємо:

εr =
du

dr
, εθ =

u

r
, κr =

dϕ

dr
, κθ =

ϕ

r
. (44)

Вiдповiдно до умов навантаження i характеру тем-
пературного поля (37) за формулами (18) (21), (28), (29)
та (36) з кiнцевих спiввiдношень (28) отримаємо:

ε = − ν′

1− ν

E

E′ (εr + εθ, χ = − ν′

1− ν

E

E′ (κr + κθ)+

+k

(
α′ +

2ν′α

1− ν

E

E′

)(
r2 +

3

20
nh2 − 3

70
nh2δj2

)
,

ϕ = −dw
dr

−
(

1

24
− 1

60
δj2

)
h2
dχ

dr
. (45)

Визначаючи напружений стан, зусилля i моменти, у
формулах (45) треба прийняти δj2 = 0 (j = 1); знаходя-
чи перемiщення, прийняти δj2 = 1 (j = 2).

З урахуванням навантажень (33) i (40), зi спiввiдно-
шень (30) за формулами (21), (29), (31) та (36), (37) для
зусиль T1, T2 i моментiв M1, M2 (якщо δj2 = 0) отри-
маємо:

T1 =
Eh

1− ν2

(
du

dr
+ ν

u

r

)
,

M1 =
Eh3

12(1− ν2)

(
dϕ

dr
+ ν

ϕ

r

)
−M∗,
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T2 =
Eh

1− ν2

(
ν
du

dr
+
u

r

)
,

M2 =
Eh3

12(1− ν2)

(
ν
dϕ

dr
+
ϕ

r

)
−M∗,

M∗ = kα
Eh3

12(1− ν)

(
r2 +

3

20
nh2

)
. (46)

Iнтегруючи друге рiвняння системи (41) (за умови,
що за r = 0 зусилля N1 є скiнченним), знайдемо:

N1 = 0. (47)

Пiдставимо вирази (46) у перше та третє рiвняння
системи (41). З першого матимемо: iнтегруючи друге
рiвняння системи (41) (за умови, що за r = 0 зусилля
N1 є скiнченним), знайдемо:(

r
d

dr
r
d

dr
− 1

)
u = 0 ⇒ u = C1r +

C2

r
. (48)

З третього рiвняння, оскiльки вже знайдено значення
(47), отримаємо:(

r
d

dr
r
d

dr
− 1

)
ϕ = 2k (1 + ν)αr3 ⇒

⇒ ϕ = kα
1 + ν

4

(
r3 + C3r +

C4

r

)
. (49)

Оскiльки за r = 0 величини u та ϕ є скiнченними,
то C2 = C4 = 0. Сталу C1 визначимо за першою з гра-
ничних умов (35). Задовольняючи умову u

∣∣
r=R

= 0, з
формули (48) (якщо C2 = 0) отримуємо: C1R = 0 ⇒
C1 = 0. Враховуючи знайденi значення сталих, за фор-
мулами (48),(49) маємо:

u = 0, ϕ = kα
1 + ν

4

(
r3 + C3r

)
. (50)

Складемо вирази для визначення параметрiв дефор-
мування пластини вiдповiдно до закону (43). За форму-
лами (44), (45) i (50) знайдемо:

εr = εθ = 0, κr = kα
1 + ν

4

(
C3 + 3r2

)
,

κθ = kα
1 + ν

4

(
C3 + r2

)
, (51)

ε = 0, χ = − ν′

1− ν

E

E′ kα
1 + ν

2
(C3 + 2r2)+

+

(
2ν′

1−ν
E

E′α+ α′
)(

r2 +
3

20
nh2 − 3

70
nh2δj2

)
. (52)

Для знаходження перемiщення w за третьою з фор-
мул (45) (якщо j = 2 ⇒ δj2 = 1) отримаємо:

dw

dr
= −ϕ− 1

40
h2
dχ

dr
. (53)

Зi спiввiдношення (53), пiдставивши вирази параме-
трiв ϕ, χ за формулами (50), (52), одержимо:

dw

dr
=−kαr

[
1+ν

4

(
r2+C3

)
+

1

20
h2
(
ν′
E

E′+
α′

α

)]
. (54)

Звiдси, задовольняючи умову dw
dr

∣∣
r=R

= 0 (четверту
з умов (35)), знайдемо сталу C3:

C3 = −R2 − h2α

5(1 + ν)

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
. (55)

Пiдставивши знайдене значення C3 у вираз (54), ма-
тимемо: dwdr = kα 1+ν

4 r
(
R2 − r2

)
. Звiдси, iнтегруючи за

змiнною r i задовольняючи умову w
∣∣
r=R

= 0 (третю з
умов (35)), одержимо:

w = −kα1 + ν

16

(
R2 − r2

)2
. (56)

За формулами (50), (55) i (46) знайдемо кiнцевий ви-
раз для параметра ϕ, зусилля i моменти:

ϕ = −kαr
[
1 + ν

4
(R2 − r2) +

h2

20

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)]
, (57)

T1 = 0, M1 = −kα Eh3

12(1− ν)

[
1− ν

4
r2 +

1 + ν

4
R2+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20
+

3

20
nh2

]
,

T2 = 0, M2 = −kα Eh3

12(1− ν)

[
3(1− ν)

4
r2+

1 + ν

4
R2+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20
+

3

20
nh2

]
, (58)

Спираючись на формулу (42), перейдемо тепер до
визначення перемiщень пластини. Пiдставимо значення
(55) сталої C3 у формулу (52) i приймемо там δj2 = 1
(j = 2). Тодi матимемо:

ε = 0, χ = kα

[
ν′
1 + ν

1− ν

E

E′
R2

2
+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)(
r2 +

1

10

ν′

1− ν

E

E′h
2

)
+

3

28

(
2ν′

1− ν

E

E′ +
α′

α

)
nh2

]
. (59)

За формулами (42), (52), (57) та (56), (59) для танген-
цiальних i нормальних перемiщень знайдемо:

ur = −kαr
[
1 + ν

4

(
R2 − r2

)
+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20

]
z,

uθ = 0, uz = −kα1 + ν

16

(
R2 − r2

)2
+ kα×

×
[
ν′
1+ν

1−ν
E

E′
R2

2
+

(
ν′
E

E′+
α′

α

)(
r2+

1

10

ν′

1−ν
E

E′h
2

)
+

+
3

28

(
2ν′

1− ν

E

E′ +
α′

α

)
nh2

]
z2

2
. (60)
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2. Точний розв’язок
Точний розв’язок задачi про пружну рiвновагу транс-

версально iзотропної круглої пластини радiуса R i тов-
щини h в умовах жорсткого закрiплення (35) у темпера-
турному полi (37) за вiдсутностi масових сил i поверх-
невих навантажень на площинах z = ±0, 5h ми знайшли
[5] у виглядi:

ur = −kαr
[
1 + ν

4

(
R2 − r2

)
+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
z2

3

]
z,

uθ = 0, uz = −kα1 + ν

16

(
R2 − r2

)2
+ kα×

×
[
ν′
1+ν

1−ν
E

E′
R2

2
+

(
ν′
E

E′+
α′

α

)(
r2 +

ν′

1− ν

E

E′
z2

3

)
+

+

(
2 ν′

1− ν

E

E′ +
α′

α

)
n
z2

2

]
z2

2
. (61)

Звiдси за формулами (2), (3), (9), (32) i (36) для на-
пружень, зусиль та моментiв у пластинi матимемо:

σr = − E

1− ν
kα

[(
1 + ν

4
R2 +

1− ν

4
r2
)
z+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
z3

3
+ nz3

]
, σrθ = σrz = 0,

σθ = − E

1− ν
kα

[(
1 + ν

4
R2 + 3

1− ν

4
r2
)
z+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
z3

3
+ nz3

]
, σθz = σz = 0. (62)

T1 = N1 = S = 0, M1 = −kα Eh3

12(1− ν)

[
1− ν

4
r2+

+
1 + ν

4
R2 +

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20
+

3

20
nh2

]
, G = 0,

T2 = N2 = 0, M2 = −kα Eh3

12(1− ν)

[
3(1− ν)

4
r2+

+
1 + ν

4
R2 +

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20
+

3

20
nh2

]
, (63)

Для порiвняння точного i наближеного розв’язкiв
знайдемо середнi квадратичнi наближення розв’язкiв

(61) у формi закону (42). Апроксимуючи перемiщення
ur, uz по змiннiй z на вiдрiзку [−0, 5h; 0, 5h], матимемо:

ur = −kαr
[
1 + ν

4

(
R2 − r2

)
+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
h2

20

]
z,

uθ = 0, uz = −kα1 + ν

16

(
R2 − r2

)2 −
−kα

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)
ν′

1− ν

E

E′
h4

1120
−

−kα
(

2ν′

1− ν

E

E′ +
α′

α

)
n
3h4

2240
+ kα

[
ν′
1 + ν

1− ν

E

E′
R2

2
+

+

(
ν′
E

E′ +
α′

α

)(
r2 +

1

14

ν′

1− ν

E

E′h
2

)
+

+
3

28

(
2ν′

1− ν

E

E′ +
α′

α

)
nh2

]
z2

2
. (64)

Порiвнюючи результати застосування обох
розв’язкiв, зауважимо: 1) вирази зусиль та моментiв,
знайденi за методом пом’якшення (за формулами (39),
(47), (58)), повнiстю збiгаються iз тими, що задано фор-
мулами (63) i знайдено за точним методом; 2) вирази
перемiщень ur, uz згiдно з формулами (60) (наближе-
ний метод) i формулами (61) (точний метод) мають
певнi вiдмiнностi серед доданкiв порядку h2/R2 порiв-
няно з одиницею, але, як можна переконатись, вирази
за формулами (60) практично спiвпадають з середнiми
квадратичними наближеннями (64) точних розв’язкiв
(абсолютна похибка тут має порядок h4/R4).

Висновки

У роботi розроблено наближений аналiтичний ме-
тод розрахунку деформовано-напруженого стану анiзо-
тропних пластин у неоднорiдному температурному полi.
Метод виходить лише з можливостi апроксимацiї пере-
мiщень за товщиною пластини, не потребує застосува-
ння традицiйних гiпотез [1], [2] теорiї тонких пластин.
Прогнозуємо, що метод дасть змогу знаходити середнi
квадратичнi наближення точних розв’язкiв за товщиною
пластини з похибкою порядку h2/R2 порiвняно з оди-
ницею.
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ON THE THERMOELASTICITY OF PLATES, THE COMPLIANT TO IN-PLANE SHEAR
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Developed refined approximate method the analytical study of stress-strain state orthotropic plates. The
effectiveness of the method was confirmed by comparing the exact and approximate solutions of the
problem of thermoelasticity for a circular cylinder.
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