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Встановлено iнтегральнi зображення аналiтичних у кругах функцiй та їхнiх роздiлених рiзниць

i похiдних, коефiцiєнти степеневих рядiв яких є класичними моментами або узагальненими мо-
ментами на вiдрiзку дiйсної осi. Отриманi формули iлюструються для дилогарифмiчної функцiї
та гiпергеометричної функцiї, якi аналiтично продовжуються з кругiв збiжностi рядiв у областi
збiжностi iнтегралiв.
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Вступ

Аналiтична в крузi функцiя зображається в ньому
степеневим рядом. Коефiцiєнти ряду вважатимемо мо-
ментами.

Класичнi моменти {σn}∞0 на вiдрiзку [a; b] дiйсної
осi зображаються у виглядi

σn =

b∫
a

xndµ(x), (1)

у якому функцiя µ(x) монотонно неспадна з нескiнчен-
ною кiлькiстю точок зростання ([1]).

Узагальненi моменти {sn}∞0 на вiдрiзку [a; b] дiйсної
осi зображаються у виглядi

sk+l =

b∫
a

ak(x)bl(x)dµ(x), (2)

в якому функцiї {ak(x)}∞0 та {bl(x)}∞0 iнтегрованi з ква-
дратом на вiдрiзку [a; b] дiйсної осi ([2]).

Якщо ak(x) = xk та bl(x) = xl, то узагальненi мо-
менти збiгаються з класичними моментами.

Iнтегральне зображення аналiтичної в крузi фун-
кцiї уможливлює аналiтичне продовження зображуваної
функцiї з круга збiжностi ряду в область збiжностi iнте-
грала ([3, 4]).

I. Метод класичних моментiв

Коефiцiєнти степенового ряду будемо вважатимемо
класичними моментами на вiдрiзку дiйсної осi.

Теорема 1. Нехай аналiтична в крузi {z : |z| < r}
функцiя f(z) зображається в ньому у виглядi

f(z) =
∞∑
n=0

σnz
n, (3)

в якому коефiцiєнти {σn}∞0 є класичними моментами
вигляду (1).

Тодi справджуються iнтегральнi зображення

f(z) =

b∫
a

dµ(x)

1− zx
, z ̸= 1

x
; (4)

f(z)− f(ζ)

z − ζ
=

b∫
a

x dµ(x)

(1− zx)(1− ζx)
, (5)

z ̸= 1

x
, ζ ̸= 1

x
, ζ ̸= z.

� Доведення.
Пiдставимо (1) в (3) та пiдсумуємо ряд iнтегралiв.

Одержимо

f(z) =

∞∑
n=0

 b∫
a

xn dµ(x)

 zn =

b∫
a

∞∑
n=0

(zx)ndµ(x).

Якщо |z| < 1
|x| , то застосуємо формулу для суми не-

скiнченно спадної геометричної прогресiї та отримаємо
(4).

Здiйснимо в (4) вiдповiднi перетворення. Тодi

f(z)− f(ζ) =

b∫
a

(
1

1− zx
− 1

1− ζx

)
dµ(x) =

= (z − ζ)

b∫
a

x dµ(x)

(1− zx)(1− ζx)
,

звiдки встановлюємо (5). �
Наслiдок 1.

Справджується iнтегральне зображення похiдної

f ′(z) =

b∫
a

x dµ(x)

(1− zx)2
, z ̸= 1

x
. (6)
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Справдi, з (5), якщо ζ → z, отримуємо (6).

В (5) приймемо ζ = 0. Тодi

f(z) = f(0) + z

b∫
a

x dµ(x)

1− zx
= s0 + z

b∫
a

x dµ(x)

1− zx
=

=

b∫
a

(
1 +

zx

1− zx

)
dµ(x) =

b∫
a

dµ(x)

1− zx
,

тобто справджується (4). Якщо в (5) прийняти z = 0, то
також справджується (4).

Встановленi iнтегральнi зображення (4)–(6) здiйсню-
ють аналiтичнi продовження зображуваних функцiй з
круга збiжностi ряду в зовнiшнiсть деякого вiдрiзка чи
променя.

Приклад 1. Нехай

f(z) =
∞∑
n=0

zn

(n+ 1)2
=

Li2z

z
, |z| < 1, (7)

де Li2z позначає дилогарифмiчну функцiю.

На основi спiввiдношення

1∫
0

xn lnx dx = − 1

(n+ 1)2

стверджуємо, що коефiцiєнти степеневого ряду є класи-
чними моментами на вiдрiзку [0; 1] з мiрою

dµ(x) = lnx dx

для функцiї

g(z) = −Li2z

z
.

Iнтегральнi зображення (4)–(6) набувають вигляду

Li2z = −z
1∫

0

lnx dx

1− zx
, (8)

Li2z
z − Li2ζ

ζ

z − ζ
= −

1∫
0

x lnx dx

(1− zx)(1− ζx)
, (9)

(
Li2z

z

)′

= −
1∫

0

x lnx dx

(1− zx)2
. (10)

Встановленi iнтегральнi зображення здiйснюють аналi-
тичнi продовження функцiй у лiвих частинах з круга
{z : |z| < 1} в зовнiшнiсть променя [1;+∞).

II. Метод узагальнених моментiв

Коефiцiєнти степеневого ряду вважатимемо узагаль-
неними моментами на вiдрiзку дiйсної осi.

Теорема 2. Нехай аналiтична в крузi {z : |z| < r}
функцiя f(z) зображається в ньому у виглядi

f(z) = f(0) +
∞∑
n=0

snz
n+1, (11)

в якому коефiцiєнти {sn}∞0 є узагальненими момента-
ми вигляду (2). Приймемо

A(z;x) =
∞∑
k=0

ak(x)z
k, B(ζ;x) =

∞∑
l=0

bl(x)ζ
l, (12)

вважаючи обидва ряди рiвномiрно збiжними на вiдрiз-
ку [a; b] дiйсної осi та збiжними в крузi з центром у
початку координат радiуса r.

Тодi справджується iнтегральне зображення

f(z)− f(ζ)

z − ζ
=

b∫
a

A(z;x)B(ζ;x)dµ(x), ζ ̸= z. (13)

� Доведення. Виконаємо безпосереднi перетво-
рення та отримаємо

f(z)− f(ζ) = (z − ζ)
∞∑
k=0

∞∑
l=0

sk+lz
kζl.

Пiдставимо сюди (2) та пiдсумуємо ряди iнтегралiв.
Отримаємо

f(z)− f(ζ)

z − ζ
=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

 b∫
a

ak(x)bl(x)dµ(x)

 zkζl =

=

b∫
a

( ∞∑
k=0

ak(x)z
k

)( ∞∑
l=0

bl(x)ζ
l

)
dµ(x),

звiдки, враховуючи (12), встановлюємо (13). �
Наслiдок 2. Справджується iнтегральне зображен-

ня похiдної

f ′(z) =

b∫
a

A(z;x)B(z;x)dµ(x). (14)

Справдi, з (13), якщо ζ → z, отримуємо (14).

Наслiдок 3. Справджуються iнтегральнi зображен-
ня функцiї

f(z) = f(0) + z

b∫
a

A(z;x)b0(x)dµ(x), (15)

f(ζ) = f(0) + ζ

b∫
a

B(ζ;x)a0(x)dµ(x). (16)
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Справдi, з (13), якщо ζ = 0, встановлюємо (15), з (13),
якщо z = 0, встановлюємо (16).

Встановленi iнтегральнi зображення здiйснюють
аналiтичнi продовження зображуваних функцiй з круга
збiжностi ряду в область збiжностi iнтегралiв.

Приклад 2. Нехай

f(z) =
∞∑
ν=0

Γ(ν + a)

ν!
zν = Γ(a)1F0(z; a), (17)

|z| < 1, Re a > 0,

де Γ(b) позначає значення гама-функцiї для значення b,
1F0(z; a) позначає гiпергеометричну функцiю. Маємо

sk+l =
Γ(k + l + a+ 1)

(k + l + 1)!
. (18)

На основi спiввiдношення

1

k!

∞∫
0

xk+l+aΨ(l+1; l+a+1;x)e−xdx =
Γ(k + l + a+ 1)

(k + l + 1)!
,

де Ψ(l + 1; l + a + 1;x) позначає вироджену гiпергео-
метричну функцiю, коефiцiєнти степеневого ряду є уза-
гальненими моментами на променi [0;+∞), для яких

ak(x) =
xk

k!
, bl(x) = xlΨ(l + 1; l + a+ 1;x),

dµ(x) = xae−xdx.

Функцiї (12) мають вигляд

A(z;x) = ezx, z ∈ C,

B(ζ;x) =
e(1−ζ)x

(1− ζ)axa
Γ(a; (1− ζ)x), Re ζ < 1,

де Γ(a; (1 − ζ)x) позначає доповняльну неповну гама-
функцiю.

Функцiї {bl(x)}∞0 можна зобразити у виглядi

bl(x) =
xl

l!

∞∫
0

yl(1 + y)a−1e−xydy,

а функцiю B(ζ;x) – у виглядi

B(ζ;x) =
∞∑
l=0

xlΨ(l + 1; l + a+ 1;x)ζl.

iнтегральнi зображення (13)–(16) набувають вигляду

1F0(z; a)− 1F0(ζ; a)

z − ζ
=

1

Γ(a)(1− ζ)a

∞∫
0

e(z−ζ)xΓ(a; (1− ζ)x)dx, z ∈ C, Re ζ < 1, (19)

1F
′
0(z; a) =

1

Γ(a)(1− z)a

∞∫
0

Γ(a; (1− z)x)dx, Re z < 1, (20)

1F0(z; a) = 1 +
z

Γ(a)

∞∫
0

ezxΨ(1; a+ 1;x)xae−xdx, z ∈ C, (21)

1F0(ζ; a) = 1 +
ζ

Γ(a)(1− ζ)a

∞∫
0

e−ζxΓ(a; (1− ζ)x)dx, Re ζ < 1, (22)

Встановленi iнтегральнi зображення здiйснюють аналiтичнi продовження функцiй у лiвих частинах з круга
{z : |z| < 1} в областi збiжностi iнтегралiв.

Висновки

Коефiцiєнти степеневого ряду виражаються у ви-
глядi моментiв неоднозначно. Способи зображення мо-

ментiв визначають способи знаходження iнтегральних
зображень суми ряду та її роздiленої рiзницi чи похi-
дної. Встановленi iнтегральнi зображення уможливлю-
ють оцiнювання значень зображуваних функцiй.
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INTEGRAL REPRESENTATION OF ANALYTIC FUNCTIONS DEFINED IN THE CIRCLES
ON THE BASE OF THE MOMENTS METHOD

M. M. Chyp

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

Integral representations have been found for analytic functions, their difference quotients and derivati-
ves which have the coefficients as the classical or generalized moments defined on a segment of the real
axis. Examples for dylogarithmic and hypergeometric functions which can be analytically extended from
convergent circles of the series to convergent domains of the integrals have been constructed.

Key words: analytic function, classical, moments, generalized moments.
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