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Запропоновано та обґрунтовано нову схему розв’язування загальної першої крайової задачi для

рiвняння гiперболiчного типу з кусково-неперервними коефiцiєнтами та стацiонарною неоднорi-
днiстю. В основу схеми розв’язування покладено концепцiю квазiпохiдних, сучасну теорiю систем
лiнiйних диференцiальних рiвнянь, а також класичний метод Фур’є та метод редукцiї. Перевагою
методу є можливiсть розглянути задачу на кожному вiдрiзку розбиття, а потiм на основi матричного
числення об’єднати отриманi розв’язки. Такий пiдхiд дає змогу застосувати програмнi засоби до
процесу розв’язання задачi та графiчної iлюстрацiї розв’язку.
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Основними методами розв’язування нестацiонарних
крайових задач є: прямi, основу яких становить метод
вiдокремлення змiнних; метод джерел (метод функцiї
Ґрiна); метод iнтегральних перетворень; наближенi та
числовi методи.

Запропонована в цiй роботi схема належить до пря-
мих методiв розв’язування крайових задач для рiвнянь
гiперболiчного типу. В основу реалiзацiї цiєї схеми по-
кладено концепцiю квазiпохiдних [1], що дає змогу
“обiйти” проблему множення узагальнених функцiй.

Першою була роз’язана мiшана задача для рiвняння
теплопровiдностi з кусково-неперервними коефiцiєнта-
ми за загальних крайових умов першого роду [2].

У цiй роботi дослiджено загальну першу крайо-
ву задачу для рiвняння гiперболiчного типу з кусково-
неперервними коефiцiєнтами та стацiонарною неоднорi-
днiстю. За допомогою методу редукцiї розв’язування та-
кої задачi зведено до знаходження розв’язку двох задач:
стацiонарної неоднорiдної крайової задачi з вихiдними
крайовими умовами та мiшаної задачi з нульовими кра-
йовими умовами для певного неоднорiдного рiвняння.

I. Постановка задачi

Нехай 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xi−1 < xi <
xi+1 . . . < xn−1 < xn = l – довiльне розбиття вiдрiзка
[0; l] дiйсної осi Ox на n частин.

Введемо основнi позначення:
θi – характеристична функцiя промiжку [xi;xi+1), тобто

θi(x) =

{
1, x ∈ [xi;xi+1),
0, x /∈ [xi;xi+1),

i = 0, n− 1.

Зауваження 1. Якщо a1 =
n−1∑
i=0

a1iθi,

a2 =
n−1∑
i=0

a2iθi, то a1 · a2 =
n−1∑
i=0

a1i · a2iθi. Зокрема, якщо

a =
n−1∑
i=0

aiθi, то 1
a =

n−1∑
i=0

a−1
i θi.

Покладемо

r(x) =
n−1∑
i=0

ri(x)θi, ri(x) ∈ C[xi;xi+1), ri(x) > 0;

λ(x) =
n−1∑
i=0

λi(x)θi, λi(x) ∈ C[xi;xi+1), λi(x) > 0;

f(x) = g(x) + s(x) =
n−1∑
i=0

gi(x)θi +
n−1∑
i=1

siδi(x− xi), де

gi(x) – функцiя розподiлу джерел тепла на промiжку
[xi;xi+1), si – дiйснi числа, δi = δi(x−xi) - δ – функцiя
Дiрака з носiєм у точцi x = xi.

Розглянемо загальну першу крайову задачу для рiв-
няння гiперболiчного типу

r(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
λ(x)

∂u

∂x

)
+ f(x), (1)

з крайовими умовами{
u(x0, t) = ψ0(t),
u(xn, t) = ψn(t)

(2)

та початковими умовами{
u(x, 0) = φ0(x),
∂u(x,0)
∂t = φ1(x),

(3)

де ψ0(t), ψn(t) ∈ C2(0;+∞), φ0(x), φ1(x) – кусково-
неперервнi на (x0;xn). Метод редукцiї вiдшукання
розв’язку задачi детально описано в [3, 4]. Згiдно з цим
методом розв’язок задачi (1)–(3) шукаємо у виглядi суми
двох функцiй

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t). (4)
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II. Побудова функцiї w(x, t)

Визначимо функцiю w(x, t) як розв’язок крайової
задачi

(λwx
′)x

′
= −f(x), (5){

w(x0, t) = ψ0(t),
w(xn, t) = ψn(t).

(6)

В основу методу розв’язування задачi (5), (6) покла-
дено концепцiю квазiпохiдних [5].

Введемо вектори:

W =

(
w
w[1]

)
, де w[1] = λwx

′,

G =

(
0

−g(x)

)
, Si =

(
0

−si

)
, S =

n−1∑
i=1

Si · δi.

За таких позначень квазiдиференцiальне рiвняння (5)
зводиться до еквiвалентної системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку

W x
′
=

(
0 1

λ
0 0

)
W +G+ S. (7)

Пiд розв’язком системи (7) розумiємо абсолютно не-
перервну вектор-функцiю W (x, t), що перетворює цю
систему на тотожнiсть майже всюди.

Крайовi умови (6) запишемо у векторнiй формi

P ·W (x0, t) +Q ·W (xn, t) = Γ (t) , (8)

де P =

(
1 0
0 0

)
, Q =

(
0 0
1 0

)
, Γ (t) =

(
ψ0(t)
ψn(t)

)
.

Нехай wi(x, t), w
[1]
i (x, t) та gi(x) визначенi на про-

мiжку [xi;xi+1). Приймемо

w(x, t) =

n−1∑
i=0

wi(x, t)θi. (9)

На промiжку [xi;xi+1) система (7) набуває вигляду(
wi

w
[1]
i

)
x

′

=

(
0 1

λi(x)

0 0

)(
wi

w
[1]
i

)
+

+

(
0

−gi(x)

)
+

(
0

−si

)
, (10)

де s0
def
= 0.

Розглянемо однорiдну систему, що вiдповiдає систе-
мi (10) (

wi

w
[1]
i

)′

x

=

(
0 1

λi(x)

0 0

)(
wi

w
[1]
i

)
.

Матриця Кошi Bi(x, s) такої системи має вигляд

Bi(x, s) =

(
1 bi(x, s)
0 1

)
, (11)

де bi(x, s) =
x∫
s

dz
λi(z)

( див. [6]).

Для довiльного k ≥ i позначимо

B(xk, xi)
def
= Bk−1(xk, xk−1) ·Bk−2(xk−1, xk−2) · . . .×

×Bi(xi+1, xi). (12)

Структура (11) матриць Bi (x, s) дає можливiсть
встановити структуру матрицi (12)

B(xk, xi) =

 1
k−1∑
m=i

bm(xm+1, xm)

0 1

 ,

причому B(xk, xk)
def
= E, де E – одинична матриця.

Розв’язок системи (10) на промiжку [xi;xi+1) має ви-
гляд

W i(x, t) = Bi(x, xi) · P i +
x∫

xi

Bi(x, s) ·Gi(s) ds, (13)

де P i – поки що не вiдомий вектор.
Аналогiчно, на промiжку [xi−1;xi)

W i−1(x, t) = Bi−1(x, xi−1) · P i−1+

+

x∫
xi−1

Bi−1(x, s) ·Gi−1(s) ds. (14)

У точцi x = xi повинна виконуватись умова спря-
ження, а саме W i(xi, t) = W i−1(xi, t) + Si (див. [7]), в
результатi чого одержимо рекурентне спiввiдношення

P i = Bi−1(xi, xi−1) · P i−1+

+

xi∫
xi−1

Bi−1(xi, s) ·Gi−1(s) ds+ Si. (15)

Методом математичної iндукцiї з (15) отримаємо

P i = B(xi, x0) · P 0 +
i∑

k=0

B(xi, xk)Zk, (16)

де Zk =
xk∫

xk−1

Bk−1(xk, s) ·Gk−1(s) ds+Sk, k = 1, n− 1,

причому Z0
def
= 0, Sn

def
= 0; P 0 – початковий (невiдомий)

вектор.
Для знаходження P 0 використовуємо крайовi умови

(8), в яких приймемо

W (x0, t)
def
= P 0,

W (xn, t)
def
= Wn−1(xn, t) = Bn−1(xn, xn−1)Pn−1+

+

xn∫
xn−1

Bn−1(xn, s) ·Gn−1(s) ds =

= B(xn, x0)P 0 +
n∑
k=0

B(xn, xk)Zk.

Тодi

[P +QB(xn, x0)]P 0 +Q
n∑
k=0

B(xn, xk)Zk = Γ,
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звiдки одержуємо

P 0 = [P +QB(xn, x0)]
−1

(
Γ−Q

n∑
k=0

B(xn, xk)Zk

)
.

(17)

Обчислимо

[P +QB(xn, x0)]
−1 =

(
1 0

− 1
σn

1
σn

)
,

де σn =
n−1∑
m=0

bm(xm+1, xm), σ0
def
= 0;

Γ−Q
n∑
k=0

B(xn, xk)Zk =

(
ψ0(t)
ψn(t)

)
−
(

0 0
1 0

)
×

×
n∑
k=0

B(xn, xk)

 xk∫
xk−1

Bk−1(xk, s) ·Gk−1(s) ds+ Sk

.
(18)

Запишемо праву частину (18) в матричному виглядi

xk∫
xk−1

Bk−1(xk, s) ·Gk−1(s) ds+ Sk =

=

 −
xk∫

xk−1

bk−1(xk, s) · gk−1(s) ds

−
xk∫

xk−1

gk−1(s) ds− sk

 def
=

def
=

(
Ik−1(xk)

I
[1]
k−1(xk)− sk

)
= Zk;

n∑
k=0

B(xn, xk)

(
Ik−1(xk)

I
[1]
k−1(xk)− sk

)
=


n∑
k=0

(
Ik−1(xk) + (I

[1]
k−1(xk)− sk) ·

n−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

)
n∑
k=0

(
I
[1]
k−1(xk)− sk

)
 .

Отже, отримуємо

Γ−Q
n∑
k=0

B(xn, xk)Zk =

 ψ0(t)

ψn(t)−
n∑
k=0

(
Ik−1(xk) + (I

[1]
k−1(xk)− sk) ·

n−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

)  . (19)

Пiдставимо (19) в (17)

P 0 =

 ψ0(t)

ψn(t)−ψ0(t)
σn

− 1
σn

n∑
k=0

(
Ik−1(xk) + (I

[1]
k−1(xk)− sk) ·

n−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

)  . (20)

На основi формул (13), (16), (20), пiсля перетворень, отримаємо зображення вектор-функцiї W i(x, t) на промiжку
[xi;xi+1)

W i(x, t) = Bi(x, xi) ·

(
B(xi, x0) · P 0 +

i∑
k=0

B(xi, xk)Zk

)
+

x∫
xi

Bi(x, s) ·Gi(s) ds =
(

1 bi(x, xi) + σi
0 1

)
· P 0+

+


i∑

k=0

(
Ik−1(xk) + (I

[1]
k−1(xk)− sk)

i−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

)
+ bi(x, xi)

i∑
k=0

(
I
[1]
k−1(xk)− sk

)
+ Ii(x)

i∑
k=0

(
I
[1]
k−1(xk)− sk

)
+ I

[1]
i (x)

 . (21)

Перша координата вектора W i(x, t) в (21) i є шука-
ною функцiєю wi(x, t). Отже,

wi(x, t) = ψ0(t) + (bi(x, xi) + σi)
ψn(t)− ψ0(t)

σn
−

− 1

σn
(bi(x, xi) + σi)

(
n∑
k=0

(
Ik−1(xk) + (I

[1]
k−1(xk)−

−sk)
n−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

))
+

i∑
k=0

(Ik−1(xk) +

+(I
[1]
k−1(xk)− sk)

i−1∑
m=k

bm(xm+1, xm)

)
+

+bi(x, xi)
i∑

k=0

(
I
[1]
k−1(xk)− sk

)
+ Ii(x). (22)

Пiдставляючи вираз (22) у (9), можемо записати
розв’язок на всьому промiжку [x0;xn].
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III. Побудова функцiї v(x, t)

Запишемо мiшану задачу для функцiї v(x, t). Пiд-
ставляючи (4) в (1) та враховуючи, що функцiя w(x, t)
задовольняє (5), одержуємо неоднорiдне рiвняння

r(x)
∂2v

∂t2
− ∂

∂x

(
λ(x)

∂v

∂x

)
= −r(x)∂

2w

∂t2
. (23)

З (4) та (3) для функцiї v(x, t) отримаємо початковi
умови {

v(x, 0) = φ0(x)− w(x, 0)
def
= Φ0(x),

∂v(x,0)
∂t = φ1(x)− ∂w(x,0)

∂t

def
= Φ1(x).

(24)

Оскiльки функцiя w(x, t) справджує крайовi умови
(6), то iз (4) випливають крайовi умови для функцiї
v(x, t) {

v(x0, t) = 0,
v(xn, t) = 0.

(25)

Отже, за умови, що розв’язок w(x, t) задачi (5), (6)
є вiдомим, функцiя v(x, t) є розв’язком мiшаної задачi
(23)–(25).

IV. Метод Фур’є та задача на власнi зна-
чення

1. Розвинення в ряди (Фур’є) за власними фун-
кцiями. Шукатимемо нетривiальнi розв’язки вiдповiд-
ного до (23) однорiдного рiвняння

r(x)
∂2v

∂t2
=

∂

∂x

(
λ(x)

∂v

∂x

)
, (26)

що справджує крайовi умови (25), у виглядi

v(x, t) = T (t) ·X(x), (27)

де T (t),X(x) – поки що невiдомi функцiї [3]. Пiдставив-
ши (27) в рiвняння (26) i дiлячи обидвi частини рiвностi
на r(x) ·T (t) ·X(x), одержимо квазiдиференцiальне рiв-
няння

(λ(x)X ′(x))
′
+ ω2r(x)X(x) = 0, (28)

де ω – параметр.
Пiдставивши (27) в умови (25) та врахувавши, що

T (t) ̸= 0, отримаємо крайовi умови

X(x0) = 0,
X(xn) = 0.

(29)

Задача (28), (29) – задача на власнi значення. Власти-
востi власних значень ωk та власних функцiй Xk(x, ωk)
задачi (28), (29) детально описано в [4]. Якщо F (x) де-
яка функцiя, що задовольняє певнi умови, то її розвине-
ння за власними функцiями Xk(x, ωk) має вигляд

F (x) =
∞∑
k=1

FkXk(x, ωk), (30)

де коефiцiєнти Фур’є Fk обчислюють за формулами

Fk =
1

∥Xk∥2

xn∫
x0

F (x)Xk(x, ωk)r(x) dx. (31)

Зауважимо, що ∥Xk∥2 – квадрат норми власної фун-
кцiї Xk

∥Xk∥2 =

xn∫
x0

X2
k(x, ωk)r(x) dx. (32)

Уточнимо, якi ж умови задовольняє функцiя F (x).
Вважатимемо, що F (x) – абсолютно неперервна фун-
кцiя, яка має рiзнi аналiтичнi вирази на кожному з про-
мiжкiв [xi;xi+1), тобто допускає зображення

F (x) =
n−1∑
i=0

Fi(x)θi (33)

на промiжку [x0;xn].
Функцiї вигляду (33) (взагалi кажучи, кусково-

неперервнi, з розривами першого роду в точках xi,
i = 0, n− 1) додаються, множаться та iнтегруються так:

якщо F1(x) =
n−1∑
i=0

F1i(x)θi, F2(x) =
n−1∑
i=0

F2i(x)θi, то

F1 ± F2 =
n−1∑
i=0

(F1i ± F2i) θi, F1 · F2 =
n−1∑
i=0

(F1i · F2i) θi,

xn∫
x0

F1(x)F2(x)r(x) dx =

n−1∑
i=0

xn∫
x0

F1i(x)F2i(x)ri(x) dx,

(34)

∥Fk∥2 =

xn∫
x0

F 2
k (x)r(x) dx =

n−1∑
i=0

xn∫
x0

F 2
k i(x)ri(x) dx,

(35)
якщо k ≥ 1.

Вираз (34) – це скалярний добуток функцiй F1(x)
i F2(x), а (35) – квадрат норми функцiї Fk(x) з вагою
r(x).

Приймемо

Xk(x, ωk) =
n−1∑
i=0

Xk i(x, ωk)θi. (36)

Тодi для коефiцiєнтiв Фур’є Fk з розвинення (30) та
для квадратiв норми функцiй Xk(x) з формул (31) i (32)
отримаємо:

Fk =
1

∥Xk∥2
n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

Fi(x)Xk i(x, ωk)ri(x) dx,

∥Xk∥2 =
n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

X2
k i(x, ωk)ri(x) dx.

2. Конструктивна побудова власних фун-

кцiй. Ввiвши квазiпохiдну X [1] def
= λX ′, вектор

X =

(
X
X [1]

)
та матрицю A (x) =

(
0 1

λ
−ω2r 0

)
,

106 МАТЕМАТИКА

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Загальна перша крайова задача для рiвняння гiперболiчного типу з кусково-неперервними коефiцiєнтами та стацiонарною неоднорiднiстю

зведемо квазiдиференцiальне рiвняння (28) до системи
диференцiальних рiвнянь першого порядку

X
′
= AX. (37)

Своєю чергою, крайовi умови (29) матимуть вигляд

PX(x0) +QX(xn) = 0. (38)

Вiдповiдну систему на промiжку [xi;xi+1) запишемо
у виглядi

X
′
i = AiXi, i = 0, n− 1, (39)

де Ai(x) – це матрицi

(
0 1

λi

−ω2ri 0

)
.

Матрицю Кошi системи (39) позначимо B̃i(x, s, ω)
i аналогiчно, як i в формулi (12), позначимо

B̃(xi, x0, ω)
def
=

i∏
j=0

B̃i−j(xi−j+1, xi−j , ω).

Позначимо також

B̃(x, x0, ω)
def
=

n−1∑
i=0

B̃i(x, xi, ω)B̃(xi, x0, ω)θi, (40)

(аналог матрицi Кошi на всьому промiжку [x0;xn]);

B̃(xn, x0, ω)
def
=

(
b11(ω) b12(ω)
b21(ω) b22(ω)

)
. (41)

Нетривiальний розв’язок X(x, ω) системи (37) шу-
каємо у виглядi

X(x, ω) = B̃(x, x0, ω) · C, (42)

де C =

(
C1

C2

)
– деякий ненульовий вектор.

Вектор-функцiя X(x, ω) має задовольняти крайовi
умови (38), тобто

PX(x0, ω) +QX(xn, ω) = 0,[
PB̃(x0, x0, ω) +QB̃(xn, x0, ω)

]
· C = 0.

Врахувавши, що B̃(x0, x0, ω) = E, прийдемо до рiвно-
стi [

P +QB̃(xn, x0, ω)
]
· C = 0. (43)

Для iснування ненульового вектора C в (43) необхi-
дно i достатньо виконання умови

det
[
P +QB̃(xn, x0, ω)

]
= 0. (44)

Конкретизуємо вигляд лiвої частини характеристич-
ного рiвняння (44), врахувавши вигляд матриць P , Q та
(41)

det
[
P +QB̃(xn, x0, ω)

]
=

= det

[(
1 0

b11(ω) b12(ω)

)]
= b12(ω).

Сформулюємо таке твердження.

Твердження 1. Характеристичне рiвняння задачi
на власнi значення (28), (29) має вигляд

b12(ω) = 0. (45)

Як вiдомо [4], коренi ωk характеристичного рiвня-
ння (45), якi є власними значеннями задачi (28), (29),
є додатними та рiзними. Для знаходження ненульового
вектора C пiдставимо в рiвнiсть (43) ωk замiсть ω. Тодi
прийдемо до векторної рiвностi(

1 0
b11(ωk) b12(ωk)

)
·
(
C1

C2

)
=

(
0
0

)
,

яка еквiвалентна системi рiвнянь{
C1 = 0,

b11(ωk) · C1 + b12(ωk) · C2 = 0.
(46)

Оскiльки визначник цiєї системи b12(ω) = 0, то
система (46) має розв’язки вигляду C1 = 0,
C2 ∈ R\{0}. Прийнявши, наприклад, C2 = 1, маємо

C =

(
0
1

)
.

Нехай Xk(x, ωk) – нетривiальний власний вектор,
що вiдповiдає власному значенню ωk. Тодi

Твердження 2. Власнi вектори системи диферен-
цiальних рiвнянь (37) з крайовими умовами (38) мають
структуру

Xk(x, ωk) = B̃(x, x0, ωk) ·
(

0
1

)
, k ∈ N.

Наслiдок 1. Власнi функцiї Xk(x, ωk), як першi
координати власних векторiв Xk(x, ωk), можна записати
у виглядi

Xk(x, ωk) =
(
1 0

)
· B̃(x, x0, ωk) ·

(
0
1

)
, k ∈ N.

(47)
Зокрема, оскiльки Xk(x, ωk) має вигляд (36), то з

(40) та (47) випливає, що

Xki(x, ωk) =
(
1 0

)
· B̃i(x, xi, ωk)×

×B̃(xi, x0, ωk) ·
(

0
1

)
, i = 0, n− 1. (48)

V. Побудова розв’язку v(x, t) мiшаної зада-
чi (23)–(25)

Для розв’язання задачi (23)–(25) застосуємо метод
власних функцiй [4], який полягає в тому, що розв’язок
задачi (23)–(25) шукаємо у виглядi

v(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x, ωk), (49)

де Tk(t) – невiдомi функцiї, якi визначимо далi.
Оскiльки ∂2w

∂t2 входить у праву частину рiвняння (23),
то розвинемо її в ряд Фур’є за власними функцiями
Xk(x, ωk) крайової задачi (28), (29)

∂2w

∂t2
=

∞∑
k=1

wk(t)Xk(x, ωk). (50)

MATHEMATICS 107

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Р. М. Тацiй, О. О. Карабин, О. Ю. Чмир

Пiдставляючи вираз (49) у (23) та враховуючи (50),
отримаємо рiвнiсть

r(x)
∞∑
k=1

Tk
′′(t)Xk(x, ωk) =

∞∑
k=1

Tk(t)
(
λXk

′(x, ωk)
)′ −

−r(x)
∞∑
k=1

wk(t)Xk(x, ωk).

Враховуючи, що власнi функцiї Xk(x, ωk) задовольня-
ють рiвняння (28), приходимо до рiвностi

r(x)
∞∑
k=1

Tk
′′(t)Xk(x, ωk) = −r(x)

∞∑
k=1

ω2
kXk(x, ωk)×

×Tk(t)− r(x)
∞∑
k=1

wk(t)Xk(x, ωk),

яка пiсля скорочення на r(x) > 0 набуде вигляду

∞∑
k=1

[
Tk

′′(t) + ω2
kTk(t) + wk(t)

]
Xk(x, ωk) = 0. (51)

Прирiвнюючи коефiцiєнти Фур’є (51) до нуля, при-
ходимо до диференцiальних рiвнянь

Tk
′′(t) + ω2

kTk(t) = −wk(t), k ∈ N. (52)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (52)
має вигляд

Tk(t) = ak cosωkt+ dk sinωkt−

− 1

ωk

t∫
0

sinωk(t− s) · wk(s) ds, (53)

де ak, dk – невiдомi сталi [8].

Позначимо I(t) = 1
ωk

t∫
0

sinωk(t− s) · wk(s) ds. За-

уважимо, що I(0) = 0, I ′t(0) = 0.
Для визначення сталих ak, dk розвинемо в ряди

Фур’є за власними функцiями Xk(x, ωk) правi частини
початкових умов (24)

Φ0(x) =
∞∑
k=1

Φ0kXk(x, ωk), (54)

Φ1(x) =
∞∑
k=1

Φ1kXk(x, ωk), (55)

де Φ0k, Φ1k – вiдповiднi коефiцiєнти Фур’є.
З (53) випливає, що

Tk(0) = ak, (56)

Tk
′(t) = −akωk sinωkt+ dkωk cosωkt− It

′(t),

звiдки
Tk

′(0) = dkωk. (57)

З (49), першої умови в (24), та врахувавши (54), одер-
жуємо

∞∑
k=1

Tk(0)Xk(x, ωk) =
∞∑
k=1

Φ0kXk(x, ωk).

Звiдки, використовуючи (56), маємо

Tk(0) = ak = Φ0k.

Аналогiчно з (49), другої умови в (24), врахувавши
(55), маємо

∞∑
k=1

Tk
′(0)Xk(x, ωk) =

∞∑
k=1

Φ1kXk(x, ωk).

Звiдки, використовуючи (57), знаходимо

Tk
′(0) = dkωk = Φ1k, dk =

Φ1k

ωk
.

Отже, остаточно отримуємо розв’язок мiшаної задачi
(23)–(25) у виглядi ряду

v(x, t) =
∞∑
k=1

[
Φ0k cosωkt+

Φ1k

ωk
sinωkt−

− 1

ωk

t∫
0

sinωk(t− s) · wk(s) ds

Xk(x, ωk).

Враховуючи (36) та те, що v(x, t) =
n−1∑
i=0

vi(x, t)θi, де

vi(x, t) визначенi на промiжку [xi;xi+1), одержуємо

vi(x, t) =

∞∑
k=1

[
Φ0k cosωkt+

Φ1k

ωk
sinωkt−

− 1

ωk

t∫
0

sinωk(t− s) · wk(s) ds

Xki(x, ωk), (58)

де функцiї Xki(x, ωk) обчислюються за формулою (48).
Врахувавши (22), (58), отримаємо розв’язок задачi

(1)–(3)

u(x, t) =
n−1∑
i=0

[wi(x, t) + vi(x, t)]θi.

Висновки

Теорема про розвинення за власними функцiя-
ми адаптована для випадку диференцiальних рiвнянь з
кусково-неперервними (за просторовою змiнною) коефi-
цiєнтами.

Отримано явнi формули для обчислення розв’язку та
його квазiпохiдної для будь-якого пiдiнтервалу основно-
го промiжку, якi є справедливими для довiльної скiнчен-
ної кiлькостi точок розриву першого роду згаданих вище
коефiцiєнтiв.

Ця схема дослiдження задачi розглядалась у випадку
прямокутно-декартової системи координат. Однак вона
залишається правомiрною для будь-якої криволiнiйної,
ортогональної системи координат. Так, наприклад, у ро-
ботi [1] фактично описано алгоритм розв’язування кра-
йової задачi для функцiї у цилiндричних та сферичних
координатах.

Зауважимо, що отриманi результати безпосередньо
застосовують у прикладних задачах.
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THE TOTAL FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR EQUATION OF HIPERBOLIC
TYPE WITH PIECEWISE CONTINUOUS COEFFICIENTS AND STATIONARY

HETEROGENEOUS

R. M. Tatsij, O. O. Karabyn, O. Yu. Chmyr

Lviv State University of vital activity safety
35, Kleparivska Str., 79058, Lviv, Ukraine

A new solving scheme of the general first boundary value problem for a hyperbolic type equation
with piecewise continuous coefficients and stationary heterogeneous was proposed and justified. In the
basis of the solving scheme is a concept of quasi-derivatives, a modern theory of systems of linear
differential equations, the classical Fourier method and a reduction method. The advantage of this method
is a possibility to examine a problem on each breakdown segment and then to combine obtained solutions
on the basis of matrix calculation. Such an approach allows to use software tools for the solution.

Key words: kvazidifferential equation, the boundary value problem, the Cauchy matrix, the ei-

genvalues problem, the method of Fourier and the method of eigenfunctions.
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