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Знайдено умови неiснування у класi цiлих функцiй розв’язку задачi для однорiдного рiвняння

iз частинними похiдними другого порядку за часом, який задовольняє за цiєю змiнною неодно-
рiднi локальнi двоточковi умови. Припущено при цьому, що характеристичний визначник задачi
тотожно дорiвнює нулевi. У випадку iснування неєдиного розв’язку задачi у класi цiлих функцiй
запропоновано формули для знаходження її часткового розв’язку.
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Вступ

В останнi десятирiччя активно дослiджуються бага-
тоточковi задачi для диференцiальних рiвнянь та систем
рiвнянь iз частинними похiдними (див. працi [1–6] та
бiблiографiю в них). Це зумовлено тим, що такi зада-
чi є моделями багатьох фiзичних, економiчних, медико-
бiологiчних, демографiчних та iнших процесiв.

Одним з найважливiших питань у теорiї багатоточко-
вих задач для диференцiальних рiвнянь iз частинними
похiдними є встановлення умов їх коректностi у певних
функцiйних просторах.

Вперше коректну розв’язнiсть задач iз багатоточ-
ковими умовами за часовою змiнною для гiперболiчних
диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними на
пiдставi метричного пiдходу дослiджено у статтi [7].

У працях [8–10] встановлено класи однозначної
розв’язностi задач iз локальними багатоточковими умо-
вами за часом для рiвнянь iз частинними похiдними в
необмежених областях.

Щодо iснування та єдиностi розв’язку багатоточко-
вих задач для рiвнянь iз частинними похiдними у згада-
них дослiдженнях припускалось, що характеристичний
визначник задачi є вiдмiнним вiд тотожного нуля.
Умови iснування нетривiальних розв’язкiв однорiдної
двоточкової за часом задачi для диференцiального рiв-
няння другого порядку за часом та довiльного поряд-
ку за просторовими змiнними у класах цiлих функцiй
дослiджено у працях [11–13]. У цiй статтi встановле-
но умови iснування розв’язкiв згаданого вище рiвнян-
ня, що задовольняють неоднорiднi локальнi двоточковi
за часом умови, якщо характеристичний визначник за-
дачi при цьому тотожно дорiвнює нулевi.

I. Формулювання задачi

Дослiдимо в областi змiнних t ∈ R, x ∈ Rs (s ∈ N)
умови iснування нетривiальних розв’язкiв задачi

[ ∂2
∂t2

+ 2a
( ∂
∂x

) ∂
∂t

+ b
( ∂
∂x

)]
U(t, x) = 0, (1)

A1U(0, x) +A2
∂U

∂t
(0, x) = φ0(x),

B1U(h, x) +B2
∂U

∂t
(h, x) = φ1(x), h > 0,

(2)

де a
(
∂
∂x

)
, b
(
∂
∂x

)
– довiльнi диференцiальнi полiноми

степенiв pa та pb (за сукупнiстю змiнних) вiдповiдно з
комплексними коефiцiєнтами, A1, A2, B1, B2 – компле-
кснi числа такi, що |A1|2+|A2|2 ̸= 0 та |B1|2+|B2|2 ̸= 0,
а φ0(x), φ1(x) – заданi цiлi функцiї, хоча б одна з яких
є ненульовою.

Для задачi (1), (2) складемо її характеристичний ви-
значник, тобто визначник такого вигляду

∆(ν) =

∣∣∣∣∣ A1 A2

C1(h, ν) C2(h, ν)

∣∣∣∣∣ ,
де

C1(h, ν) = B1T0(h, ν) +B2
dT0
dt

(h, ν),

C2(h, ν) = B1T1(h, ν) +B2
dT1
dt

(h, ν),
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T0(t, ν) =


e−a(ν)t

{
a(ν)

sinh
[
t
√
D(ν)

]
√
D(ν)

+ cosh
[
t
√
D(ν)

]}
, якщо D(ν) ̸= 0,

e−a(ν)t
{
a(ν)t+ 1

}
, якщо D(ν) = 0,

T1(t, ν) =


e−a(ν)t

sinh
[
t
√
D(ν)

]
√
D(ν)

, якщо D(ν) ̸= 0,

t e−a(ν)t, якщо D(ν) = 0,

(3)

D(ν) = a2(ν)− b(ν), ν = (ν1, . . . , νs) ∈ Cs.
Зауважимо, що функцiї (3) утворюють нормальну в

точцi t = 0 фундаментальну систему розв’язкiв звичай-
ного диференцiального рiвняння

[ d2
dt2

+ 2a(ν)
d

dt
+ b(ν)

]
T (t, ν) = 0. (4)

Функцiї (3) цiлi стосовно вектора-параметра ν,
оскiльки коефiцiєнти a(ν), b(ν) рiвняння (4) за припу-
щенням є полiномами – цiлими функцiями. Крiм цього,
функцiя ∆(ν) як суперпозицiя цiлих функцiй є також
цiлою.

Знайдемо умови iснування розв’язкiв задачi (1), (2) у
просторi цiлих функцiй, якщо ∆(ν) ≡ 0 на Cs. У випад-
ку iснування неєдиного розв’язку задачi (1), (2) за допо-
могою диференцiально-символьного методу [14, 15] по-
будуємо її частковi розв’язки.

Зауважимо, що випадок ∆(ν) ̸≡ 0 для задачi (1), (2)
дослiджено у працi [16].

II. Основнi результати

Нехай p = max{pa, pb/2, 1}. Число p ∈ [1;∞) ви-
значає порядок цiлих функцiй T0 (t, ν) eν·x, T1 (t, ν) eν·x

за сукупнiстю змiнних ν1, ν2, . . . , νs, де ν · x = ν1x1 +
. . .+ νsxs;

Введемо у розгляд класи цiлих функцiй:

Ap′ – клас цiлих функцiй φ(x), порядок яких є мен-
шим за p′, де 1

p + 1
p′ = 1, якщо 1 ≤ p < ∞. Якщо ж

p = 1, то Ap′ = A∞ є класом цiлих усiх функцiй;

Ap′ – клас цiлих функцiй U(t, x), якi для кожного
фiксованого t ∈ R належать до Ap′ .

Дослiдимо умови iснування та неiснування
розв’язкiв задачi (1), (2) у вказаних класах цiлих фун-
кцiй у випадку ∆(ν) ≡ 0 на Cs.

Припустимо, що в класi Ap′ iснує цiлий розв’язок
U(t, x) рiвняння (1), що задовольняє умови (2). Позна-
чимо U(0, x) = φ(x), ∂U

∂t (0, x) = ψ(x). Тодi функцiї
φ(x) та ψ(x) є також цiлими i належать до класу Ap′ .

Розв’язок задачi (1), (2) як єдиний розв’язок задачi
Кошi у класi Ap′ для рiвняння (1) з початковими даними

φ та ψ з Ap′ запишемо у виглядi [14, 15]:

U(t, x) = φ
( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

+

+ ψ
( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

, (5)

де O = (0, . . . , 0) ∈ Cs.
З виконання першої двоточкової умови (2) для

U(t, x) одержуємо тотожнiсть на R:

A1φ (x) +A2ψ (x) ≡ φ0(x). (6)

Розглянемо випадок, коли A2 ̸= 0. Тодi з тотожностi
(6) отримаємо

ψ(x) ≡ 1

A2

[
φ0(x)−A1φ(x)

]
. (7)

З виконання другої двоточкової умови маємо

φ

(
∂

∂ν

){
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

+

+ψ

(
∂

∂ν

){
C2(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

≡ φ1(x).

В останнiй тотожностi використаємо (7):

φ

(
∂

∂ν

){
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

+

+
1

A2

[
φ0

(
∂

∂ν

)
−A1φ

(
∂

∂ν

)]{
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣∣
ν=O

≡

≡ φ1(x)

або

1

A2
φ0

(
∂

∂ν

){
C2(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

−

− 1

A2
φ

(
∂

∂ν

){
∆(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

≡ φ1(x).

Оскiльки ∆(ν) ≡ 0 на Cs, то

φ0

(
∂

∂ν

){
C2(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

≡ A2φ1(x). (8)
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Якщо ж A1 ̸= 0, то аналогiчно одержуємо таку тото-
жнiсть

φ0

(
∂

∂ν

){
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

≡ A1φ1(x). (9)

Якщо A1A2 ̸= 0, то тотожностi (8) та (9) еквiвален-
тнi.

Теорема 1. Нехай для задачi (1), (2) виконується
тотожнiсть ∆(ν) ≡ 0 на Cs. Якщо для деякого x ∈ Rs
та для φ0, φ1 ∈ Ap′ справджується хоча б одна з умов

φ0

(
∂

∂ν

){
C2(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

̸= A2φ1(x), (10)

якщо A2 ̸= 0, або

φ0

(
∂

∂ν

){
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

̸= A1φ1(x), (11)

якщо A1 ̸= 0, то у класi цiлих функцiй Ap′ розв’язок
задачi (1), (2) не iснує.

� Доведення. Припустимо протилежне, що в кла-
сi Ap′ iснує розв’язок задачi (1), (2). Тодi виконується
тотожнiсть (8), якщо A2 ̸= 0 або (9), якщо A1 ̸= 0. А це
суперечить умовам (10) та (11). Теорему доведено. �

Приклад 1. Дослiдити в областi R3 змiнних t та
x = (x1, x2) розв’язнiсть задачi для рiвняння

[ ∂2
∂t2

+ 2
( ∂2
∂x21

− 3
∂

∂x2

) ∂
∂t

−

−
(
1 + 2

∂2

∂x21
− 6

∂

∂x2

)]
U (t, x) = 0 (12)

з неоднорiдними локальними двоточковими умовами

U(0, x)− ∂U

∂t
(0, x) = φ0 (x) ,

U(h, x)− ∂U

∂t
(h, x) = φ1 (x) .

(13)

∇ Нормальна в точцi t = 0 фундаментальна система
розв’язкiв вiдповiдного до (12) звичайного диференцi-
ального рiвняння

[
d2

dt2
+ 2

(
ν21 − 3ν2

) d
dt

−
(
1 + 2ν21 − 6ν2

)]
T (t, ν) = 0

матиме вигляд

T0(t, ν) =


2ν21−6ν2+1+e−2(ν

2
1−3ν2+1)t

2ν21 − 6ν2 + 2
et, якщо ν21 − 3ν2 + 1 ̸= 0,

(1− t) et, якщо ν21 − 3ν2 + 1 = 0,

T1(t, ν) =


1− e−2(ν2

1−3ν2+1)t

2ν21 − 6ν2 + 2
et, якщо ν21 − 3ν2 + 1 ̸= 0,

t et, якщо ν21 − 3ν2 + 1 = 0.

(14)

Для задачi (12), (13) маємо a (ν) = ν21 − 3ν2,
b(ν) = −1− 2

(
ν21 − 3ν2

)
, A1 = B1 = 1, A2 = B2 = −1,

s = 2, pa = pb = p = 2. Крiм того,

△ (ν) = T1 (h, ν)− T ′
1 (h, ν) + T0 (h, ν)− T ′

0 (h, ν) ≡ 0.

Умова (10), як i умова (11), для задачi (12), (13) фор-
мулюється так:
для деякої точки x = (x1, x2) ∈ R2 справджується не-
рiвнiсть

φ0

(
∂

∂ν

){
e(−2ν2

1+6ν2−1)h+ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

̸= φ1(x) (15)

для цiлих функцiй φ0, φ1 з класу A2.
Отже, за виконання умови (15) розв’язок задачi (12),

(13) у класi цiлих функцiй A2 згiдно з теоремою 1 не
iснує. △

Приклад 2. Дослiдити розв’язнiсть двоточкової за-
дачi в областi R3 змiнних t та x = (x1, x2) для диферен-
цiального рiвняння[ ∂2

∂t2
+ 2

∂3

∂t∂x1∂x2
+ 1 +

∂4

∂x21∂x
2
2

]
U (t, x) = 0 (16)

з неоднорiдними локальними двоточковими умовами

αU(0, x) + β
∂U

∂t
(0, x) = φ0 (x) ,

αU(π, x) + β
∂U

∂t
(π, x) = φ1 (x) ,

(17)

де α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 ̸= 0.
∇ Нормальна фундаментальна система розв’язкiв

звичайного диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2ν1ν2

d

dt
+ 1 + ν21ν

2
2

]
T (t, ν) = 0

має вигляд

T0 (t, ν) = e−ν1ν2t [ν1ν2 sin t+ cos t] ,

T1 (t, ν) = e−ν1ν2t sin t.
(18)

Для задачi (16), (17) маємо a (ν) = ν1ν2,
b(ν) = ν21ν

2
2 + 1, D(ν) = −1, h = π, A1 = B1 = α,

A2 = B2 = β, pa = 2, pb = 4, p = 2. Крiм того,

∆(ν) =

∣∣∣∣ α β
−αe−πν1ν2 −βe−πν1ν2

∣∣∣∣ ≡ 0.
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Умови (10) та (11) для задачi (16), (17) збiгаються i
мають такий вигляд:
для деякої точки x ∈ R2 справджується нерiвнiсть

−φ0

(
∂

∂ν

){
e−πν1ν2+ν·x

}∣∣∣∣
ν=O

̸= φ1(x) (19)

для цiлих функцiй φ0, φ1 з класу A2.
Отже, якщо виконується умова (19), згiдно з теоре-

мою 1 розв’язок неоднорiдної задачi (16), (17) у класi
цiлих функцiй A2 не iснує. △

III. Побудова часткових розв’язкiв двото-
чкової задачi у класi iснування неєди-
ного розв’язку задачi

Розглянемо випадок, коли умови теореми 1 не вико-
нуються.

Якщо для задачi (1), (2) ∆(ν) ≡ 0 на Cs i для довiль-
ного x ∈ Rs виконуються рiвностi

φ0

(
∂

∂ν

){
C2(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

= A2φ1(x),

φ0

(
∂

∂ν

){
C1(h, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

= A1φ1(x)

для φ0, φ1 ∈ Ap′ , то розв’язок задачi (1), (2) у класi цi-
лих функцiй Ap′ може iснувати, але не є єдиним.

Продемонструємо на прикладах можливiсть побудо-
ви часткових розв’язкiв задачi в цьому випадку.

Приклад 3. Розглянемо задачу (12), (13), у якiй для
цiлих функцiй φ0, φ1 з класу A2 i для довiльного x ∈ R2

виконується рiвнiсть

φ1(x) = φ0

(
∂

∂ν

){
e(−2ν2

1+6ν2−1)h+ν·x
}∣∣∣∣
ν=O

. (20)

∇ Умова (15) не виконується. Покажемо, що
розв’язок задачi (12), (13) з умовою (20) (надалi зада-
ча (12), (13), (20)) у класi цiлих функцiй A2 iснує, однак
не є єдиним.

Зауважимо, що ядро задачi (12), (13) є нескiнченно-
вимiрним. До нього належать не лише цiлi, а й класичнi
розв’язки вигляду

U (t, x) = etφ (x) ,

де φ – довiльна двiчi неперервно диференцiйовна на R2

функцiя.
Цiлий (частковий) розв’язок задачi (12), (13), (20) за

функцiєю φ0(x) можна знайти, наприклад, за однiєю з
формул:

U (t, x) = φ0

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

або

U (t, x) = −φ0

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

, (21)

де T0(t, ν), T1(t, ν) – функцiї (14).

Випадок 1. Нехай φ0(x1, x2) = ex1+x2 . Тодi умова
(20) виглядає так

φ1(x1, x2) ={
e(−2ν2

1+6ν2−1)h+ν·x
} ∣∣∣

ν=(1,1)
= e3h+x1+x2 .

За формулою (21) знаходимо частковий розв’язок за-
дачi (12), (13), (20):

U (t, x) = −e
∂

∂x1
+ ∂

∂x2

{
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

=

= −T1(t, 1, 1)ex1+x2 =
1

2

(
1− e2t

)
et+x1+x2 .

Випадок 2. Нехай φ0(x1, x2) = 2x1 − x2. Обчис-
люємо

φ1(x1, x2) =

=

(
2
∂

∂ν1
− ∂

∂ν2

){
e(−2ν2

1+6ν2−1)h+ν·x
} ∣∣∣

ν=(0,0)
=

= e−h(−6h+ 2x1 − x2).

Знайдемо частковий розв’язок задачi (12), (13), (20)
за формулою (21):

U(t, x) =

{
2
∂

∂ν1
− ∂

∂ν2

}{
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

=

= 2
∂T0
∂ν1

(t, 0, 0)− ∂T0
∂ν2

(t, 0, 0)+

+ 2x1T0(t, 0, 0)− x2T0(t, 0, 0).

Оскiльки

T0(t, 0, 0) =
1

2

(
e−2t + 1

)
et,

∂T0
∂ν1

(t, 0, 0) = 0,

∂T0
∂ν2

(t, 0, 0) =
3

2

(
2te−2t + e−2t − 1

)
et,

то шуканий розв’язок задачi (12), (13), (20) має вигляд

U(t, x) =

=
1

2
et
[
(−6t− 3 + 2x1 − x2) e

−2t + 2x1 − x2 + 3
]
.

Зауважимо, що знайдений розв’язок є лише част-
ковим: його сума з елементами ядра задачi є також
розв’язком задачi (12), (13), (20). △

Приклад 4. Розглянемо задачу (16), (17), у якiй для
цiлих функцiй φ0, φ1 з класу A2 i для довiльного x ∈ R2

виконується рiвнiсть

φ1(x) = −φ0

( ∂
∂ν

){
e−πν1ν2+ν·x

}∣∣∣∣
ν=O

. (22)
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Про умови розв’язностi двоточкової за часом задачi

∇ Умова (19) не справджується. Покажемо, що
розв’язок задачi (16), (17), (22) у класi цiлих функцiй
A2 iснує.

Частковий розв’язок задачi (16), (17), (22), який є цi-
лою функцiєю, за функцiєю φ0(x) можна знайти, напри-
клад, за формулою

U (t, x) =
1

α
φ0

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

, (23)

якщо α ̸= 0, або за такою формулою

U (t, x) =
1

β
φ0

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

, (24)

якщо β ̸= 0, де T0(t, ν), T1(t, ν) – функцiї (18).
Для цiлої функцiї φ0(x1, x2), наприклад, вигляду

φ0(x1, x2) = (x1 + 3x2)e
x1−x2 згiдно з умовою (22) об-

числюємо:

φ1(x1, x2) =

= −
(

∂

∂ν1
+ 3

∂

∂ν2

){
e−πν1ν2+ν·x

}∣∣∣
ν=(1,−1)

=

= − (x1 + 3x2 − 2π) eπ+x1−x2 .

Для α ̸= 0 за формулою (23) знаходимо частковий
розв’язок задачi (16), (17), (22):

U1 (t, x) =

=
1

α

(
∂

∂ν1
+ 3

∂

∂ν2

)
e

∂
∂ν1

− ∂
∂ν2

{
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

=

=
1

α

(∂T0
∂ν1

(t, 1,−1) + 3
∂T0
∂ν2

(t, 1,−1)+

+ (x1 + 3x2)T0 (t, 1,−1)
)
ex1−x2 =

=
1

α
[(x1 + 3x2 − 2t) (cos t− sin t) + 2 sin t] et+x1−x2 .

Для β ̸= 0 частковий розв’язок задачi (16), (17), (22)
знаходимо за формулою (24):

U2 (t, x) =

=
1

β

(
∂

∂ν1
+ 3

∂

∂ν2

)
e

∂
∂ν1

− ∂
∂ν2

{
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣
ν=(0,0)

=

=
1

β

(∂T1
∂ν1

(t, 1,−1) + 3
∂T1
∂ν2

(t, 1,−1)+

+ (x1 + 3x2)T1 (t, 1,−1)
)
ex1−x2 =

=
1

β
(x1 + 3x2 − 2t) et+x1−x2 sin t.

Зауважимо, що рiзниця функцiй U1(t, x) та U2(t, x)
для αβ ̸= 0 є елементом ядра задачi (16), (17), (22). △

Висновки

Дослiджено розв’язнiсть задачi (1), (2) для одно-
рiдного рiвняння iз частинними похiдними другого по-
рядку за часовою змiнною з неоднорiдними локальни-
ми двоточковими умовами за часом, якщо характеристи-
чний визначник задачi тотожно дорiвнює нулевi. Вста-
новлено умови, за яких розв’язок цiєї задачi у класi
цiлих функцiй не iснує. У випадку розв’язностi задачi
(1), (2) запропоновано спосiб знаходження її часткових
розв’язкiв, який продемонстровано на прикладах.
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ABOUT THE CONDITIONS OF SOLVABILITY OF TWO-POINT IN TIME PROBLEM FOR
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

Z. M. Nytrebycha, O. M. Malanchuka, b
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We find the conditions of nonexistence in the class of entire functions of the solution of the problem
for a homogeneous partial differential equation of the second order with respect to time, which satisfies
nonhomogeneous local two-point conditions in time variable. It is assumed that the characteristic determi-
nant of the problem identically equals zero. In the case of the existence of a nonunique solution of the
problem in the class of entire functions, formulas for constructing the particular solution are proposed.

Key words: two-point in time conditions, characteristic determinant of the problem, differential-

symbol method.
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