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Теорiя самоспряжених операторiв, якi дiють у про-
сторi зi скалярним добутком, породженим додатно ви-
значеним ядром, потребує вивчення додатно визначе-
них функцiй. Цi функцiї дослiджував у [3] М. Г. Крейн,
який застосував метод напрямних функцiоналiв, а
також отримав iнтегральне зображення для парних
додатно визначених функцiй k(x), для яких ядро

K(x, y) =
1

2
[k(x+ y) + k(x− y)] (x, y ∈ R1) додатно

визначене, причому K(x, y) = K(−x, y) = K(x,−y) =
K(−x,−y). Ю. М. Березанський у [1] запропонував ме-
тод одержання iнтегральних зображень для додатно ви-
значених ядер K(x, y) (x, y ∈ R1) за допомогою вла-
сних функцiй диференцiальних операторiв. У моногра-

фiї [2] за допомогою цiєї методики доведено теорему
про iнтегральне зображення таких ядер K(x, y), якщо
x, y ∈ Rn. У роботi [4] отримано iнтегральне зобра-
ження для пари парних додатно визначених у суку-
пностi (п.п.д.в.с.) функцiй k1(x), k2(x), для яких ядро
K(x, y) = [k1(x + y) + k2(x − y)] (x, y ∈ R1) дода-
тно визначене, причому K(x, y) = K(−x,−y). В ро-
ботi [5] одержано iнтегральне зображення для п.п.д.в.с.
функцiй k1(x), k2(x), якщо x ∈ R2. У цiй статтi по-
будоване iнтегральне зображення для п.п.д.в.с. функцiй
k1(x), k2(x) (x ∈ Rn).

Спочатку введемо позначення, якi використаємо у
майбутньому

Fi(x, y;λ) =

(
sin

√
λixi√
λi

· sin
√
λiyi√
λi

/
cos
√
λixi cos

√
λiyi

) n∏
k=1

cos
√
λkxk cos

√
λkyk (i = 1, n; x, y, λ ∈ Rn)

Fi1i2(x, y;λ) =

(
sin
√
λi1xi1√
λi1

·
sin
√
λi1yi1√
λi1

·
sin
√
λi2xi2√
λi2

·
sin
√
λi2yi2√
λi2

/
cos
√
λi1xi1 cos

√
λi1yi1×

× cos
√
λi2xi2 cos

√
λi2yi2

) n∏
k=1

cos
√
λkxk cos

√
λkyk; (i1, i2 = 1, n; x, y, λ ∈ Rn)

F12...n(x, y;λ) =
n∏
k=1

sin
√
λkxk√
λk

· sin
√
λkyk√
λk

.

Позначимо через

Pi(x;λ) = Fi(x, x;λ); Pi1,i2(x;λ) = Fi1,i2(x, x;λ); . . .

P12...n(x;λ) = F12...n(x, x;λ).

Означення 1. Пару парних дiйсних, неперервних
функцiй k1(x), k2(x) (x ∈ Rn) називатимемо додатно
визначеними у сукупностi, якщо для довiльної фiнiтної
функцiї u(x) ∈ C∞

0 (Rn) виконується нерiвнiсть

∫
Rn

∫
Rn

[k1(x+ y) + k2(x− y)]u(y)u(x) dxdy ≥ 0. (1)

Теорема 1. Кожнi п.п.д.в.с. функцiї k1(x),
k2(x), якi задовольняють оцiнки |k1(x)|≤CeN |x|2 i
|k2(x)|≤CeN |x|2 (N > 0, x ∈ Rn), допускають зобра-
ження

k1(x) + k2(0) =

∫
Rn

n∏
i=1

1 + cos
√
λixi

2
dσ0(λ)+
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+
n∑

i1=1

∫
Rn

Pi1(x;λ)dσi1(λ)+
n−1∑
i1 = 1
i1 < i2

∫
Rn

Pi1i2dσi1i2(λ)+ . . .

+
n−k+1∑
i1 = 1

i1 < i2 . . . < ik

∫
Rn

Pi1i2...ik(x;λ)dσi1i2...ik(λ) + . . .

+

∫
Rn

n∏
i=1

1− cos
√
λixi

2λi
dσ12...n(λ); (2)

k1(0) + k2(x) =

∫
Rn

n∏
i=1

1 + cos
√
λixi

2
dσ0(λ)−

−
n∑

i1=1

∫
Rn

Pi1(x;λ)dσi1(λ)+
n−1∑
i1 = 1
i1 < i2

∫
Rn

Pi1i2(x;λ)dσi1i2(λ)− . . .

+
n−k+1∑
i1 = 1

i1 < i2 . . . < ik

∫
Rn

Pi1i2...ik(x;λ)dσi1i2...ik(λ) + . . .

+(−1)n
∫
Rn

n∏
i=1

1− cos
√
λixi

2λi
dσ12...n(λ). (3)

Всi борелiвськi мiри визначаються однозначно. Навпаки,
функцiї вигляду (2), (3) є п.п.д.в.с. функцiями.

� Доведення. Щоб одержати iнтегральне зображен-
ня для k1(x), k2(x) (x ∈ Rn), потрiбно спочатку побу-
дувати оснащення

H− ⊇ H0 ⊇ H+. (4)

Для цього за допомогою функцiй k1(x), k2(x) (x ∈
Rn) побудуємо ядро K(x, y) = k1(x + y) + k2(x −
y) (x, y ∈ Rn). Далi виберемо функцiю p(x) =
p(x1)p(x2) · · · p(xn), де p(xj) ∈ C∞(Rj), p(xj) ≥ 1
(j = 1, n) так, щоб виконувалася умова∫

Rn

K(x, x)

p(x)
dx <∞.

Тодi оснащення (4) набуває вигляду

H− = H
(1)
− ⊗ . . .⊗H

(n)
− = L2(R

n; p−1(x)dx) ⊇
H0 = H

(1)
0 ⊗ . . .⊗H

(n)
0 = L2(R

n; dx) ⊇
H+ = H

(1)
+ ⊗ . . .⊗H

(n)
+ = L2(R

n; p(x)dx),

причому K(x, y) ⊆ H− ⊗ H− = L2(R
n ×

Rn; p−1(x)p−1(y)dxdy). Далi введемо квазiскалярний
добуток у просторi L2(R

n; dx)

⟨u, v⟩Hk
=

∫
Rn

∫
Rn

K(x, y)u(y)v(x)dxdy (u, v∈C∞
0 (Rn)). (5)

Пiсля проведення факторизацiї та поповнення вiдно-
сно (5) одержимо гiльбертiв простiр Hk.

Позначимо через Aj (j = 1, n) мiнiмальний опера-
тор у просторi H0 = L2(R

n, dx), який вiдповiдає ви-

разу L(j) = − ∂2

∂x2j
(j = 1, n). Кожний iз операторiв

Aj (j = 1, n) допускає продовження оснащення (4) з
Λ = C∞

0 (Rn), у певний спосiб топологiзоване. Тодi
спряжений у L2(R

n; dx) оператор A∗
j (j = 1, n) збiга-

ється з вiдповiднiстю u → L(j)+u (u ∈ C∞
0 (Rn)). Зву-

ження A∗
j (j = 1, n) на Λ можна розглядати як оператор

у просторi Hk.
Як оператор Fj (j = 1, n) приймаємо оператор

u → L(j)+u, u ∈ C∞
0 (Rj), який дiє у просторi H(j)

+ =

L2(R
(j), p(xj)dxj). Роль операторiв Cj (j = 1, n) ви-

конуватимуть оператори у просторi H+ вигляду u →
L(j)+u, де u ∈ ℑ(Cj) = H

(1)
+ ⊗ . . .⊗H(j−1)

+ ⊗C∞
0 (Rj)⊗

H
(j+1)
+ ⊗ . . . ⊗ H

(n)
+ . Оскiльки Hk ⊇ H+, то оператори

Cj (j = 1, n) можна розумiти як оператори у просторi
Hk.

Оскiльки комутативнiсть K(x, y) i Aj у просторi H0

еквiвалентна ермiтовостi Cj в просторi Hk, то можна
обмежитись перевiркою ермiтовостi Cj в Hk, тобто рiв-
ностi⟨
L(j)+u, v

⟩
=
⟨
u, L(j)+v

⟩
, u, v∈C∞

0 (Rn), j = 1, n. (6)

Перевiрку (6) для д.в. ядра K(x, y) здiйснюємо ана-
логiчно [5].

Тепер до ядра K(x, y) можна застосувати теорему
4.2 [2, с. 706–707] i отримати таке зображення

[k1(x+y)+k2(x−y)]=
∫
Rn

Ωλ(x, y)dρ(λ) (x, y ∈ Rn), (7)

де

− ∂2

∂x2j
Ωλ = λjΩλ, − ∂2

∂y2j
Ωλ = λjΩλ (j = 1, n). (8)

Оскiльки ядро Ωλ(x; y) задовольняє (8), то,
виразивши їх через фундаментальну систему

χ
(j)
0 (xj , λ) = cos

√
λjxj ; χ

(j)
1 (xj , λ) =

sin
√
λjxj

λj
,

(j = 1, n) розв’язкiв рiвняння L(j)u − λu = 0, якi за-
довольняють умови

d

dxj
χm(xj ;λ) = δmk (m, k = 0, 1; j = 1, n),

одержимо

Ωλ(x; y) =
∑
α,β∈A

(
∂α1+···+αn+β1+···+βnΩλ

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n ∂yβ1

1 . . . ∂yβn
n

)
(0; 0)×

×χα(x;λ)χβ(y;λ), (9)

де векторний iндекс α = (α1, . . . , αn) змiнюється по
цiлочисловому паралелепiпедi A точок з координатами
α1 = 0, 1, . . . , αn = 0, 1;

χα(x;λ) = χ(1)
α1

(x1;λ1) . . . χ
(n)
αn

(xn;λn).

Якщо пiдставимо (9) в (7) i позначимо

dσαβ(λ) =

(
∂α1+···+αn+β1+···+βnΩλ

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n ∂yβ1

1 . . . ∂yβn
n

)
(0; 0)dρ (λ) ,
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одержимо
k1(x+ y) + k2(x− y) =

=

∫
Rn

∑
α,β∈A

χα(x;λ)χβ(y;λ)dσαβ(λ) (x, y ∈ Rn). (10)

Матриця ∥dσαβ(λ)∥α,β∈A є векторним позначенням
для iндексiв рядкiв i стовпцiв, додатно визначена у зви-
чайному сенсi, тобто

∑
α,β∈A

σαβ(∆)ξαξβ ≥ 0 для довiль-

них ξα (α ∈ A). Iнтеграл (13) збiгається у сенсi про-
стору L2

(
Rl(−∞,∞); ∥dσαβ∥α,β∈A

)
, де Rl – дiйсний

простiр вимiрностi l, який дорiвнює порядку матрицi
∥dσαβ∥α,β∈A.

Якщо тепер виконаємо у (10) замiну x1 = −x1,
y1 = −y1 i додамо отриману рiвнiсть до (10), а то-
дi в одержанiй рiвностi здiйснимо замiну x2 = −x2,
y2 = −y2 i аналогiчно зi змiнними x3 = −x3; y3 = −y3;
. . . ; xn = −xn; yn = −yn, то одержимо зображення

k1(x1 + y1, ..., xn + yn) + k2(x1 − y1, ..., xn − yn) =

=

∫
Rn

n∏
i=1

cos
√
λixi cos

√
λiyidσ0(λ)+

+
n∑
i=1

∫
Rn

Fi(x, y;λ)dσi(λ)+

+
n−1∑
i1 = 1
i1 < i2

∫
Rn

Fi1i2(x, y;λ)dσi1i2(λ) + . . .

+
n−k+1∑
i1 = 1

i1 < i2... < ik

∫
Rn

Fi1i2...ik(x, y;λ)dσi1i2...ik(λ) + . . .

+

∫
Rn

n∏
i=1

sin
√
λixi√
λi

· sin
√
λiyi√
λi

dσ12...n(λ). (11)

Якщо тепер у (11) приймемо y1 = x1; y2 = x2;
. . . ; yn = xn, то одержимо зображення (2). Якщо у (11)
приймемо y1 = −x1; y2 = −x2; . . . ; yn = −xn, то отри-
маємо зображення (3).

Однозначнiсть мiр в (2) i (3) випливає iз обмежень,
якi накладенi на функцiї k1(x), k2(x).

Тепер доведемо останнє твердження теореми. Пока-
жемо, що iз iнтегральних зображень (2) i (3) випливає
(1). Для простоти припустимо, що n = 2. У цьому ви-
падку iнтегральнi зображення (2) i (3) матимуть такий
вигляд

k1(x1, x2) + k2(0, 0) =

∫
R2

1 + cos
√
λ1x1

2
· 1 + cos

√
λ2x2

2
dρ1(λ1, λ2)+

+

∫
R2

1+ cos
√
λ1x1

2
· 1− cos

√
λ2x2

2λ2
dρ2(λ1, λ2) +

∫
R2

1− cos
√
λ1x1

2λ1
· 1+ cos

√
λ2x2

2
dρ3(λ1, λ2)+

+

∫
R2

1− cos
√
λ1x1

2λ1
· 1− cos

√
λ2x2

2λ2
dρ4(λ1, λ2); (12)

k1(0, 0) + k2(x1, x2) =

∫
R2

1 + cos
√
λ1x1

2
· 1 + cos

√
λ2x2

2
dρ1(λ1, λ2)−

−
∫
R2

1+ cos
√
λ1x1

2
· 1− cos

√
λ2x2

2λ2
dρ2(λ1, λ2)−

∫
R2

1− cos
√
λ1x1

2λ1
· 1+ cos

√
λ2x2

2
dρ3(λ1, λ2)+

+

∫
R2

1− cos
√
λ1x1

2λ1
· 1− cos

√
λ2x2

2λ2
dρ4(λ1, λ2). (13)

Спочатку доведемо нерiвнiсть (1), якщо в (12) i (13) λ1, λ2 ≥ 0. У цьому випадку елементарне ядро матиме такий
вигляд

Ωλ(x, y) = cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2 + cos

√
λ1x1 cos

√
λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2+

+sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2 + sin

√
λ1x1 sin

√
λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = λ1;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ2;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ1λ2,
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а мiри в (12) i (13) запишемо так

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ); dρ1(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ2dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ1dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2)=
∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ)=λ1λ2dρ(λ).

Тому iнтегральнi зображення (12) i (13) набудуть вигля-
ду

k1(x1, x2) + k2(0, 0) =

∫
R1

+×R1
+

dρ(λ); (14)

k1(0, 0)+k2(x1, x2) =

∫
R1

+×R1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ2x2dρ(λ).

(15)
Iз (14) i (15) знаходимо

k1(x1+y1, x2+y2)+k2(0, 0)+k1(0, 0)+k2(x1−y1, x2−y2) =
∫

R1
+×R1

+

dρ(λ)+

∫
R1

+×R1
+

cos
√
λ1(x1−y1) cos

√
λ2(x2−y2)dρ(λ)

або, враховуючи, що k1(0, 0) + k2(0, 0) =

∫
R1

+×R1
+

dρ(λ), отримаємо

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫
R1

+×R1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ1(λ1, λ2)+

+

∫
R1

+×R1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1

sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2
dρ2(λ1, λ2)+

+

∫
R1

+×R1
+

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1
cos
√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ3(λ1, λ2)+

+

∫
R1

+×R1
+

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1
· sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2
dρ4(λ1, λ2). (16)

За допомогою (16) перевiряємо (1).
Далi доведемо нерiвнiсть (1), якщо в (12), (13)

λ1 < 0, λ2 ≥ 0. У такому разi елементарне ядро матиме
такий вигляд:

Ωλ(x, y) =

= ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2+

+ch
√

−λ1x1 ch
√
−λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2+

+sh
√

−λ1x1 sh
√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2+

+sh
√

−λ1x1 sh
√
−λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = |λ1|;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ2;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = |λ1|λ2,

а мiри в (12) i (13) можна записати так

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ2dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = |λ1|dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2)=
∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ)=|λ1|λ2dρ(λ).

Тому iнтегральнi зображення (12), (13) подамо у виглядi:

k1(x1, x2) + k2(0, 0) =

∫
R1

−×R1
+

ch
√
−λ1x1dρ(λ); (17)

k1(0, 0) + k2(x1, x2) =

∫
R1

−×R1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ). (18)

Приймемо у (17) i (18) x2 = 0, одержимо

k1(x1, 0) + k2(0, 0) =

∫
R1

−×R1
+

ch
√
−λ1x1dρ(λ); (19)

k1(0, 0) + k2(x1, 0) =

∫
R1

−×R1
+

dρ(λ). (20)
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Якщо тепер приймемо x1=x1+y1 в (19), а x1=x1−y1
в (20) i додамо цi рiвностi, то одержимо

k1(x1+y1, 0)+k2(x1− y1, 0)=

∫
R1

−×R1
+

ch
√

−λ1(x1+ y1)dρ(λ).

(21)
Аналогiчно, якщо в (17) i (18) x1 = 0, отримаємо

k1(0, x2) + k2(0, 0) =

∫
R1

−×R1
+

dρ(λ); (22)

k1(0, 0) + k2(0, x2) =

∫
R1

−×R1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ). (23)

Якщо тепер приймемо x2=x2+y2 в (22), а x2=x2−y2
в (23) i додамо цi рiвностi, то отримаємо

k1(0, x2+y2)+k2(0, x2 − y2)=

∫
R1

−×R1
+

cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ).

(24)
Тому iз (21) i (24) випливає рiвнiсть

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫
R1

−×R1
+

ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫
R1

−×R1
+

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫
R1

−×R1
+

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫
R1

−×R1
+

ch
√

−λ1x1 ch
√
−λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2dρ(λ1, λ2). (25)

Якщо перейти до мiр dρ1(λ), dρ2(λ), dρ3(λ), dρ4(λ) в (25), одержимо

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫
R1

−×R1
+

ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ1(λ)+

+

∫
R1

−×R1
+

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1

|λ1|
cos
√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ3(λ)+

+

∫
R1

−×R1
+

ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1

sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2
dρ2(λ)+

+

∫
R1

−×R1
+

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1

|λ1|
· sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2
dρ4(λ). (26)

За допомогою (26) перевiряємо (1).
Доведемо тепер нерiвнiсть (1), якщо в (12) i (13)

λ1 ≥ 0; λ2 < 0. У цьому випадку елементарне ядро
матиме такий вигляд:

Ωλ(x, y) =

= cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2+

+cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2+

+sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2+

+sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = λ1;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)=|λ2|;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)=λ1|λ2|,

а мiри в (12) i (13) запишемо так

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = |λ2|dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ1dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2)=
∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ)=λ1|λ2|dρ(λ).
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Тому iнтегральнi зображення (12), (13) набудуть вигляду

k1(x1, x2) + k2(0, 0) =

∫
R1

+×R1
−

ch
√

−λ2x2dρ(λ); (27)

k1(0, 0) + k2(x1, x2) =

∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1dρ(λ). (28)

Прийнявши в (27) i (28) x2 = 0, одержимо

k1(x1, 0) + k2(0, 0) =

∫
R1

+×R1
−

dρ(λ); (29)

k1(0, 0) + k2(x1, 0) =

∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1dρ(λ). (30)

Якщо тепер прийняти x1=x1+y1 в (29), а x1=x1−y1
в (30) i додати отриманi рiвностi, одержимо

k1(x1+y1, 0)+k2(x1−y1, 0) =
∫

R1
+×R1

−

cos
√
λ1(x1+y1)dρ(λ).

(31)

Аналогiчно, якщо в (27) i (28) прийняти x1 = 0, то одер-
жимо

k1(0, x2) + k2(0, 0) =

∫
R1

+×R1
−

ch
√
−λ2x2dρ(λ); (32)

k1(0, 0) + k2(0, x2) =

∫
R1

+×R1
−

dρ(λ). (33)

Якщо тепер прийняти x2=x2+y2 в (32), а x2=x2−y2
в (33) i додати цi рiвностi, то одержимо

k1(0, x2+y2)+k2(0, x2−y2) =
∫

R1
+×R1

−

ch
√

−λ2(x2−y2)dρ(λ)

(34)

Тому iз (31), (34) випливає рiвнiсть

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫
R1

+×R1
−

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2dρ(λ1, λ2)+

+

∫∫
R1

+×R1
−

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2dρ(λ1, λ2). (35)

Якщо перейти до мiр dρ1(λ), dρ2(λ), dρ3(λ), dρ4(λ) в (35), одержимо

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2dρ1(λ1, λ2)+

+

∫∫
R1

+×R1
−

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1

sh
√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

|λ2|
dρ2(λ1, λ2)+

+

∫∫
R1

+×R1
−

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1
ch
√

−λ2x2 ch
√
−λ2y2dρ3(λ1, λ2)+

+

∫∫
R1

+×R1
−

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1
· sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

|λ2|
dρ4(λ1, λ2). (36)

За допомогою (36) перевiряємо (1).

Доведемо тепер нерiвнiсть (1), якщо в (12) i (13)
λ1 < 0; λ2 < 0. У цьому випадку елементарне ядро

матиме такий вигляд:

Ωλ(x, y) =

= ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2+
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+ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2+

+sh
√

−λ1x1 sh
√
−λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2+

+sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1 sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = |λ1|;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)=|λ2|;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)=|λ1|·|λ2|,

а мiри в (12) i (13) запишуться так

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = |λ2|dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = |λ1|dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2) =

=
∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = |λ1| · |λ2|dρ(λ).

Тому iнтегральнi зображення (12), (13) матимуть вигляд

k1(x1, x2)+k2(0, 0)=

∫
R1

−×R1
−

ch
√

−λ1x1 ch
√
−λ2x2dρ(λ);

(37)

k1(0, 0) + k2(x1, x2) =

∫
R1

−×R1
−

dρ(λ). (38)

Iз (37) i (38) знаходимо

k1(x1+y1, x2+y2)+ k2(0, 0)+k1(0, 0)+k2(x1 − y1, x2 − y2)=

∫
R1

−×R1
−

ch
√
−λ1(x1 + y1) ch

√
−λ2(x2 + y2)dρ(λ)+

∫
R1

−×R1
−

dρ(λ)

або

k1(x1 + y1, x2 + y2) + k2(x1 − y1, x2 − y2) =

∫
R1

−×R1
−

ch
√
−λ1x1 ch

√
−λ1y1 ch

√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2dρ1(λ)+

+

∫
R1

−×R1
−

ch
√

−λ1x1 ch
√
−λ1y1

sh
√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

|λ2|
dρ2(λ)+

+

∫
R1

−×R1
−

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1

|λ1|
ch
√
−λ2x2 ch

√
−λ2y2dρ3(λ)+

+

∫
R1

−×R1
−

sh
√
−λ1x1 sh

√
−λ1y1

|λ1|
· sh

√
−λ2x2 sh

√
−λ2y2

|λ2|
dρ4(λ). (39)

За допомогою (39) перевiряємо (1).
Теорема доведена. �
Зауваження 1. Якщо у нерiвностi (1) k1(x) = 0

(x ∈ Rn), то оператори Aj ≥ 0 (j = 1, n). Це доводи-
ться аналогiчно [5]. Тому iнтегрування в (11) потрiбно
здiйснювати на Rn+ = R1

+ ×R1
+ × . . .×R1

+︸ ︷︷ ︸
n

. Якщо те-

пер прийняти в (11) k1(x) = 0 i y1 = y2 = . . . = yn = 0,
то одержимо зображення

k2(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

+

n∏
i=1

cos
√
λixidρ(λ).

Це зображення, для n = 2, отримано в [5].

Зауваження 2. Якщо у нерiвностi (1) k2(x) = 0
(x ∈ Rn), то оператори Aj < 0 (j = 1, n). Це доводи-
ться аналогiчно [5]. Тому iнтегрування в (11) потрiбно
здiйснювати на Rn− = R1

− ×R1
− × . . .×R1

−︸ ︷︷ ︸
n

. Якщо те-

пер прийняти в (11) k2(x) = 0 i y1 = y2 = . . . = yn = 0,
то одержимо зображення

k1(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

−

n∏
i=1

ch
√
−λixidρ(λ).

Це зображення, для n = 2, також отримано в [5].

Зауваження 3. Якщо в (11) k1(x) = k2(x) =
1

2
k(x)

(x ∈ Rn), то прийнявши y1 = y2 = . . . = yn = 0, одер-
жимо зображення

k(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

n∏
i=1

cos
√
λixidρ(λ).

Це зображення, для n = 2, отримано в [2, с. 712].

Зауваження 4. Якщо в (11) k1(x) = k2(x) =
1

2
k(x)

(x ∈ Rn) i k(0, xj) = 0 (j = 1, n), то, прийнявши
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y1 = x1, y2 = x2, . . . , yn = xn, одержимо

[k(2x1, 2x2, . . . , 2xn) + k(0, . . . , 0)] =

=

∫
Rn

n∏
i=1

1− cos 2
√
λixi

λi
dρ(λ),

якщо врахувати, що k(0, . . . , 0) = 0, то отримаємо зо-
браження

k(t1, . . . , tn) =

∫
Rn

n∏
i=1

1− cos
√
λiti

λi
dρ(λ).

Це зображення, для n = 2, також одержано в [2, с. 712].
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THE INTEGRAL REPRESENTATION OF POSITIVELY DEFINITE FUNCTIONS OF END
NUMBER VARIABLES
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We obtain integral representation of positively definite functions of end number variables, for which
the kernel [k1(x+ y) + k2(x− y)], x, y ∈ Rn is positively definite.
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