
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
№ 871, 2017, c. 77–79

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

“Physical and mathematical sciences”
№ 871, 2017, p. 77–79

ФАКТОРИЗАЦIЇ I СИМЕТРИЧНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ МАТРИЦЬ НАД КIЛЬЦЕМ
МНОГОЧЛЕНIВ З IНВОЛЮЦIЄЮ

М. I. Кучма

Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
вул. С. Бандери, 12, 79013, Львiв, Україна

(Отримано 27 травня 2017 р.)
Встановлено необхiднi й достатнi умови iснування факторизацiї симетричних матриць, якi си-

метрично еквiвалентнi до форм Смiта, над кiльцем многочленiв з iнволюцiєю. Отримано критерiй
∇-конгруентностi симетричних матричних двочленiв.

Ключовi слова: симетрично еквiвалентнi матрицi, ∇-конгруентнi матрицi, факторизацiя матрицi.

2000 MSC: 15A23

УДК: 512.64

Алгебраїчний пiдхiд до вивчення факторизацiї та
симетричної еквiвалентностi симетричних матриць над
кiльцями з iнволюцiями започатковано у роботах [7], [8]
та [10]. П. С. Казимiрський [5] вирiшив проблему видi-
лення iз матричного многочлена регулярного множника,
що дало змогу знайти необхiднi й достатнi умови факто-
ризацiї симетричних матриць над кiльцем многочленiв
та квазiмногочленiв з iнволюцiєю [1], [3] i [4]. Факто-
ризацiї симетричних матриць тiсно пов’язанi iз задачею
про симетричну еквiвалентнiсть таких матриць. Зокре-
ма, у працi [1] доведено, що зi строгої еквiвалентностi
регулярних симетричних матриць випливає їх конгруен-
тнiсть. У роботi [2] встановлено, що довiльна матриця
з кiльця з iнволюцiєю, форма Смiта якої симетрична,
односторонньо еквiвалентна до симетричної, i доведено
конгруентнiсть прямих добуткiв строго еквiвалентних
многочленних матриць, а в [6] вказано умови симетри-
чної еквiвалентностi та конгруентностi симетричних ма-
триць до їх форм Смiта над кiльцем многочленiв з iнво-
люцiєю.

Метою цiєї роботи є визначення умов iснування фа-
кторизацiї симетричних матриць над кiльцем многочле-
нiв з iнволюцiєю, якi симетрично еквiвалентнi до їх
форм Смiта.

Нехай у кiльцi многочленiв C[x] визначено iнволю-
цiю ∇ одним iз можливих способiв [7]:
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У кiльцi матриць Mn(C[x]) iнволюцiю ∇ введемо
так:

A(x)∇ = ∥aij(x)∥∇ = ∥aji(x)∇∥.

Многочленну матрицю A(x) називають симетри-
чною, якщо A(x) = A(x)∇. Матрицi A(x) i B(x) на-
зивають еквiвалентними, якщо iснують матрицi P (x),
Q(x) ∈ GLn(C[x]) такi, що P (x)A(x)Q(x) = B(x).
Матрицi A(x) i B(x) називають симетрично еквiвален-
тними, якщо iснує матриця R(x) ∈ GLn(C[x]) така, що
R(x)A(x)R(x)∇ = B(x). Якщо для матриць A(x) i B(x)
iснують P , Q ∈ GLn(C) такi, що PA(x)Q = B(x), то
матрицi A(x) i B(x) називають строго еквiвалентними
[1]. Якщо ж для матриць A(x) i B(x) iснує T ∈ GLn(C)
така, що TA(x)T∇ = B(x), то A(x) i B(x) називають
∇ – конгруентними [6].

Факторизацiєю симетричної матрицi A(x) з кiльця
Mn(C[x]) називають її зображення у виглядi

A(x) = B(x)C(x)B(x)∇, (1)

де B(x) — регулярна (унiтальна) многочленна матриця,
а C(x) — деяка неособлива симетрична матриця. Нага-

даємо, що многочленна матриця A(x) =
m∑
i=0

Aix
i на-

зивається регулярною (унiтальною), якщо detAm ̸= 0
(Am = E — одинична матриця), i сингулярною, якщо
detAm = 0.

Позначимо через SA(x) форму Смiта многочленної
матрицi A(x) :

SA(x) = P (x)A(x)Q(x), (2)

де матрицi P (x), Q(x) ∈ GLn(C[x]).
Припустимо, що форму Смiта матрицi A(x) можна

зобразити у виглядi

SA(x) = Φ(x)I(x)Φ(x)∇, (3)

де Φ(x), I(x) — d- матрицi [5].
Зазначимо, що розклад (1) симетричної матрицi

A(x), в якому B(x) – регулярна матриця iз формою Смi-
та Φ(x), а матриця C(x) має форму Смiта I(x), нази-
вають допустимою факторизацiєю матрицi A(x), пара-
лельною факторизацiї (3) її форми Смiта. Iнакше кажу-
чи, факторизацiя (1) допустима тодi, коли форма Смiта
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многочленної матрицi дорiвнює добутку форм Смiта її
спiвмножникiв.

Теорема 1. Нехай для симетричної многочленної
матрицi A(x) iснує допустима факторизацiя

A(x) = B(x)CB(x)∇ (4)

паралельна факторизацiї її форми Смiта

SA(x) = Φ(x)IΦ(x)∇, (5)

в якiй матриця B(x) лiвоеквiвалентна до форми Смiта
SB(x) = Φ(x), а C = diag(c1, c2, . . . , cn) — неособлива
числова матриця з формою Смiта I . Тодi iснує матриця
R(x) ∈ GLn(C[x]) така, що

R(x)A(x)R(x)∇ = SA(x). (6)

� Доведення. Нехай для матрицi A(x) iснує фа-
кторизацiя (4), паралельна факторизацiї її форми Смiта
(5), в якiй матриця B(x) лiвоеквiвалентна до форми Смi-
та Φ(x), тобто iснує матриця K(x) ∈ GLn(C[x]) така,
що B(x) = K(x)Φ(x). Тодi

A(x) = K(x)Φ(x)CΦ(x)∇K(x)∇. (7)

Вiдомо [9], що симетрична (ермiтова) матриця C
конгруентна (ермiтово конгруентна) до дiагональної ма-
трицi I(C) — матрицi iнерцiї для C, тому маємо
C = GI(C)G∇. Оскiльки Φ(x)G = GΦ(x), зi спiввiд-
ношення (7) одержимо

A(x) = K(x)Φ(x)GI(C)G∇Φ(x)∇K(x)∇ =

=K(x)GΦ(x)I(C)Φ(x)∇G∇K(x)∇=R(x)SA(x)R(x)
∇,

де матриця R(x) = K(x)G оборотна над C[x].
Отже, матриця A(x) симетрично еквiвалентна до

форми Смiта SA(x).
Теорему доведено. �

Теорема 2. Нехай Φ(x) – d-матриця, deg det
Φ(x) = nr, яка є дiльником форми Смiта SA(x) симе-
тричної матрицi A(x). Для матрицi A(x), яка симетри-
чно еквiвалентна (6) формi Смiта SA(x), iснує факто-
ризацiя (1), в якiй B(x) — унiтальна матриця степеня
r з формою Смiта Φ(x), C(x) = C(x)∇ — неособлива
матриця, тодi й тiльки тодi, коли симетрична матриця

V (Φ)SA(x)V (Φ)∇

одночасно дiлиться злiва на Φ(x) i справа на Φ(x)∇ за
деяких допустимих значень параметрiв матрицi V (Φ),
для яких виконується умова

detMV (Φ)R(x)||E,Ex,...,Exr−1||(Φ) ̸≡ 0,

де R(x) – довiльна оборотна матриця iз спiввiдношен-
ня (6), а матриця V (Φ) – ядро визначальної матрицi
W (Φ), введеної в [5].

Доведення випливає з теореми 1 працi [4] i факту
симетричної еквiвалентностi матрицi A(x) до її форми
Смiта SA(x).

Як наслiдок, iз теореми 2 випливають умови допу-
стимої факторизацiї матриць, якi симетрично еквiвален-
тнi до їх форм Смiта.

Теорема 3. Нехай для форми Смiта SA(x) симе-
тричної матрицi A(x) iснує мiсце факторизацiя (3).
Для матрицi A(x), симетрично еквiвалентної до фор-
ми Смiта SA(x), iснує допустима факторизацiя (1),
в якiй B(x) – сингулярна матриця з формою Смiта
Φ(x), C(x) – неособлива матриця. Якщо ж матриця
R(x)−1Φ(x) регуляризується справа, то множник B(x)
у факторизацiї (1) є регулярним степеня r з формою
Смiта Φ(x), де R(x) – оборотна матриця iз спiввiдно-
шення (6).

� Доведення. Зi спiввiдношень (3) i (6) маємо

A(x) = R(x)−1SA(x)[R(x)
∇]−1 =

= R(x)−1Φ(x)I(x)Φ(x)∇[R(x)∇]−1.

Позначивши через B(x) = R(x)−1Φ(x), отримаємо фа-
кторизацiю (1), в якiй B(x) сингулярна матриця з фор-
мою Смiта Φ(x).

Якщо ж матриця R(x)−1Φ(x) регуляризується спра-
ва, то це означає, що iснує матриця Z(x) ∈ GLn(C[x])
така, що R(x)−1Φ(x)Z(x) = B(x) – регулярна матриця
степеня r з формою Смiта Φ(x). Тому одержимо факто-
ризацiю (1), в якiй C(x) = Z(x)−1I(x)[Z(x)∇]−1.

Теорему доведено. �

Теорема 4. Симетричнi матричнi двочлени

A(x) = Exm −A i B(x) = Exm −B,

де матрицi A, B ∈Mn(C), m – парне число, є ∇ – кон-
груентними, тодi й тiльки тодi, коли матрицi A i B
подiбнi.

� Доведення. Необхiднiсть. Нехай симетричнi
матричнi двочлени A(x) = Exm−A i B(x) = Exm−B
є ∇ – конгруентними, тобто iснує матриця R ∈ GLn(C)
така, що

R(Exm −A)R∇ = Exm −B. (8)

Прирiвнюючи матричнi коефiцiєнти при однакових
степенях x у рiвностi (8), отримаємо RAR∇ = B i
RR∇ = E, де E – одинична матриця. З останньої рiвно-
стi одержимо, що матриця R унiтарна при iнволюцiї (α)
i R ортогональна при iнволюцiях (β) i (γ). Це i доводить
подiбнiсть матриць A i B,

Достатнiсть. Припустимо, що A(x) = Exm − A i
B(x) = Exm − B – симетричнi матричнi двочлени,
в яких симетричнi матрицi A i B подiбнi. Тодi iсну-
ють матрицi U , V ∈ GLn(C) (унiтарнi при iнволюцiї
(α) або ортогональнi при iнволюцiях (β) i (γ)) такi, що
A = UDU∇, B = V DV ∇, де D = diag(λ1, λ2, . . . , λn),
λi, i = 1, n – власнi значення матриць A i B. Враховую-
чи останнi спiввiдношення, отримаємо

A(x) = Exm −A = U(Exm −D)U∇ =

= UV −1(Exm −B)[V ∇]−1U∇ = RB(x)R∇,

де матриця R = UV −1 ∈ GLn(C).
Отже, матричнi двочлени A(x) = Exm−A i B(x) =

Exm −B є ∇ – конгруентними.
Теорему доведено. �
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FACTORIZATIONS AND SYMMETRIC EQUIVALENCE OF MATRICES OVER
POLYNOMIAL RING WITH INVOLUTION

M. I. Kuchma
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12, S. Bandera Str., 79013, Lviv, Ukraine

We establish necessary and sufficient conditions for the existence of factorization of symmetric matrices
that symmetric equaivalent to the Smith forms over ring of polynomials with involution. The criterion of
∇-congruence symmetric matrix binomials is obtained.
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