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Вступ

У працях [1–9] (див. також [10, c. 162–172]) розгля-
дались рiвняння вигляду(
α(t)∂t − β(t)A(t, x, ∂x)− a0(t, x)

)
u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ] := (0, T ]× Rn, (1)

за таких припущень: α i β – неперервнi на вiдрiзку

[0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при t ∈ (0, T ],
α(0)β(0) = 0 i β монотонно неспадна; диференцiальний
вираз ∂t−A(t, x, ∂x)−a0(t, x) рiвномiрно параболiчний
за Петровським чи за Ейдельманом, його коефiцiєнти
обмеженi, неперервнi за t i гельдеровi за x у шарi Π[0,T ].
Цi рiвняння мають виродження, якщо t = 0, якi класи-
фiкуються за величинами

A(t, τ) :=

t∫
τ

dθ

α(θ)
i B(t, τ) :=

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ.

Так, якщо A(T, 0) < +∞, у рiвнянь (1) слабке ви-
родження, а коли A(T, 0) = +∞, то – сильне. Якщо
A(T, 0) = +∞ i B(T, 0) = +∞, то маємо випадок дуже
сильного виродження.

Для рiвняння (1) не завжди можна розглядати зада-
чу Кошi з початковими даними, якщо t = 0, у звичай-
нiй постановцi. Але можна говорити про фундаменталь-
ний розв’язок задачi Кошi (ФРЗК) як про таку функцiю
Z(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

визначає розв’язок однорiдного рiвняння (1), який задо-
вольняє умову u

∣∣
t=τ

= φ для будь-якого τ ∈ (0, T ) i
довiльної неперервної та обмеженої функцiї φ.

В указаних вище працях для рiвняння (1) побудовано
ФРЗК, встановлено його властивостi, за допомогою яких
дослiджено коректну розв’язнiсть рiвнянь зi звичайними
початковими умовами у випадку слабкого виродження i
без початкових умов, якщо виродження сильне. Цi ре-
зультати узагальнено в працях [11–14] на випадок виро-
джених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова, коефi-
цiєнти яких не залежать вiд просторових змiнних. На-
ведемо вигляд таких рiвнянь для випадку однiєї групи
змiнних виродження.

Нехай n, n1 i n2 – заданi натуральнi числа такi, що
n1 ≥ n2 ≥ 1 i n = n1 + n2. Вважаємо, що просто-
рова змiнна x ∈ Rn складається з двох груп змiнних:
основної групи x1 ∈ Rn1 i групи змiнних виродження
x2 ∈ Rn2 , де xj := (xj1, . . . , xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}, так
що x := (x1, x2). В [11–14] розглянуто рiвняння типу

(
α(t)∂t−β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2j +A(t, ∂x1)
)
−a0(t)

)
u(t, x) =

= f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (2)

де A(t, ∂x1) – диференцiальний вираз з неперервними на
[0, T ] коефiцiєнтами такий, що вираз ∂t−A(t, ∂x1) рiвно-
мiрно параболiчний за Петровським чи за Ейдельманом
у шарi Π1

[0,T ] := [0, T ]× Rn1 .

У цiй статтi побудуємо ФРЗК для рiвняння друго-
го порядку типу (2), в якому коефiцiєнти залежать не
лише вiд t, але й вiд двох груп просторових змiнних.
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Зазначимо, що для такого рiвняння тiльки без виродже-
ння на початковiй гiперплощинi побудовано класичний
ФРЗК та одержано точнi оцiнки його похiдних у статтi
[17]. Зокрема, такi ж результати отриманi для рiвняння
другого порядку типу (2), в яких коефiцiєнти залежать
вiд t i вiд просторових змiнних з основної групи x1, у
випадку як без виродження [15], так i з виродженням на
початковiй гiперплощинi [16].

I. Припущення та допомiжнi твердження

Крiм запроваджених у вступi позначень, викори-
стовуватимемо ще такi: m1 := 1/2, m2 := 3/2, M :=
m1n1+m2n2; ∂kx := ∂k1x1

∂k2x2
, k := (k1, k2) i x := (x1, x2),

де kj ∈ Znj

+ , j ∈ {1, 2}; ∆z
xf(·, x, ·) := f(·, x, ·) −

f(·, z, ·), ∆zs
xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·), s ∈ {1, 2}, z(1) :=
(z1, x2), z(2) := (x1, z2); X(t, τ) := (X1(t, τ), X2(t, τ)),
X1(t, τ) := x1, X2(t, τ) := x2 + B(t, τ)x̂1, x̂1 :=
(x11, . . . , x1n2

), Z(s)(t, τ) := X(t, τ)|xs=zs , s ∈ {1, 2}.
Розглядатимемо рiвняння вигляду

Lu(t, x) := (S −A(t, x, ∂x1
))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де

S := α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
;

A(t, x, ∂x1
) := β(t)

n1∑
j, l=1

ajl(t, x)∂x1j
∂x1l

+

+β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x)∂x1j + a0(t, x).

Припускатимемо, що коефiцiєнти ajl, aj i a0 є компле-
кснозначними функцiями на Π[0,T ], якi задовольняють
такi умови:

1) вони обмеженi й неперервнi за t та iснує та-
ка стала δ > 0, що для довiльних (t, x) ∈ Π[0,T ] i
σ1 := (σ11, . . . , σ1n1

) ∈ Rn1 справджується нерiвнiсть

Re
n1∑

j, l=1

ajl(t, x)σ1jσ1l ≥ δ|σ1|2; (2)

2) вони є гельдеровими за просторовими змiнними в
такому сенсi:

∃H1 > 0 ∃ γ1 ∈ (0, 1) ∀{(t, x), (t, z(1))} ⊂ Π[0,T ] :

|∆z1
x1
a(t, x)| ≤ H1|x1 − z1|γ1 , (3)

∃H2 > 0 ∃ γ2 ∈ (1/3, 2/3] ∀{(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ]

∀h ∈ [τ, T ] : ∆z2
x2
a(t, x)| ≤

≤ H2((B(h, τ))m2γ2 + |X2(h, τ)− z2|γ2), (4)

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ajl, aj i a0.

З умови (4) при h = τ випливає звичайна умова Гель-
дера за змiнною x2. Достатня умова виконання (4) наве-
дена в такiй лемi.

Лема 1. Нехай a – неперервна й обмежена фун-
кцiя на Π[0,T ], яка задовольняє умову

∃H3 > 0 ∃ γ ∈ (1/2, 1] ∀{(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ] :

|∆z2
x2
a(t, x)| ≤ H3((B(T, τ))m1 + |x̂1|)−γ |x2 − z2|γ . (5)

Тодi справджується нерiвнiсть (4) з γ2 = γ/m2.
� Доведення. Досить довести обмеженiсть вiд-

ношення

R := |∆z2
x2
a(t, x)|((B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2)−1

для всiх {(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ] i h ∈ [τ, T ].

У випадку, коли (B(h, τ))γ + |X2(h, τ) − z2|γ/m2 >
(B(T, τ))γ , маємо

R ≤ (B(T, τ))−γ |∆z2
x2
a(t, x)| ≤ 2M(B(T, τ))−γ , (6)

де M – стала, яка обмежує модуль функцiї a.
Нехай справджується протилежна нерiвнiсть

(B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2 ≤ (B(T, τ))γ . (7)

Оскiльки X2(h, τ) = x2 +B(h, τ)x̂1, то

|x2 − z2| ≤ B(h, τ)|x̂1|+ |X2(h, τ)− z2|. (8)

Можливi такi випадки: 1) B(h, τ)|x̂1| ≤ |X2(h, τ) −
z2| i 2) B(h, τ)|x̂1| > |X2(h, τ) − z2|. У випадку 1 за
допомогою нерiвностей (5) i (8) отримуємо

R ≤ H3(B(h, τ)|x̂1|+ |X2(h, τ)− z2|)γ×

×((B(T, τ))m1 + |x̂1|)−γ×
×((B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2)−1 ≤

≤ 2γH3|X2(h, τ)− z2|γ((B(T, τ))m1 + |x̂1|)−γ×
×((B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2)−1,

а оскiльки на пiдставi нерiвностi (7) (B(T, τ))−m2×
×|X2(h, τ)− z2| ≤ 1 i γ > /m2, то

|X2(h, τ)− z2|γ =

= (B(T, τ))m2γ((B(T, τ))−m2 |X2(h, τ)− z2|)γ ≤
≤ (B(T, τ))m2γ((B(T, τ))−m2 |X2(h, τ)− z2|)γ/m2 =

= (B(T, τ))m1γ |X2(h, τ)− z2|γ/m2

i

R ≤ 2γH3

(
(B(T, τ))m1

(B(T, τ))m1 + |x̂1|

)γ
×

×
(

|X2(h, τ)− z2|γ/m2

(B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2

)
≤ 2γH3. (9)

У випадку 2 аналогiчно одержуємо

R ≤ H3(B(h, τ)|x̂1|+ |X2(h, τ)− z2|)γ×

×((B(T, τ))m1 + |x̂1|)−γ×
×((B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2)−1 ≤

≤ 2γH3(B(h, τ)|x̂1|)γ((B(T, τ))m1 + |x̂1|)−γ×
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×((B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2)−1 ≤

≤ 2γH3

(
|x̂1|

(B(T, τ))m1 + |x̂1|

)γ
×

×
(

(B(h, τ))γ

(B(h, τ))γ + |X2(h, τ)− z2|γ/m2

)
≤ 2γH3. (10)

З нерiвностей (6), (9) i (10) випливає оцiнка (4) з
γ2 = γ/m2 i H2 = max{2M(B(T, τ))−γ , 2γH3}. �

Використовуватимемо такi оцiнювальнi функцiї:

E(j)
c (t, τ, zj) := exp{−c(B(t, τ))1−2j |zj |2},

t > τ, zj ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}; (11)

Ec(t, τ, x, ξ) := E(1)
c (t, τ,X1(t, τ)− ξ1)×

×E(2)
c (t, τ,X2(t, τ)− ξ2), t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn; (12)

Fc(t, τ, x, ξ) := exp{−c[(4B(t, τ))−1|x1 − ξ1|2+

+3(B(t, τ))−3|x2 + 2−1B(t, τ)(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2]},

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn; (13)

Edc (t, τ, x, ξ) := Ec(t, τ, x, ξ)E
d(t, τ),

F dc (t, τ, x, ξ) := Fc(t, τ, x, ξ)E
d(t, τ),

Ed(t, τ) := exp{dA(t, τ)}, t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, d ∈ R.

Наведемо потрiбнi властивостi цих функцiй з [16].

Лема 2. Функцiї (11)–(13) мають такi власти-
востi:

Ec(t, τ, x, ξ) ≤ Fc1(t, τ, x, ξ) ≤ Ec2(t, τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 < c2 < c1 < c; (14)

(B(t, τ))−M
∫

Rn2

Ec(t, τ, x, ξ)dξ2 ≤ C(B(t, τ))−m1n1×

×E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1), t > τ, x ∈ Rn, x1 ∈ Rn1 ; (15)

(B(t, τ))−msns

∫
Rns

E(s)
c (t, τ, xs − ξs)dξs = C,

t > τ, xs ∈ Rns , s ∈ {1, 2}; (16)

(B(t, τ))−M
∫
Rn

Ec(t, τ, x, ξ) dξ = C,

t > τ, x ∈ Rn; (17)

E(1)
c (t, θ, x1 −λ1)E

(1)
c (θ, τ, λ1 − ξ1) ≤ E(1)

c (t, τ, x1 − ξ1),

0 < τ < θ < t, {x1, λ1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (18)

(B(t, θ)B(θ, τ))−M
∫
Rn

Ec(t, θ, x, λ)Ec(θ, τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C(B(t, τ))−MEc0(t, τ, x, ξ),

0 < τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (19)

|x1 − ξ1|γ1E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1) ≤ C(B(t, τ))m1γ1×

×E(1)
c0 (t, τ, x1 − ξ1), t > τ, {x1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (20)

|Xs(t, τ)− ξs|γsEc(t, τ, x, ξ) ≤ C(B(t, τ))msγs×

×Ec0(t, τ, x, ξ), t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2}; (21)

Ec(θ, τ,X(t, θ), ξ) ≤ Ec(t, τ, x, ξ),

0 < τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (22)

Ec(θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) ≤ E(1)
c (θ, τ, λ1 − ξ1)×

×E(1)
−c (t, θ, x1 − λ1)E

(2)
c/2(t, τ,X2(t, τ)− ξ2),

B(t, t1) = B(t1, τ), t1 < θ < t,

{x, ξ} ⊂ Rn, λ1 ∈ Rn1 , (23)

де C, c i c0 – додатнi сталi, причому c0 < c.
Поданi нижче твердження стосуються ФРЗК для рiв-

няння

L0u(t, x) = (S −A(t, y, ∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (24)

коефiцiєнти якого залежать тiльки вiд змiнної t i пара-
метра y ∈ Rn.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (24) як
функцiї t i y, задовольняють умови 1 i 2. Тодi для рiв-
няння (24) iснує ФРЗК G0, для якого справджуються
оцiнки

|∂kx∂lξG0(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ Ckl(B(t, τ))−M−MklEdc (t, τ, x, ξ), (25)

|∆zs
ys∂

k
x∂

l
ξG0(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ Ckl(B(t, τ))−M−MklEdc (t, τ, x, ξ)×

×


|y1 − z1|γ1 , якщо s = 1,

(B(h, τ))m2γ2 + |Y2(h, τ)− z2|γ2 ,
якщо s = 2,

(26)

а також рiвностi

∫
Rn

G0(t, x; τ, ξ; y)dξ = exp
{ t∫
τ

a0(θ, y)

α(θ)
dθ
}
, (27)

∂kx

∫
Rn

G0(t, x; τ, ξ; y)dξ = 0, (28)

∂k2x2

∫
Rn2

G0(t, x; τ, ξ; y)dξ2 = 0, (29)

∂k2x2
G0(t, x; τ, ξ; y) = (−∂ξ2)k2G0(t, x; τ, ξ; y). (30)

Тут 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ, y} ⊂ Rn, {ys, zs} ⊂
Rns , s ∈ {1, 2}, {k, l} ⊂ Zn+, k ∈ Zn+ \ {0} в (28) i
k2 ∈ Zn2

+ \ {0} в (29) i (30), Ckl i c – додатнi ста-
лi, d ∈ R, Mkl := m1(|k1| + |l1|) + m2(|k2| + |l2|), γs,
s ∈ {1, 2}, h – числа з умов (3) i (4).
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Твердження теореми доводиться аналогiчно до дове-
дення вiдповiдних тверджень з [10, с. 185–192].

Для обгрунтування застосовностi методу Левi необ-
хiднi властивостi об’ємних потенцiалiв вигляду

W0(t, x; τ, ξ; y) :=

:=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

G0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ. (31)

Цi властивостi наводяться у поданих нижче лемах.
Функцiю f вважатимемо неперервною там, де вона

визначена. Для неї будемо використовувати такi умови:

3) |f(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+γEdc (t, τ, x, ξ); (32)

4) |∆zs
xs
f(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ Cβ(t)|xs − zs|γs(B(t, τ))−M−1+γ−msγs×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z
(s), ξ)); (33)

5) iснують неперервнi похiднi ∂x2l
f, для яких справ-

джуються оцiнки

|∂x2l
f(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+γ−m2Edc (t, τ, x, ξ). (34)

В умовах (32) – (34) 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ, y} ⊂ Rn,
zs ⊂ Rns , s ∈ {1, 2}, l ∈ {1, . . . , n2}, {γ, γ1, γ2} ⊂ (0, 1].

Лема 3. Нехай функцiя f задовольняє умови 3 i 4.
Тодi правильнi формули

∂x1jW0(t, x; τ, ξ; y) =

=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1j
G0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ; (35)

∂x1i
∂x1j

W0(t, x; τ, ξ; y) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1i
∂x1j

G0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1i
∂x1j

G0(t, x; θ, λ; y)∆
X(t,θ)
λ f(θ, λ;

τ, ξ; y)dλ+

t∫
t1

( ∫
Rn

∂x1i∂x1jG0(t, x; θ, λ; y)dλ
)
×

×f(θ,X(t, θ); τ, ξ; y)
dθ

α(θ)
; (36)

SW0(t, x; τ, ξ; y) = f(t, x; τ, ξ; y)+

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

SG0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

SG0(t, x; θ, λ; y)∆
X(t,θ)
λ f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ+

+

t∫
t1

( ∫
Rn

SG0(t, x; θ, λ; y)dλ×

×f(θ,X(t, θ); τ, ξ; y)
) dθ

α(θ)
; (37)

L0W0(t, x; τ, ξ; y) = f(t, x; τ, ξ; y)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

L0G0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ

i справджуються оцiнки

|∂k1x1
W0(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1|k1|+γEdc0(t, τ, x, ξ), (38)

|SW0(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−1+γEdc0(t, τ, x, ξ). (39)

У формулах (35)–(37) та оцiнках (38) i (39) 0<τ<t≤T ,
{x, ξ, y} ⊂ Rn, {i, j} ⊂ {1, . . . , n1}, k1 ∈ Zn1

+ , |k1| ≤ 2,
t1 таке, що B(t, t1) = B(t1, τ), C i c0 – деякi додатнi
сталi, причому c0 < c, де c – стала з умов 3 i 4, d ∈ R.

Доведення леми 3 здiйснюється за методикою, роз-
робленою в [10] для доведення аналогiчних властивос-
тей об’ємних потенцiалiв у випадку рiвномiрно парабо-
лiчних рiвнянь i вироджених рiвнянь типу Колмогорова.

Лема 4. Якщо функцiя f задовольняє умови 3 i 5,
то правильнi формули

∂x2l
W0(t, x; τ, ξ; y) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x2l
G0(t, x; θ, λ; y)f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

G0(t, x; θ, λ; y)∂λ2l
f(θ, λ; τ, ξ; y)dλ (40)

i справджуються оцiнки

|∂x2l
W0(t, x; τ, ξ; y)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m2+γEdc0(t, τ, x, ξ), (41)

в яких 0<τ<t≤T , {x, ξ, y} ⊂ Rn, l ∈ {1, . . . , n2},
c0 ∈ (0, c), c – стала з умов 3) i 5), d ∈ R, число t1
таке, як у лемi 3.
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� Доведення. Iснування вiдповiдних невласних
iнтегралiв доводиться аналогiчно до того, як у [10] i, от-
же, пiд час доведення леми 3. Можливiсть перекидання
похiдних на другий спiвмножник забезпечується власти-
вiстю (30) з теореми 1 та оцiнками (25) i (34). �

Зауваження 1. Твердження лем 3 i 4 залишаються
правильними, якщо функцiя f залежить вiд основ-
ної (t, x) i параметричної (τ, ξ) точок та параметра
y2 ∈ Rn2 або лише вiд основної точки (t, x), тобто
f = f(t, x; τ, ξ; y2) або f = f(t, x).

Зауваження 2. Твердження лем 3 i 4 залишаються
правильними, якщо замiсть умов (32)–(34) припускати,
що функцiя f неперервна i обмежена разом iз похiдними
за x2 та задовольняє за просторовими змiнними локаль-
ну умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1].

II. Перший етап побудови ФРЗК

На першому етапi будуємо ФРЗК для рiвняння

L1u(t, x) := (S −A(t, (x1, y2), ∂x1
)u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], y2 ∈ Rn2 , (42)

у виглядi
Z1(t, x; τ, ξ; y2) =

= Z0(t, x; τ, ξ; y2) +W1(t, x; τ, ξ; y2), (43)

де
W1(t, x; τ, ξ; y2) :=

:=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z0(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ, (44)

Z0 – параметрикс, а Q1 – невiдома функцiя.
За параметрикс беремо функцiю

Z0(t, x; τ, ξ; y2) := G0(t, x; τ, ξ; (ξ1, y2)),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y2 ∈ Rn2 , (45)

її властивостi наводяться у поданiй нижче лемi.

Лема 5. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (42) ви-
конуються умови 1 i 2 . Тодi правильнi такi тверджен-
ня:

|∂kxZ0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ Ck0(B(t, τ))−M−Mk0Edc (t, τ, x, ξ); (46)

|∆zs
xs
∂kxZ0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−Mk0−msγ

0
s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z
(s), ξ)); (47)

|∆z2
y2∂

k
xZ0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Ck0(B(t, τ))−M−Mk0×

×((B(h, τ))m2γ2 + |Y2(h, τ)− z2|γ2)Edc (t, τ, x, ξ); (48)∣∣∣ ∫
Rn

∂kxZ0(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤

≤ Ck0(B(t, τ))−Mk0+m1γ1Ed(t, τ); (49)∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn

∂kxZ0(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤

≤ C |xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−Mk0+m1γ1−msγ

0
sEd(t, τ); (50)

|SZ0(t, x; τ, ξ; y2)| ≤
≤ C(B(t, τ))−M−1Edc (t, τ, x, ξ); (51)∣∣∆zs

xs
SZ0(t, x; τ, ξ; y2)

∣∣ ≤
≤ C|xs − zs|γ

0
s (B(t, τ))−M−1−msγ

0
s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z
(s), ξ)); (52)∣∣∣ ∫

Rn

SZ0(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤

≤ C(B(t, τ))−1+m1γ1Ed(t, τ); (53)∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn

SZ0(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−1+m1γ1−msγ

0
sEd(t, τ); (54)

∂k2x2

∫
Rn2

Z0(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 = 0; (55)

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2) = (−∂ξ2)k2Z0(t, x; τ, ξ; y2), (56)

де 0<τ<t≤T , {x, ξ, z(1), z(2)} ⊂ Rn, {y2, z2} ⊂ Rn2 ,
k = (k1, k2) ∈ Zn+, причому в (49), (50) k ̸= 0 i в (55),
(56) k2 ̸= 0, s ∈ {1, 2}, γ01 i γ02 – довiльнi числа з (0, 1],
γ1 i γ2 – числа з умов (3) i (4), h ∈ [τ, T ].

Твердження (46), (47), (49)–(56) доводять аналогiчно
до доведення вiдповiдних тверджень леми 2 з [16]. Оцiн-
ки (48) є наслiдком означення (45) та оцiнок (26).

Зауваження 3. На пiдставi оцiнок (14) в нерiвно-
стях (46)–(48), (51) i (52), як i в (25), (26), замiсть оцi-
нювальної функцiї Edc можна брати F dc .

Припускаючи, що функцiя Q1 з формули (44) задо-
вольняє умови леми 3, отримуємо для цiєї функцiї iнте-
гральне рiвняння

Q1(t, x; τ, ξ; y2) = K1(t, x; τ, ξ; y2)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

K1(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ, (57)

в якому

K1(t, x; τ, ξ; y2) :=
(
β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, (x1, y2))×

×∂x1j
∂x1l

+ β(t)

n1∑
j=1

∆ξ1
x1
aj(t, (x1, y2))∂x1j

+

+∆ξ1
x1
a0(t, (x1, y2))

)
Z0(t, x; τ, ξ; y2). (58)

З (58) i (56) випливають рiвностi

∂k2x2
K1(t, x; τ, ξ; y2) =

(
β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, (x1, y2))×
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×∂x1j∂x1l
+ β(t)

n1∑
j=1

∆ξ1
x1
aj(t, (x1, y2))∂x1j+

+∆ξ1
x1
a0(t, (x1, y2))

)
∂k2x2

Z0(t, x; τ, ξ; y2), (59)

∂k2x2
K1(t, x; τ, ξ; y2) = (−∂ξ2)k2K1(t, x; τ, ξ; y2), (60)

в яких 0<τ<t≤T , {x, ξ} ⊂ Rn, y2 ∈ Rn2 , |k2| ∈

Zn2
+ \ {0}.

За допомогою (59) запишемо такi зображення для
приростiв:

∆z1
x1
∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2) = β(t)

n1∑
j, l=1

∆z1
x1
ajl(t, (x1, y2))×

×∂x1j∂x1l
∂k2x2

Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ1
z1ajl(t, (z1, y2))×

×∆z1
x1
∂x1j∂x1l

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆z1
x1
aj(t, (x1, y2))∂x1j

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆ξ1
z1aj(t, (z1, y2))∆

z1
x1
∂x1j∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+∆z1
x1
a0(t, (x1, y2))∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+∆ξ1
z1a0(t, (z1, y2))∆

z1
x1
∂k2x2

Z0(t, x; τ, ξ; y2), (61)

∆z2
x2
∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2) = β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, (x1, y2))×

×∆z2
x2
∂x1j

∂x1l
∂k2x2

Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆ξ1
x1
aj(t, (x1, y2))∆

z2
x2
∂x1j

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+∆ξ1
x1
a0(t, (x1, y2))∆

x2
z2 ∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2). (62)

Оцiнюючи доданки з виразiв (59), (61) i (62) за до-
помогою умов 1 i 2, оцiнок (46) i (47) та нерiвностi (21)
i того, що

(B(t, τ))pEd(t, τ) ≤ (β(t))p(A(t, τ))pEd(t, τ) ≤

≤ (β(T ))pEd1(t, τ), 0 < τ < t ≤ T, p > 0, d1 > d,

одержуємо оцiнки

|∂k2x2
K1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed1c1 (t, τ, x, ξ); (63)

|∆zs
xs
∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−msγ
0
s−m2|k2|×

×(Ed1c1 (t, τ, x, ξ) + Ed1c1 (t, τ, z
(s), ξ)), (64)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, z(s), ξ} ⊂ Rn, {xs, zs} ⊂ Rns ,
y2 ∈ Rn2 , k2 ∈ Zn2

+ , d1 > d, c1 ∈ (0, c), c i d – ста-
лi з оцiнок (46), γ01 = γ1, γ1 – число з умови (3), γ02 –
довiльне число з промiжку (0,1].

З оцiнки (63) для K1 та оцiнок (14) випливає, що для
ядра K1 виконуються умови леми 1.10 з [10, c. 44], на
пiдставi якої для функцiї Q1 справджується оцiнка (32)
з γ = m1γ1, тобто виконується для неї умова 3.

Перейдемо до оцiнок похiдних вiд функцiї Q1 за
змiнною x2. Для цього потрiбно дослiдити властивостi
регулярностi повторних ядер ∂k2x2

K1l, l > 1, k2 ∈ Zn2
+ .

Як i в (40), маємо

∂k2x2
K1l(t, x; τ, ξ; y2) =

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k2x2
K1(t, x; θ, λ; y2)×

×K1(l−1)(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

t∫
t1

dθ

α(θ)
×

×
∫
Rn

K1(t, x; θ, λ; y2)∂
k2
λ2
K1(l−1)(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ, (65)

де
K11(t, x; τ, ξ; y2) := K1(t, x; τ, ξ; y2),

K1l(t, x; τ, ξ; y2) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

K1(t, x; θ, λ; y2)×

×K1(l−1)(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ, l > 1.

Зауважимо, що для встановлення формул (65) iсто-
тно використовуються рiвностi (60). Iнтеграли в правiй
частинi (65) оцiнюємо послiдовно за допомогою оцiн-
ки (63) та нерiвностi (19). Повторюючи мiркування, якi
наведено в [16], одержуємо

|∂k2x2
K1l(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cl

(π
c

)l−1 Γl(m1γ1)

Γ(lm1γ1)
×

×β(t)(B(t, τ))−M−1+lm1γ1−m2|k2|Ed2c2 (t, τ, x, ξ),

k2 ∈ Zn2
+ , l ≥ 1, (66)

де c2 < c1, d2 > d1 > d, c i d – сталi з оцiнок (46), Γ –

гамма-функцiя Ейлера.
Оцiнки (66) гарантують абсолютну та рiвномiрну

збiжнiсть ряду

∞∑
l=1

∂k2x2
K1l(t, x; τ, ξ; y2) = ∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2)

та оцiнку
|∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c2 (t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y2 ∈ Rn2 , k2 ∈ Zn2
+ . (67)

де сталi c2 i d2 такi самi, як у (66). Отже, функцiя Q1

задовольняє умову 5) з γ = m1γ1 i |k2| = 1.
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Далi доведемо, що функцiя Q1 задовольняє умову
4, тобто одержимо потрiбнi оцiнки приростiв цiєї фун-
кцiї. Для цього оцiнимо прирости ∆zs

xs
∂k2x2

Q1, s ∈ {1, 2},
k2 ∈ Zn2

+ .

Зауваження 4. Оцiнки цих приростiв досить вико-
нати у випадку, коли |xs−zs|1/ms ≤ 1

4B(t, τ), s ∈ {1, 2}.
Якщо |xs−zs|1/ms > 1

4B(t, τ), то потрiбнi оцiнки приро-
стiв безпосередньо випливають з оцiнок (67). За умови
|xs − zs|1/ms ≤ 1

4B(t, τ) справджується нерiвнiсть

Ec1(t, τ, y
(s), ξ) ≤ C1Ec0(t, τ, x, ξ), (68)

де c0 ∈ (0, c1), y(s) – точка на вiдрiзку прямої, що спо-
лучає точки x i z(s).

За допомогою рiвностей (57) i (60), оцiнок (63) i (67)
та нерiвностi (19) отримуємо таке зображення:

∂k2x2
Q1(t, x; τ, ξ; y2) = ∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2)+

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k2x2
K1(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

K1(t, x; θ, λ; y2)∂
k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y2 ∈ Rn2 , k2 ∈ Zn2
+ . (69)

Розглянемо спершу прирости ∂k2x2
Q1, k2 ∈ Zn2

+ , за
змiнною x2. За допомогою (69) записуємо зображення

∆z2
x2
∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2) = ∆z2
x2
∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2)+

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z2
x2
∂k2x2

K1(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

n2∑
j=1

t∫
t1

dθ

α(θ)

x2j∫
z2j

(
∂ζ2j

∫
Rn

K1(t, ζ
(j)
2 ; θ, λ; y2)×

×∂k2λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ

)
dζ2j =:

3∑
k=1

Q2
1k, (70)

в якому t1 таке, як вище, а

ζ
(j)
2 :=

(
x1, (z21, . . . , z2(j−1), ζ2j , x2(j+1), . . . , x2n2

)
)
,

j ∈ {1, . . . , n2}.

Оцiнимо доданки з (70): в Q2
13 попередньо перенесе-

мо диференцiювання ∂ζ2j на другий спiвмножник i кори-
стуватимемося нерiвностями (19), (63), (64), (67) i (68).
Маємо

|Q2
11| ≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ

0
2×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+γ0
2)Ed1c0 (t, τ, x, ξ), (71)

|Q2
12| ≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ

0
2

t1∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

(B(t, θ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+γ0
2)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed1c0 (t, θ, x, λ)E
d2
c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ
0
2 (B(t, t1))

−m2(|k2|+γ0
2)×

×
t1∫
τ

(B(t, θ))−1+m1γ1(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Ed1c0 (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+γ0
2)Ed2c3 (t, τ, x, ξ), (72)

|Q2
13| ≤

∣∣∣∣∣
n2∑
j=1

t∫
t1

dθ

α(θ)

x2j∫
z2j

( ∫
Rn

∣∣∣K1(t, ζ
(j)
2 ; θ, λ; y2)

∣∣∣×
×
∣∣∣∂k2λ2

∂λ2j
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)

∣∣∣ dλ ) dζ2j
∣∣∣∣∣ ≤

≤ Cβ(t)

n2∑
j=1

t∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

x2j∫
z2j

(
(B(t, θ))−M−1+m1γ1×

×
∫
Rn

(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+1)×

×Ed1c1 (t, θ, ζ
(j)
2 , λ)Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ

)
dζ2j ≤

≤ Cβ(t)

n2∑
j=1

|z2j − x2j |(B(t1, τ))
−m2(|k2|+1)×

×
t∫

t1

(B(t, θ))−1+m1γ1(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Ed1c1 (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+γ0
2)Ed2c3 (t, τ, x, ξ). (73)

З рiвностi (70), нерiвностей (71)–(73) i (67) випливає
оцiнка

|∆z2
x2
∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|+γ0
2)×

×(Ed2c3 (t, τ, x, ξ) + Ed2c3 (t, τ, z
(2), ξ)),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

{x2, y2, z2} ⊂ Rn2 , k2 ∈ Zn2
+ . (74)

Щоб оцiнити прирости ∂k2x2
Q1, k2 ∈ Zn2

+ , за змiнною
x1, на пiдставi (69) записуємо зображення

∆z1
x1
∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2) = ∆z1
x1
∂k2x2

K1(t, x; τ, ξ; y2)+

52 МАТЕМАТИКА

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Про фундаментальний розв’язок задачi Кошi для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z1
x1
∂k2x2

K1(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

η1∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z1
x1
K1(t, x; θ, λ; y2)∂

k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t∫
η1

dθ

α(θ)

∫
Rn

K1(t, x; θ, λ; y2)∂
k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ−

−
t∫

η1

dθ

α(θ)

∫
Rn

K1(t, z
(1); θ, λ; y2)∂

k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ =:

=:
5∑
k=1

Q1
1k, B(t, η1) = |x1 − z1|1/m1 . (75)

Доданки з (75) оцiнюємо аналогiчно до оцiнок до-
данкiв з (70), припускаючи, що |x1−z1|1/m1 ≤ B(t, τ)/4.
Маємо

|Q1
11| ≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−1−m2|k2|Ed1c0 (t, τ, x, ξ),

|Q1
12| ≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ1

t1∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

(B(t, θ))−M−1−m2|k2|Ed1c0 (t, θ, x, λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤ Cβ(t)×

×|x1 − z1|γ1(B(t, t1))
−1−m2|k2|

t1∫
τ

(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Ed1c0 (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ),

|Q1
13| ≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ

′
1

η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

(B(t, θ))−M−1+m1(γ1−γ
′
1)Ed1c1 (t, θ, x, λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ
′
1(B(t1, τ))

−1+m1γ1−m2|k2|×

×
η1∫
t1

(B(t, θ))−1+m1(γ1−γ
′
1)
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
∫
Rn

Ed1c1 (t, θ, x, λ)E
d2
c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ

) β(θ)
α(θ)

dθ ≤

≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ
′
1(B(t, η1))

m1(γ1−γ
′
1)×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ) ≤

≤ Cβ(t)|x1 − z1|γ
′
1(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|×

×|x1 − z1|γ1−γ
′
1Ed2c3 (t, τ, x, ξ) = Cβ(t)|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ), γ
′

1 < γ1.

Доданки Q1
14 i Q1

15 оцiнюються однаково. Оцiнимо
перший з них. Маємо

|Q1
14| ≤ Cβ(t)

t∫
η1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−1+m1γ1×

×Ed1c1 (t, θ, x, λ)(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤ Cβ(t)(B(η1, τ))
−1+m1γ1−m2|k2|×

×
t∫

η1

(B(t, θ))−1+m1γ1
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
∫
Rn

Ed1c1 (t, θ, x, λ)E
d2
c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ

) β(θ)
α(θ)

≤ Cβ(t)×

×|x1 − z1|γ1(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ),

оскiльки B(η1, τ) = B(t, τ)− |x1 − z1|1/m1 ≥ 3
4B(t, τ).

Iз формули (75), одержаних вище оцiнокQ1
1k та оцiн-

ки (74) випливають оцiнки

|∆zs
xs
∂k2x2

Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|−msγ
0
s×

×(Ed2c3 (t, τ, x, ξ) + Ed2c3 (t, τ, z
(s), ξ)),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

{y2, z2} ⊂ Rn2 , k2 ∈ Zn2
+ , s ∈ {1, 2}. (76)

В оцiнках (76) γ1 – число з умови 3), γ01 = γ1, γ02 –
довiльне число з промiжку (0, 1]. З цих оцiнок випли-
ває, що функцiя Q1 задовольняє й умову 4 з γ = m1γ1,
γ1 = γ01 , γ2 = γ02 . Отже, апрiорнi припущення щодо Q1

правильнi.
З наведеного вище випливає, що для iнтегрального

рiвняння (57) iснує розв’язок Q1, який задовольняє умо-
ви 3 i 4. Це дає змогу встановити факт iснування всiх
похiдних вiд об’ємного потенцiалу W1 з (44), що вхо-
дять у рiвняння (42), та, отже, довести iснування ФРЗК
Z1 для цього рiвняння. Похiднi вiд функцiї W1 визнача-
ються формулами (35) – (37), в яких замiсть W0, G0 i f
треба взяти вiдповiдно W1, Z0 i Q1. На пiдставi лем 3 i
4 для похiдних вiд W1 справджуються оцiнки (38), (39) i
(41) з вiдповiдними числами γ. Звiдси та з леми 5 випли-
вають вiдповiднi оцiнки ФРЗК Z1. Але для подальшого
потрiбнi оцiнки приростiв похiдних вiд функцiї Z1 i її
властивостi як функцiї параметра y2. Для цього досить
установити вiдповiднi властивостi функцiї W1. Цi вла-
стивостi наведемо у пунктi 4.
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III. Властивостi об’ємного потенцiалу W1

Оцiнимо прирости похiдних вiд W1. На пiдставi за-
уваження 4 досить розглянути випадок |xs − zs|1/ms ≤
1
4B(t, τ), s ∈ {1, 2}. Спочатку оцiнимо ∆z1

x1
∂k1x1

W1,
|k1| ≤ 2. Користуючись вiдповiдно змiненими форму-
лами (35) i (36), запишемо зображення

∆z1
x1
∂k1x1

W1(t, x; τ, ξ; y2) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z1
x1
∂k1x1

Z0(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

η1∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z1
x1
∂k1x1

Z0(t, x; θ, λ; y2)×

×∆
X(t,θ)
λ Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

t∫
η1

dθ

α(θ)
×

×
∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)∆

X(t,θ)
λ Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ−

−
t∫

η1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1z1Z0(t, z
(1); θ, λ; y2)×

×∆
Z(1)(t,θ)
λ Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

η1∫
t1

∆z1
x1

( ∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)dλ

)
×

×Q1(θ,X(t, θ); τ, ξ; y2)
dθ

α(θ)
+

+

t∫
η1

( ∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)dλ

)
×

×Q1(θ,X(t, θ); τ, ξ; y2)
dθ

α(θ)
−

−
t∫

η1

( ∫
Rn

∂k1z1Z0(t, z
(1); θ, λ; y2)dλ

)
×

×Q1(θ, Z
(1)(t, θ); τ, ξ; y2)

dθ

α(θ)
=:

7∑
j=1

W 1
1j , (77)

де числа t1 i η1 такi, як вище.
Доданок W 1

11 оцiнюємо за допомогою нерiвностей
(47), (67) i (19):

|W 1
11| ≤ C

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

|∆z1
x1
∂k1x1

Z0(t, x; θ, λ; y2)|×

×|Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)|dλ ≤ C|x1 − z1|γ
0
1×

×
t1∫
τ

(B(t, θ))−m1(|k1|+γ0
1)(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Edc (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C|x1 − z1|γ
0
1×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1+γ0
1)Ed2c3 (t, τ, x, ξ). (78)

Щоб оцiнити W 1
12, використаємо оцiнки (47) з γ01≥γ1

i (76). Тодi отримаємо

|W 1
12| ≤ C

η1∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

|∆z1
x1
∂k1x1

Z0(t, x; θ, λ; y2)|×

×|∆X(t,θ)
λ Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)|dλ ≤ C

η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0

1)×

×Edc (t, θ, x, λ)
[
|x1 − λ1|γ1(B(θ, τ))−M−1×

×
(
Ed2c3 (θ, τ,X(t, θ), ξ) + Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)

)
+

+|X2(t, θ)− λ2|γ
0
2 (B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ

0
2×

×
(
Ed2c3 (θ, τ, λ, ξ) + Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)

)]
dλ =

= C
[ η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0

1)×

×(B(θ, τ))−M−1|x1 − λ1|γ1Edc (t, θ, x, λ)×

×Ed2c3 (θ, τ,X(t, θ), ξ)dλ+

η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|x1 − z1|γ
0
1×

×(B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0
1)(B(θ, τ))−M−1|x1 − λ1|γ1×

×Edc (t, θ, x, λ)Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ+

+

η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0

1)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ
0
2 |X2(t, θ)− λ2|γ

0
2×

×Edc (t, θ, x, λ)Ed2c3 (θ, τ, λ, ξ)dλ+

η1∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0

1)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ
0
2 |X2(t, θ)− λ2|γ

0
2×

×Edc (t, θ, x, λ)Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ
]
=:

=: C

4∑
j=1

W 1j
12 . (79)
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Доданки суми (79) оцiнюються за допомогою нерiв-
ностей (19) – (23), рiвностi (17) i того, що

η1∫
t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1+γ0
1)
β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C


(B(t, τ))1−m1|k1|,
якщо |k1| < 2, γ01 = γ1,

(B(t, η1))
m1(γ1−γ0

1) = |x1 − z1|γ1−γ
0
1 ,

якщо |k1| = 2, γ01 > γ1.

Для прикладу оцiнимо доданок W 11
12 . Mаємо

W 11
12 ≤ |x1 − z1|γ

0
1 (B(t1, τ))

−M−1×

×
η1∫
t1

(B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0
1)Ed2c3 (θ, τ,X(t, θ), ξ)×

×β(θ)
α(θ)

dθ

∫
Rn

|x1 − λ1|γ1Edc (t, θ, x, λ)dλ ≤

≤ C|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, τ))−M−1Ed2c3 (t, τ, x, ξ)×

×
η1∫
t1

(B(t, θ))−M−m1(|k1|+γ0
1−γ1) β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

Ec0(t, θ, x, λ)dλ ≤ C|x1 − z1|γ
0
1 (B(t, τ))−M−1×

×Ed2c3 (t, τ, x, ξ)
η1∫
t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1+γ0
1)
β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C|x1 − z1|γ1(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c3 (t, τ, x, ξ).

Аналогiчно оцiнюючи iншi доданки суми (79), прийде-
мо до оцiнки

|W 1
12| ≤ C|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c4 (t, τ, x, ξ). (80)

Вирази W 1
13 i W 1

14 оцiнюються однаково, оцiнимо
перший з них. За допомогою (46) i (76) отримуємо

|W 1
13| ≤ C

[ t∫
η1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|×

×Edc (t, θ, x, λ)|x1 − λ1|γ1(B(θ, τ))−M−1×

×Ed2c3 (θ, τ,X(t, θ), ξ)dλ+

t∫
η1

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|Edc (t, θ, x, λ)|x1 − λ1|γ1×

×(B(θ, τ))−M−1Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ+

+

t∫
η1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|Edc (t, θ, x, λ)×

×|X2(t, θ)− λ2|γ
0
2 (B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ

0
2×

×Ed2c3 (θ, τ, λ, ξ)dλ+

t∫
η1

β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|Edc (t, θ, x, λ)×

×|X2(t, θ)− λ2|γ
0
2 (B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ

0
2×

×Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ
]
=: C

4∑
k=1

W 1k
13 . (81)

На основi (17), (21) i (22) маємо

W 11
13 ≤ C(B(t1, τ))

−M−1Ed2c3 (t, τ, x, ξ)×

×
t∫

η1

(B(t, θ))−M−m1(|k1|−γ1) β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

Ec0(t, θ, x, λ)dλ ≤ C|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c3 (t, τ, x, ξ).

Використовуючи (12), (16), (18) i (21), а також нерiв-
нiсть (23) з c = c3 < c0/2, де c0 – стала з оцiнки (21),
одержимо

W 12
13 ≤ C(B(t1, τ))

−M−1E
(2)
c3/2

(t, τ,X2(t, τ)− ξ2)×

×
t∫

η1

(B(t, θ))−M−m1(|k1|−γ1) β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

E(1)
c0 (t, θ, x1 − λ1)E

(2)
c0 (t, θ,X2(t, θ)− λ2)E

d(t, θ)×

×E(1)
−c3(t, θ, x1 − λ1)E

(1)
c3 (θ, τ, λ1 − ξ1)E

d2(θ, τ)dλ ≤

≤ C(B(t, τ))−M−1E
(2)
c3/2

(t, τ,X2(t, τ)− ξ2)E
d2(t, τ)×

×
t∫

η1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1)
( ∫
Rn1

(B(t, θ))−m1n1×

×E(1)
c0−c3(t, θ, x1 − λ1)E

(1)
c3 (θ, τ, λ1 − ξ1)dλ1

)
×

×
( ∫
Rn2

(B(t, θ))−m2n2E(2)
c0 (t, θ,X2(t, θ)− λ2)dλ2

)
×

×β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C(B(t, τ))−M−1E
(2)
c3/2

(t, τ,X2(t, τ)− ξ2)×

×E(1)
c3 (t, τ, x1 − ξ1)E

d2(t, τ)|x1 − z1|1/m1−|k1|+γ1 ≤

≤ C|x1 − z1|γ1(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c3/2(t, τ, x, ξ).

За допомогою (21) i (19), узявши γ02 = γ1/3, отриму-
ємо

W 13
13 ≤ C(B(t1, τ))

−1+m1γ1−m2γ
0
2×
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×
t∫

η1

(B(t, θ)−m1|k1|+m2γ
0
2

(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
∫
Rn

Edc0(t, θ, x, λ)E
d2
c3 (θ, τ, λ, ξ)dλ

) β(θ)
α(θ)

dθ ≤

≤ C|x1 − z1|γ1(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c4 (t, τ, x, ξ).

Iнтеграл W 14
13 оцiнюється аналогiчно до W 12

13 .
Iз (79) та оцiнок W 1k

13 , k ∈ {1, 2, 3, 4}, випливає оцiн-
ка

|W 1
13| ≤ C|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed2c4 (t, τ, x, ξ). (82)

Вираз W 1
15 оцiнюємо за допомогою оцiнок (50), (67)

i (22). Маємо

|W 1
15| ≤ C|x1−z1|γ

0
1

η1∫
t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1+γ0
1)Ed(t, θ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed2c2 (θ, τ,X(t, θ), ξ)
β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C|x1 − z1|γ
0
1 (B(t1, τ))

−M−1+m1γ1Ed2c2 (t, τ, x, ξ)×

×
η1∫
t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1+γ0
1)
β(θ)

α(θ)
dθ ≤ C|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−m1|k1|+m1γ1Ed2c2 (t, τ, x, ξ), (83)

де γ01 = γ1, якщо |k1| < 2, i γ01 > γ1 для |k1| = 2.
Вирази W 1

16, W
1
17 оцiнюємо аналогiчно. Для першого

з них за допомогою оцiнок (49), (67) i (22) отримаємо

|W 1
16| ≤ C

t∫
η1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1)Ed(t, θ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed2c2 (θ, τ,X(t, θ), ξ)
β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C(B(t1, τ))
−M−1+m1γ1Ed2c2 (t, τ, x, ξ)×

×
t∫

η1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1) β(θ)

α(θ)
dθ ≤ C|x1 − z1|γ1×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)Ed2c2 (t, τ, x, ξ). (84)

Iз зображення (77) i нерiвностей (78), (80), (82)–(84)
випливає оцiнка

|∆z1
x1
∂k1x1

W1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ C|x1 − z1|γ
0
1×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1+γ0
1)×

×(Ed2c4 (t, τ, x, ξ) + Ed2c4 (t, τ, z
(1), ξ)),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

z1 ∈ Rn1 , y2 ∈ Rn2 , |k1| ≤ 2, γ01 ∈ (0, γ1]. (85)

Перейдемо до оцiнок приростiв ∂k1x1
W1, |k1| ≤ 2, за

змiнною x2. Для цього використаємо таке зображення:

∆z2
x2

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ =

=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

(
∂ζ2j

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)×

×Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ
)
dζ2j =

=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

( ∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)×

×∂λ2jQ1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ
)
dζ2j =

=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)×

×∆
X(j)(t,θ)
λ ∂λ2j

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2) dλdζ2j+

+

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)dλ ×

×
(
∂λ2j

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)
)∣∣∣
λ=X(j)(t,θ)

dζ2j ,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

{z2, y2} ⊂ Rn2 , k1 ∈ Zn1
+ , |k1| ≤ 2, (86)

де ζ
(j)
2 таке, як вище, X(j)(t, θ) := X(t, θ)

∣∣∣
x=ζ

(j)
2

,

j ∈ {1, . . . , n2}. Обґрунтування (86) здiйснюється за до-
помогою оцiнок (46), (67) i (74) та рiвностi (56).

На пiдставi рiвностей (86) запишемо зображення

∆z2
x2
∂k1x1

W1(t, x; τ, ξ; y2) :=
3∑
j=1

W 2
1j , |k1| ≤ 2, (87)

де

W 2
11 :=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z2
x2
∂k1x1

Z0(t, x; θ, λ; y2)×

×Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ,

W 2
1l :=

n2∑
j=1

x2j∫
z2j

W 2j
1l (t, ζ

(j)
2 ; τ, ξ; y2)dζ2j , l ∈ {2, 3},

W 2j
12 (t, ζ

(j)
2 x; τ, ξ; y2) :=

:=

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)×

×∆
X(j)(t,θ)
λ ∂λ2j

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ,

W 2j
13 (t, ζ

(j)
2 x; τ, ξ; y2) :=
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:=

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)dλ×

×
(
∂λ2jQ1(θ, λ; τ, ξ; y2)

)∣∣∣
λ=X(j)(t,θ)

.

Оцiнимо W 2
11 за допомогою (47), (67) i (19) за умови

|x2 − z2|1/m2 ≤ 1
4B(t, τ). Маємо

|W 2
11| ≤ C

t1∫
τ

( ∫
Rn

|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−m2γ
0
2Edc (t, θ, x, λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
)
×

×β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2γ
0
2Ed2c3 (t, τ, x, ξ). (88)

Для оцiнки W 2
12 використовуємо нерiвностi (46), (76)

i (19)–(23). Спочатку отримуємо

|W 2j
12 (t, ζ

(j)
2 ; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

|∂k1x1
Z0(t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)|×

×
(∣∣∣ ∆(λ1,X

(j)
2 (t,θ))

λ ∂λ2jQ1(θ, λ; τ, ξ; y2)
∣∣∣ +

+
∣∣∣ ∆X(j)(t,θ)

(λ1,X
(j)
2 (t,θ))

∂λ2jQ1(θ, λ; τ, ξ; y2)
∣∣∣
λ=X(j)(t,θ)

∣∣∣) ×

×dλ ≤ C

t∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|×

×Edc (t, θ, ζ
(j)
2 , λ)

(
|X(j)

2 (t, θ)− λ2|γ
0
2×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2(1+γ
0
2)×

×
(
Ed2c3 (θ, τ, λ, ξ) + Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X

(j)
2 (t, θ)), ξ)

)
+

+|x1 − λ1|γ
0
1 (B(θ, τ))−M−1+m1(γ1−γ0

1)−m2×

×
(
Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X

(j)
2 (t, θ)), ξ)+

+Ed2c3 (θ, τ,X
(j)(t, θ), ξ)

))
dλ ≤

≤ C(B(t1, τ))
−1+m1γ1−m2(1+γ

0
2)×

×
t∫

t1

(B(t, θ))−m1|k1|+m2γ
0
2
β(θ)

α(θ)
dθ(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
( ∫
Rn

Edc0(t, θ, ζ
(j)
2 , λ)Ed2c3 (θ, τ, λ, ξ)dλ+

+

∫
Rn

Edc0(t, θ, ζ
(j)
2 , λ)Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X

(j)
2 (t, τ)), ξ)dλ

)
+

+C(B(t1, τ))
−1+m1(γ1−γ0

1)−m2×

×
t∫

t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ0
1)
β(θ)

α(θ)
dθ(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
( ∫
Rn

Edc0(t, θ, ζ
(j)
2 , λ)Ed2c3 (θ, τ, (λ1, X

(j)
2 (t, θ)), ξ)dλ+

+

∫
Rn

Edc0(t, θ, ζ
(j)
2 , λ)Ed2c3 (θ, τ,X

(j)(t, θ), ξ)dλ
)
≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2Ed2c4 (t, τ, ζ
(j)
2 , ξ),

тому за допомогою (68) при |x2 − z2|1/m2 ≤ 1
4B(t, τ)

маємо

|W 2
12| ≤

n2∑
j=1

∣∣∣ x2j∫
z2j

|W 2j
12 (t, ζ

(j)
2 ; τ, ξ; y2)|dζ2j

∣∣∣≤
≤ C|x2 − z2|γ

0
2 (B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2γ

0
2×

×Ed2c4 (t, τ, x, ξ), (89)

де γ02 – довiльне число з промiжку (0, 1].
За допомогою нерiвностей (49), (67) i (22) подiбно

отримуємо

|W 2j
13 (t, ζ

(j)
2 ; θ, λ; y2)| ≤ C

t∫
t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2Ed2c2 (θ, τ,X
(j)(t, θ), ξ)×

×Ed(t, θ)β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C(B(t1, τ))
−M−1+m1γ1−m2×

×
t∫

t1

(B(t, θ))−m1(|k1|−γ1) β(θ)

α(θ)
dθEd2c2 (t, τ, ζ

(j)
2 , ξ) ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2Ed2c2 (t, θ, ζ
(j)
2 , λ),

|W 2
13| ≤

n2∑
j=1

∣∣∣ x2j∫
z2j

|W 2j
13 (t, ζ

(j)
2 ; τ, ξ; y2)|dζ2j

∣∣∣≤
≤ C|x2 − z2|γ

0
2 (B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2γ

0
2×

×Ed2c2 (t, τ, x, ξ). (90)

З рiвностей (87) та оцiнок (88)–(90) випливає оцiнка

|∆z2
x2
∂k1x1

W1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ C|x2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ1)−m2γ
0
2×

×(Ed2c4 (t, τ, x, ξ) + Ed2c4 (t, τ, z
(2), ξ)), (91)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {z2, y2} ⊂ Rn2 , |k1| ≤ 2,
γ1 – число з умови 2), а γ02 – довiльне число з промiжку
(0, 1].

Перейдемо до оцiнок приростiв похiдних вiд W1 за
параметром y2 ∈ Rn2 . Оскiльки для приростiв похiдних
вiд Z0 справджуються оцiнки (48), то треба ще мати
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оцiнки приростiв вiд Q1. Щоб цi оцiнки отримати, до-
сить установити вiдповiднi оцiнки для повторних ядер
K1l, l ≥ 1, де K11 := K1.

За допомогою рiвностi (59) для k2 ∈ Zn2
+ запишемо

зображення

∆z2
y2∂

k2
x2
K11(t, x; τ, ξ; y2) = β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, (x1, y2))×

×∆z2
y2∂x1j∂x1l

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2) + β(t)×

×
n1∑

j, l=1

∆z2
y2ajl(t, (x1, y2))∂x1j∂x1l

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2)+

+β(t)

n1∑
j, l=1

∆y2
z2ajl(t, (ξ1, z2))×

×∂x1j
∂x1l

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2) + β(t)×

×
n1∑
j=1

∆ξ1
x1
aj(t, (x1, y2))∆

z2
y2∂x1j

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆z2
y2aj(t, (x1, y2))∂x1j

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆y2
z2aj(t, (ξ1, z2))∂x1j

∂k2x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2)+

+∆ξ1
x1
a0(t, (x1, y2))∆

z2
y2∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; y2)+

+∆z2
y2a0(t, (x1, y2))∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2)+

+∆y2
z2a0(t, (ξ1, z2))∂

k2
x2
Z0(t, x; τ, ξ; z2).

Використовуючи оцiнки (46) i (48), нерiвностi (4),
якщо h = τ , i те, що

(B(t, τ))pEd(t, τ) ≤ (β(t))p(A(t, τ))pEd(t, τ) ≤

≤ (β(T ))pEd1(t, τ), 0 < τ < t ≤ T, p > 0, d1 > d,

отримаємо

|∆z2
y2∂

k2
x2
K11(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|y2 − z2|γ

0
2×

×(B(t, τ))−M−1−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Ed1c1 (t, τ, x, ξ),

γ02 ∈ (0, γ2]. (92)

Далi користуємось зображенням

∆z2
y2∂

k2
x2
K12(t, x; τ, ξ; y2) =

t1∫
τ

dθ

α(θ)
×

×
∫
Rn

∆z2
y2∂

k2
x2
K11(t, x; θ, λ; y2)K11(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k2x2
K11(t, x; θ, λ; y2)×

×∆z2
y2K11(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

t∫
t1

dθ

α(θ)
×

×
∫
Rn

∆z2
y2K11(t, x; θ, λ; y2)∂

k2
λ2
K11(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

K11(t, x; θ, λ; z2)∆
z2
y2∂

k2
λ2
K11(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ

й оцiнюємо його доданки за допомогою оцiнок (63) i
(92) та нерiвностi (19). Маємо

|∆z2
y2∂

k2
x2
K12(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)×

×
t1∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|y2 − z2|γ2(B(t, θ))−M−1−m2|k2|×

×Ed1c1 (t, θ, x, λ)(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed1c1 (θ, τ, λ, ξ)dλ+

+Cβ(t)

t1∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−1+m1γ1−m2|k2|×

×Ed1c1 (t, θ, x, λ)|y2 − z2|γ2(B(θ, τ))−M−1+m2γ2×

×Ed1c1 (θ, τ, λ, ξ)dλ+ Cβ(t)

t∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|y2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, θ))−M−1+m2(γ2−γ0
2)Ed1c1 (t, θ, x, λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2|k2|Ed1c1 (θ, τ, λ, ξ)dλ+

+Cβ(t)

t∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−1+m1γ1Ed1c1 (t, θ, x, λ)×

×|y2−z2|γ2(B(θ, τ))−M−1−m2(|k2|−γ2)Ed1c1 (θ, τ, λ, ξ)dλ≤

≤ Cβ(t)|y2 − z2|γ
0
2 (B(t, τ))−M−1+m1γ1−m2(|k2|−γ2+γ0

2)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ), γ
0
2 ∈ (0, γ2).

За iндукцiєю отримуємо

|∆z2
y2∂

k2
x2
K1l(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|y2 − z2|γ

0
2×

×(B(t, τ))−M−m1(2−lγ1+γ1)−m2(|k2|−γ2+γ0
2)×

×Ed2c2 (t, τ, x, ξ), l ≥ 2, γ02 ∈ (0, γ2).

Наслiдком цих оцiнок є оцiнка

|∆z2
y2∂

k2
x2
Q1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ Cβ(t)|y2 − z2|γ

0
2×

×(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Ed2c2 (t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

{y2, z2} ⊂ Rn2 , k2 ∈ Zn2
+ , γ02 ∈ (0, γ2). (93)

Цю оцiнку використовуватимемо для оцiнки приро-
сту за параметром y2 ∈ Rn2 похiдних за x2 вiд W1. За-
пишемо зображення

∆z2
y2∂

k2
x2
W1(t, x; τ, ξ; y2) =
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=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z2
y2∂

k2
x2
Z0(t, x; θ, λ; y2)Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k2x2
Z0(t, x; θ, λ; z2)∆

z2
y2Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆z2
y2Z0(t, x; θ, λ; y2)∂

k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z0(t, x; θ, λ; z2)∆
z2
y2∂

k2
λ2
Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dλ =:

=:
4∑
k=1

Lk. (94)

Використовуючи оцiнки (48) з h = τ , (67) i (19), ма-
ємо

|L1| ≤ C|y2 − z2|γ2
t1∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m2|k2|×

×Edc (t, θ, x, λ)(B(θ, τ))−M−1+m1γ1Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C|y2 − z2|γ2(B(t, t1))
−m2

t1∫
τ

(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Edc (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C|y2 − z2|γ2×

×(B(t, τ))−M+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ).

На пiдставi оцiнок (46), (93) i (19) отримуємо

|L2| ≤ C|y2 − z2|γ
0
2

t1∫
τ

(B(t, θ))−m2|k2|×

×(B(θ, τ))−1−m2(γ
0
2−γ2)

(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
∫
Rn

Edc (t, θ, x, λ)E
d2
c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ

) β(θ)
α(θ)

dθ ≤

≤ C|y2 − z2|γ
0
2 (B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0

2)Ed2c3 (t, τ, x, ξ).

Аналогiчно за допомогою оцiнок (46), (48), (67) i (93)
маємо

|L3| ≤ C|y2 − z2|γ2
t∫

t1

(B(θ, τ))−1+m1γ1−m2|k2|×

×
(∫
Rn

(B(t, θ)B(θ, τ))−MEdc (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
) β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C|y2 − z2|γ2×

×(B(t, τ))−M+m1γ1−m2|k2|Ed2c3 (t, τ, x, ξ),

|L4| ≤ C|y2 − z2|γ
0
2

t∫
t1

(B(θ, τ))−1−m2(|k2|−γ2+γ0
2)×

×
( ∫
Rn

(B(t, θ)B(θ, τ))−MEdc (t, θ, x, λ)×

×Ed2c2 (θ, τ, λ, ξ)dλ
)β(θ)
α(θ)

dθ ≤ C|y2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Ed2c3 (t, τ, λ, ξ).

З формули (94) та одержаних оцiнок виразiв Lk,
k ∈ {1, ..., 4}, випливає оцiнка

|∆z2
y2∂

k2
x2
W1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤ C|y2 − z2|γ

0
2×

×(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Ed2c3 (t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,
{y2, z2} ⊂ Rn2 , k2 ∈ Zn2

+ , γ02 ∈ (0, γ2). (95)

IV. Основнi результати першого етапу по-
будови ФРЗК

Наведемо результати першого етапу побудови ФРЗК
Z, а саме побудови й дослiдження ФРЗК Z1 для рiвнян-
ня (42).

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1 i 2. Тодi
для рiвняння (42) iснує ФРЗК Z1, для якого справджую-
ться оцiнки

|∂kxZ1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤
≤ C(B(t, τ))−M−Mk0Edc (t, τ, x, ξ), (96)

|SZ1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤
≤ C(B(t, τ))−M−1Edc (t, τ, x, ξ), (97)

|∆zs
xs
∂kxZ1(t, x; τ, ξ; y2)| ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−Mk0−msγ

0
s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Edc (t, τ, z
(s), ξ)), (98)∣∣∣ ∆z2

y2∂
k2
x2
Z1(t, x; τ, ξ; y2)

∣∣∣≤ C|y2 − z2|γ
0
2×

×(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0
2)Edc (t, τ, x, ξ); (99)∣∣∣ ∫

Rn

∂k1x1
Z1(t, x; τ, ξ; y2)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m1(|k1|−γ1)Ed(t, τ), (100)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn

∂k1x1
Z1(t, x; τ, ξ; y2)dξ

∣∣∣≤ C|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−m1(|k1|−γ1)−msγ
0
sEd(t, τ), (101)∣∣∣ ∫

Rn2

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m1n1−m2(|k2|−γ2)×
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×E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1)E

d(t, τ), (102)∣∣∣ ∫
Rn

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m2(|k2|−γ2)Ed(t, τ), (103)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {ys, zs} ⊂ Rns ,
s ∈ {1, 2}, γ01 ∈ (0, γ1], γ02 ∈ (0, 1] в (98) i γ02 ∈ (0, γ2) в
(99), (101), γ1, γ2 – числа з умови 2), k := (k1, k2) ∈ Zn+,
причому |k1| ≤ 2, k2 ∈ Zn2

+ у (96) – (99), а в (100) – (103)
k1 ̸= 0 i k2 ̸= 0.

� Доведення. Оцiнки (96)–(99) випливають iз
вiдповiдних оцiнок Z0 i W1, встановлених у пунктах 3
i 4. Для одержання оцiнок (100) i (101) скористаємо-
ся формулою (43) i тим, що на пiдставi (49) i (50) такi
оцiнки справджуються для Z0. Щоб довести, що вони
правильнi й для W1, використаємо оцiнки∣∣∣ ∫

Rn

Q1(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤

≤ C(B(t, τ))−1+m1γ1Ed(t, τ) (104)

i ∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn

Q1(t, x; τ, ξ; y2)dξ
∣∣∣≤ C|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−1+m1γ1−msγ
0
sEd(t, τ), (105)

якi безпосередньо випливають з оцiнок (67) i (76) та рiв-
ностi (17). За допомогою означення (44) для W1 запису-
ємо зображення∫

Rn

∂k1x1
W1(t, x; τ, ξ; y2)dξ =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)×

×
( ∫
Rn

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dξ
)
dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)×

×
(
∆
X(t,θ)
λ

∫
Rn

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dξ
)
dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

( ∫
Rn

∂k1x1
Z0(t, x; θ, λ; y2)dλ

)
×

×
∫
Rn

Q1(θ,X(t, θ); τ, ξ; y2)dξ.

Оцiнивши його доданки за допомогою оцiнок (46),
(49), (104) i (105), рiвностi (17) та нерiвностей (21)–(23),
подiбно до попереднього отримуємо∣∣∣ ∫

Rn

∂k1x1
W1(t, x; τ, ξ; y2)dξ

∣∣∣≤

≤ C(B(t, τ))−m1(|k1|−γ1)Ed(t, τ).

Аналогiчно доводимо оцiнку (101) .
Залишилось отримати оцiнки (102) i (103). Для цього

зауважимо, що справджується рiвнiсть

∂k2x2

∫
Rn2

Q1(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 = 0, k2 ∈ Zn2
+ \ {0}. (106)

Ця рiвнiсть випливає з аналогiчних рiвностей для по-
вторних ядер K1l, l ≥ 2, якi є наслiдками означення цих
ядер i рiвностей (55) для Z0. За допомогою рiвностей
(55) i (106) одержуємо рiвностi

∂k2x2

∫
Rn2

W1(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn1

(
∂k2x2

∫
Rn2

Z0(t, x; θ, λ; y2)dλ2

)
×

×
( ∫
Rn2

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dξ2

)
dλ1+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z0(t, x; θ, λ; y2)×

×
(
∂k2λ2

∫
Rn2

Q1(θ, λ; τ, ξ; y2)dξ2

)
dλ = 0

i

∂k2x2

∫
Rn2

Z1(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 = ∂k2x2

∫
Rn2

Z0(t, x; τ, ξ; y2)dξ2+

+∂k2x2

∫
Rn2

W1(t, x; τ, ξ; y2)dξ2 = 0,

з яких на пiдставi (15), (16), (21) i (99) випливають оцiн-
ки ∣∣∣ ∂k2x2

∫
Rn2

Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ2

∣∣∣=
=
∣∣∣ ∫
Rn2

∆ξ2
y2∂

k2
x2
Z1(t, x; τ, ξ; y2)

∣∣∣
y2=X2(t,τ)

dξ2

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2+γ0

2)×

×
∫

Rn2

|X2(t, τ)− ξ2|γ
0
2Edc (t, τ, x, ξ)dξ2 ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m2(|k2|−γ2)
∫

Rn2

Edc0(t, τ, x, ξ)dξ2 ≤

≤ C(B(t, τ))−m1n1−m2(|k2|−γ2)E(1)
c1 (t, τ, x1−ξ1)Ed(t, τ),∣∣∣ ∫

Rn

∂k2x2
Z1(t, x; τ, ξ; ξ2)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m2(|k2|−γ2)Ed(t, τ). �
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V. Другий етап побудови ФРЗК

Перейдемо до завершального етапу побудови ФРЗК
Z для рiвняння (1), який шукаємо у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = Z2(t, x; τ, ξ) +W2(t, x; τ, ξ), (107)

в якому функцiя

Z2(t, x; τ, ξ) := Z1(t, x; τ, ξ; ξ2),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (108)

є параметриксом, побудованим за ФРЗК Z1 з пунктiв 3–
5, а

W2(t, x; τ, ξ) :=

:=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z2(t, x; θ, λ)Q2(θ, λ; τ, ξ)dλ, (109)

де Q2 – невiдома функцiя.
Властивостi параметриксу Z2 мiстяться в лемi 6, яка

безпосередньо випливає з теореми 2 та означення (108).

Лема 6. За умов 1) i 2) правильнi такi оцiнки:

|∂kxZ2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−Mk0Edc (t, τ, x, ξ), (110)

|SZ2(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1Edc (t, τ, x, ξ), (111)

|∆zs
xs
∂kxZ2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−Mk0−msγ

0
s×

×(Edc (t, τ, x, ξ) + Ec(t, τ, z
(s), ξ)), (112)∣∣∣ ∫

Rn

∂k1x1
Z2(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m1(|k1|−γ1)Ed(t, τ), (113)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn

∂k1x1
Z2(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣≤ C|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−m1(|k1|−γ1)−msγ
0
sEd(t, τ), (114)∣∣∣ ∫

Rn2

∂k2x2
Z2(t, x; τ, ξ)dξ2

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m1n1−m2(|k2|−γ2)×

×E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1)E

d(t, τ), (115)∣∣∣ ∫
Rn

∂k2x2
Z2(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣≤
≤ C(B(t, τ))−m2(|k2|−γ2)Ed(t, τ), (116)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, zs ∈ Rns , s ∈ {1, 2},
γ01 ∈ (0, γ1], γ02 ∈ (0, 1] в (110) i γ02 ∈ (0, 1) в (112), (114),
γ1, γ2 – числа з умови 2), k := (k1, k2) ∈ Zn+, причому
|k1| ≤ 2, k2 ∈ Zn2

+ у (110) – (112), а в (113) – (116) k1 ̸= 0
i k2 ̸= 0.

Нехай функцiя Q2 задовольняє умови 3 i 4. Тодi для
неї отримаємо iнтегральне рiвняння

Q2(t, x; τ, ξ) = K2(t, x; τ, ξ)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

K2(t, x; θ, λ)Q2(θ, λ; τ, ξ)dλ, (117)

в якому ядро K2 визначається формулою

K2(t, x; τ, ξ) :=
(
β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ2
x2
ajl(t, x)∂x1j

∂x1l
+

+β(t)

n1∑
j=1

∆ξ2
x2
aj(t, x)∂x1j

+∆ξ2
x2
a0(t, x)

)
Z2(t, x; τ, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (118)

Доводять iснування розв’язку iнтегрального рiвнян-
ня (117) та встановлюють потрiбнi властивостi резоль-
венти аналогiчно до того, як це робили на першому ета-
пi. З урахуванням нерiвностей (4), (21) i (110) маємо

|K2(t, x; τ, ξ)|≤Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m2γ2Ed1c1 (t, x; τ, ξ).

Ця оцiнка дає змогу одержати таку саму оцiнку для
резольвенти iнтегрального рiвняння (117), тобто оцiнку

|Q2(t, x; τ, ξ)|≤Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m2γ2Ed2c2 (t, x; τ, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (119)

Для отримання оцiнок приростiв функцiї Q2 скори-
стаємось формулами

∆zs
xs
Q2(t, x; τ, ξ) = ∆zs

xs
K2(t, x; τ, ξ)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆zs
xs
K2(t, x; θ, λ)Q2(θ, λ; τ, ξ)dλ,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2}. (120)

i оцiнками
|∆zs

xs
K2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ Cβ(t)|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1+m2γ2−msγ

0
s×

×(Ed1c1 (t, τ, x, ξ) + Ed1c1 (t, τ, z
(s), ξ)),

γ0s ∈ (0, γs), s ∈ {1, 2}. (121)

якi отримують звичайним оцiнюванням членiв таких зо-
бражень:

∆z1
x1
K2(t, x; τ, ξ) =

= β(t)

n1∑
j, l=1

∆z1
x1
ajl(t, x)∂x1j∂x1l

Z2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ2
x2
ajl(t, z

(1))∆z1
x1
∂x1j

∂x1l
Z2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j, l=1

∆x1
z1 ajl(t, (z1, ξ2))∂x1j

∂x1l
Z2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆z1
x1
aj(t, x)∂x1jZ2(t, x; τ, ξ)+
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+β(t)

n1∑
j=1

∆ξ2
x2
aj(t, z

(1))∆z1
x1
∂x1jZ2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆x1
z1 aj(t, (z1, ξ2))∂x1jZ2(t, x; τ, ξ)+

+∆z1
x1
a0(t, x)Z2(t, x; τ, ξ)+

+∆ξ2
x2
a0(t, z

(1))∆z1
x1
Z2(t, x; τ, ξ)+

+∆x1
z1 a0(t, (z1, ξ2))Z2(t, x; τ, ξ)+

+∆z2
x2
K2(t, x; τ, ξ) =

= β(t)

n1∑
j, l=1

∆ξ2
x2
ajl(t, x)∆

z2
x2
∂x1j

∂x1l
Z2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j, l=1

∆z2
x2
ajl(t, x)∂x1j

∂x1l
Z2(t, z

(2); τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆ξ2
x2
aj(t, x)∆

z2
x2
∂x1jZ2(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆z2
x2
aj(t, x)∂x1jZ2(t, z

(2); τ, ξ)+

+∆ξ2
x2
a0(t, x)∆

z2
x2
Z2(t, x; τ, ξ)+

+∆z2
x2
a0(t, x)Z2(t, z

(2); τ, ξ).

На пiдставi (118)–(121) маємо∣∣∣ ∆zs
xs
Q2(t, x; τ, ξ)

∣∣∣≤ C
(
β(t)|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−M−1+m2γ2−msγ
0
s

(
Ed1c1 (t, τ, x, ξ)+

+Ed1c1 (t, τ, z
(s), ξ)

)
+β(t)|xs − zs|γ

0
s×

×
t∫
τ

(B(t, θ)−1+m2γ2−msγ
0
s (B(θ, τ))−1+m2γ2×

×
(
(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

(
Ed1c1 (t, τ, x, ξ)+

+Ed1c1 (t, τ, z
(s))

)
Ed2c2 (θ, τ, x, ξ)dλ

) β(θ)
α(θ)

dθ
)
≤

≤ Cβ(t)|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1+m2γ2−msγ

0
s×

×
(
Ed2c3 (t, τ, x, ξ) + Ed2c3 (t, τ, z

(s), ξ)
)
,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

γ0s ∈ (0, γs), s ∈ {1, 2}. (122)

Отже, функцiя Q2 задовольняє умову 3 з показни-
ком γ = m2γ2 та умову 4 з γs = γ0s , s ∈ {1, 2}, де γ0s
– числа з оцiнок (121). Тому для функцiї W2 правильнi
формули (35), (36) i (37) та справджуються оцiнки (38)
i (39), в яких W0, G0 i f замiнено на W2, Z2 i Q2 вiд-
повiдно. Умова (34), яка є важливою для обґрунтування
диференцiйовностi потенцiалiв W0 i W1 за змiнною x2
для функцiї Q2 не виконується. Але за рахунок кращих
властивостей ядра Z2 i густини Q2 можна довести, що
потенцiал W2 має неперервнi похiднi першого порядку
за x2 та отримати їх потрiбнi оцiнки. Точнi формулюва-
ння наведено у лемi 7.

Лема 7. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (1) вико-
нуються умови 1 i 2. Тодi для функцiї (109) правильнi
формули

∂x2l
W2(t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x2l
Z2(t, x; θ, λ)Q2(θ, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn1

( ∫
Rn2

∂x2l
Z2(t, x; θ, λ)dλ2

)
×

×∆
X(t,θ)
(λ1,X2(t,θ))

Q2(θ, (λ1, X2(t, θ)); τ, ξ)dλ1+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x2l
Z2(t, x; θ, λ)∆

(λ1,X2(t,θ))
λ ×

×Q2(θ, λ; τ, ξ)dλ+

t∫
t1

∂x2l

( ∫
Rn

Z2(t, x; θ, λ)dλ
)
×

×Q2(θ,X(t, θ); τ, ξ)
dθ

α(θ)
, l ∈ {1, ..., n2},

i справджуються оцiнки

|∂x2l
W2(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m2(1−γ0
2)Ed2c3 (t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, l ∈ {1, ..., n2},

γ02 ∈ (1/3, γ2), γ2 – число з умови 2.

Пiдсумком усiх попереднiх мiркувань є подана ниж-
че теорема, яка є основним результатом статтi.

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1 i 2. Тодi
для рiвняння (1) iснує ФРЗК Z, для якого справджую-
ться оцiнки

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−Mk0Edc (t, τ, x, ξ),

|SZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1Edc (t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

k := (k1, k2) ∈ Zn+, |k1|+ 2|k2| ≤ 2.
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Висновки

У статтi запропоновано умови на коефiцiєнти уль-
трапараболiчного рiвняння типу Колмогорова з однiєю
групою змiнних виродження, яке має ще виродження на
початковiй гiперплощинi, за яких новою модифiкацiєю

звичайного методу Левi побудовано ФРЗК та одержа-
но його оцiнки. Цi результати i методика їх отриман-
ня знайдуть застосування для побудови й дослiдження
ФРЗК для загальнiших рiвнянь, а також для встановле-
ння коректної розв’язностi та iнтегрального зображення
розв’язкiв задачi Кошi.
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ON FUNDAMENTAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR ULTRA-PARABOLIC
KOLMOGOROV TYPE EQUATION WITH TWO GROUPS OF SPATIAL VARIABLES AND

WITH DEGENERATION ON THE INITIAL HYPERPLANE

O. G. Voznyaka, S. D. Ivasyshenb, c, I. P. Medynskyd

aTernopil National Economical University
11, Lvivska Str., 46004, Ternopil, Ukraine

bPidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics National Academy of Sciences of Ukraine
3-b, Naukova Str., 79060, Lviv, Ukraine

cNational Technical University of Ukraine “KPI”
37, Prosp. Peremohy, 03056, Kyiv, Ukraine

dLviv Polytechnic National University
12, S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

The fundamental solution of the Cauchy problem for a degenerate Kolmogorov type equation with
coefficients depend on two groups of spatial variables and with degenerations on the initial hyperplane is
constructed and investigated. Exact estimates of the fundamental solution and its derivatives are obtained.
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