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THE EXITONS STATES CALCULATIONS FOR THE CRYSTALS
WITH THE CHARGE CARRIERS FIVAS DISPERSION LAW
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Exiton states are considered for the layer semiconductor with Fivas dispersion
laws for electrons and holes. It is shown, that the problem of the exiton spectrum
calculation for these crystals come to the differential equation with operators chain
fractions. The special cases of this equation are also considered.

�+)�/�� ����������� ��
����� 
��	������ �
�	����� �������� �
��	������ ���'��������� �
�������	�� ��	������� ����� ������ � �� !�������� �
��
�	"�	�� ��!������ �
�������	�  �	�
��������� #��� ���[1]���$�
��
�	"�	
���
���������	��������������
��	�����������������'��[2],
�	���"�#��� ������� �� 
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"
�� ���
�
���	"��������	������������%	������������� �
��
��	��� ����������
������ ����
&������	�����!���"������
�
�������������������������
���������� �� ���������	��� ���

���� �� �� �������"����� ������  �
� ��	���� ����	� ������� ��	�� �������� �� ��������	�� ��	�

������

   ( ) ( )ββ
βεβεεβ∂

∂
µβ∂

∂
β∂
∂

µ
����

���
�

�� �
��

��
��

�

�
��

�

��

�

�
�

�

�
�

��

=












+
−−










+−

⊥⊥⊥⊥
,      (2)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



98

�
� µ ⊥, µ
��
�����
�
���
�
��	�������	�
��	����������%	��������������
��
��	��� ��������

�
������ �����
	 	 	

µ⊥ ⊥
∗

⊥
∗= +


 
� �

, 
	 	 	

µ �� ��� ���
 

= +∗ ∗ , 
�⊥

∗ , 
�⊥
∗ � �� ����������� 
�
��	�������	


�
�������� ��� ������ �� ���%	���������� 
���
∗ , 
���

∗ � �� 
�
��	���� ���	� 
�
�������� ��� ������ �

���� ����[001]���
��
��	��� ���������������

'���������#� �����	����

� ��	������ ������
�	��#��� �����
����� γ
ε µ
ε µ

= ⊥ ⊥

�� ��

. (�	

γ = 	���
����
��	�����������
����!�	���&������	�����	"���������������������	����

�
�
��

������� ����	��
�	� �γ = � �� ���� �� � �
������ ������	"�	
� ����' ���� �����	����	
� 
��������
�����  �� �� ����������� �	������ ����������� 
��	�������� ��
����� �	������ ����������� 
�������
������
������!���
������!��
���[1].

���� �� ������	
��	 
	
������� ����������	 ���
��	��� � GaSe
���
	��	 ��������	 ��������� ��	�� 
����
��	 ������	�� ��	����� �������� �	��� [1])

(���
�� ��"�� �� ��������	�� ��	������� �����
��� ������������ γ ≠ 	� ������ �� �GaSe ��


!����� �������#�)
��#� ������#� �� �
�	=γ ��� 
���
�	�
�������� ������)
�� � ��
���������

���
)��������
�������������	���� ����������	����	������������
�����GaSe (�	������ �����#��
��� �
�� %�� ��� 
��	����	
� ��
���� ��)
� ������� ����������� ��	�����	� � ����
����!��#

���
��#��*��	������)�	�	���� ��
����������
�����)
�������
��
�	"�	�����
���
�	�
�����

�	��������)
�������!�	)
�	
�������
������ �� � �����+�
�������	����	������ ��������)���� �
%�� 
�
��
�	"�	
� ��
���� 
�
�������� ��� ������ �� ����������	�� ����!���"�	��� �����  �� !����

���
���	�����	���	����� ����
���	�����������	��
������������������	��,�������[3, 4]:

( ) ( ) ( )ε� �
�

� � � �� �



� � � � �
� �
= + + + −

⊥
∗

�
� �

�
� 	 ��� ,

  ( ) ( ) ( )ε� �
�

� � � �� �



� � � � �
� �
= − + + −

⊥
∗

�
� �

�
� 	 ��� ,                    (3)

�
�Ic, Iv – �����
��	������������	�d���������-����	������)������������������
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&����	� �	��
����� ���� ��#�����)�	������ ��	�����	�  �� ����	��� ���	� ε� � � ��� �< � ��� ���� �

�����	��� �ε� � � ��� �> � �� ������� ����� �� � ���
�
��
�	"������
����.�.�����
���#����!�	����#

��	�������� ��
���	� ������� �������  �	�� ��	��#��� �����������	�	� ���
)���� �	�� �� �
��%�
����	�������������"	��#"	�����"�	�ε� � � ��� �= � � ���"�	��
�
���������	� ����
����
)	������


�
�����������[4].
(������� #"	� �	���	� ���� �� ����� ���� � �
�
����
��� ��)��� ���	���	� ���� �� � �� 


��	��������������������	������[5]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � ��� � �� � � � �� � � ��� �� �� ��β β β β β β ε β β⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ + + + − − = ,    (4)
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,

�
�Eg  = Ec-Ev ����	�	�����!����
�������	.

���� �� � ��������	������%
�� ���������
������������� ( )� ��β β⊥ � �����
�	"	���������

-����	� �����	
� ��� ��
��
� ������	� �� ����
� "���	��� ������ %�� �������� �������#�� 
���� ���

�' ���� �

/���
���!��������������� ����� �� ������������)��
 ���
����"���������	����	����	������

���������	� ���
��#���	� � �� � ��	������ ε-GaSe� �� ���	�	� �����
����	 [1]: ��	�=⊥ε ,

��
�� =ε , d=15.95 �
�

, ������ -����	� �� ���%	��� ����� a=3,755 �
�

, �

	���=⊥µ , 
� � �� ����


�
������� �������
�
�

�
�

���

�

� == ∗
�

, �����
��
�
�

�
�

���

�

� == ∗
�

"�'��2���� ����,&� �, �(��(�� (�	����	���� %�� �������� ��)� 
�
�������� ��� �����#

�����)����� ����[001]��
��
�
�	%����������-����	����!��� ( )� 
���β β⊥ ± =� � �� �%��m>0.

&�� ������ ����	� ������	� ��� ���%
�� �	� �� ���� ���� ���� ������##��� ���#�� �� ����������� ���
����	��� �������� �� �

( ) ( )� �� � ��− =⊥ε β β � .                             (5)

(�	����	���������%��
�
���������������������
����������#���
�!�����#����)�2d��&��
�


�#"	� �� ���� ������� ����	�� β β�� �� �→ + � ��� �������#"	�� %�� ( )� ���β β⊥ + =� � � �� ���	


������

          ( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � � � �� � � �� �� �� ��+ ⊥ ⊥ ⊥+ + − = +β β β β ε β β , (6)

�
�

( )
��

�

�

�

�� ��

+
⊥

⊥

⊥ ⊥ ⊥

= − ∇ −
+ +

�
�

�
�

� �
�� µ

ε ε β ε β
.

&����������#������	�β β�� �� �→ − ����	�������������"�
����� �� ��� � ( )� ���β β⊥ −� :

( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � � � �� � � �� �� �� ��− ⊥ ⊥ ⊥− + + = −β β β β ε β β ,           (7)
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= − ∇ −
+ −
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� �
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���� �� ����������������������##����	��
�����	��#"	��	��� ������������������%
�� �	

��������
���������	������
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� �

��
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�
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�
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��− +
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+
−


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



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=
+ −

⊥ε
ε ε

β β
� �

� ,   (8)

�
� ( )� � � � � � � � �� � � � �
� � � � �

�= + = + + ��� , ( )	 �

ε
ε

−
≡ −

±
±

−
�

�

�
�

�

� �����
��������������	
���

ε − ±
�� � .

(���������� ��	
��#"	 ������%�� m=2, 3...� ��� ��������##"	� ��� ��������#� ���	����

�
�������	�� ��)��� ���
��	�� %�� ���� �������� � �� �	�� ��� �	�
�
����������� ���� �� � !
�

���%
���� �
�����	����
����"
��������#�������
�����������!	�
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




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


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











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=

+

+
+

−

−
−

⊥
�

�

�

�

�

�

� ��
(9)

�
������"
��� � �ε ε± ±= −� ��� .

*!�	��#"	� ���!	� �� ���� ��� �
������� �������� ��%�� �������� ����' ��#"	� ���	����

���� �� � ��� �������#"	� �!�)������ ��
�)����� �������������� ����' ������ ��)��� �	���"	�	

��	�����������������
�
���#�
��	��������������������	������

1.  ��+)*% ,� �/�0*�������� �
����	����������	�����������)�
�
����������������#��

���%	�������� �� ��!������ !�����#� ��� ����������)� �	�	� �� ���� ���� [001], β
ε
ε

β⊥
⊥>>
��

��
.

&�
�������	��������������	�������������β ��
� ����	������%����	������������������������#���)


�
�������� ��� �����#�� ��� ������	� ������#� ( )� ��β β⊥ � � �� �	�� ��� ��!����

( ) ( ) ( )� ��� ��β β β β⊥ ⊥=� 
 Ω ������ �� �������)���������	�	��������

( ) ( )− ∇ −











=

⊥
⊥

⊥ ⊥
⊥ ⊥

�
�

�
�

� � �
�µ ε ε β

β ε β
�

� �

��

         (10)

��

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �� � � �� �� � �+ + + − − =Ω Ω Ωβ β ε β� ,                         (11)

�
��ε ε ε= +	 � .

���� �� � �11�� ��� ��������#� ��������� �������"����� ��� �	���	�������� ��	� ���	�����

���������	��� �������
!���"��������� �� ��� �ε� �� �
�����	�������#���	
����!�
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ε
ε

ε
ε

�

�

�

�

�

�

�

�
=

−
−

−

�

�

�

���

.                        (12)

&���
��
��#�������������� [6]�����!��������
�"���	��� �12�����!�)�	��� �%��ε�
� �

�≥ � .

(����"	��	����"
�� ����������!��"
�
� t, ���
�)	���

�
�

�

�

�
=

−
−

=
−

�

�

�

�

�

�ε
ε

ε
���

, (13)

�����	��
�

� �

� �
� ��

�� =
± −ε ε

������������	�
ε�
�
= � ��������	����������' �����12):

( )�������������
���

�

�

�

��
++±=±=ε (14)

������� �� ����
���������	�
���
�	�
������	��������)
���  
��	����������
�����GaSe [1]
�����������
��%���
�
�����
�
�����������	������
�!�������!���	��	)��
�������

���� �� � ��0�� ��� �	�� ���� �!������� � �� ���� �� ��� ���	���	�� �� ��!�	)
���� ����	


����������	������[7]��0��������' ��	��	��)�#��� �"
�
���	���)
������
��
��
��	"�������


��#�����
�	"	���ε � ���	
�����	���
��	
���
�������"
���

 ε� �
�

�

= −
+



 




�

�

, n=0, 1, 2, ..., (15)

�
��
�

��

= ⊥

⊥

µ
ε ε

�

�
��

 – 
�
��	��	
����!
��	��� �GaSe R=�������.

�������#"	��14), (15����� �
�
�����
��	�����E����	������

( ) ( ) ( )� � � �
�

� �
� � �� � �

� �

= + + + +
+

= +⊥

⊥ ⊥
ε �

�

� �

�

� �

� �
,                    (16)

�
�E0 – 
�
��� ������
�� �
��	����,

� �
�

�

�� �
�

�

= −
+



 




,            (17)

�
� ( )� �
�

 – �������	��
�����
��	������

( ) ( ) ( ){ }� �
�

� �
� � � � � � � 	

� �

� � � � � � 	

� �
=

+
+ + − + +⊥

⊥ ⊥

� �
� �

�
� �

� �

�� . (18)

(�����	�����������18�� �

( ) ( )
( )

( )( )� � � � � 	 � �
� �

� �

� 	� � � � 	 � �
� �

� �

	
� �

�
� � � �+ + = + −

+
−
�� 
��
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��� ����	�����	��� �����	�� ����������
�� �� 	 � 	− ≈ −� � ��  �%�� � � 	<< � ��� � GaSe

( )
�
���

��

��
�

��

�� =
+

), ���	������

( ) ( ) ( )( )� �
�

� �

� �

� �
� 	

� �

� �

� �
	

� �
=

+
+

+
−⊥

⊥ ⊥

� �

�
� �

� �

�� . (19)

1��	�� "	����� �� ��	
� �	�� ���	� ��!�	)
�� �� 
�
��
�	"�	
� ��
���� 
��	����� ��	


������ ������������#� ���
)����#� ��� �����
����������������� �
� �

� �



� �

� �

=
+

��2�� �� �� �	�����

�������� �	��
����� 
�
�������� ��� ������ ����� ������ ���������� ���
�
��
�	"���� ���
����� ���

�����������"
�� �
�
������ �
= � 	�����
���������!�����������������	������� �
�
�����
��	����

���������������������������������
�
��
�	"�	�����
���������)��
���������
����	����������

������������
)�������+�
������������	����18) �⊥ = � �����)������	���	

( ) ( )

��

�
� 	

� � � � �

� �
	

� � � �

� �

=
− + − −�

�

� � �

. (20)

�����	��� ���
�
��
�	"������
��� ��
��������� ��������	 
( )� � � � �

� �

� � � �

� �

� �

�
�

� � �− + − −
> .

�����	��#"	� �������� ������	���� %�� � � ������ �	�������� � �� �!���� �� � �� � �� �< < � ��

( )� � �� �> +� �� �%���� ������
�����������������
�
�������������������������
������	����


���	�
��� �����������
�� � � �� �< ��������
���
�������	���	���
�������

������!�������	�	

����		�����������)��	�
����%�� � �� �> �� ���
���������
������
������ �GaSe). �������������	

� � �< � ����
�
��
�	"������
�����!����������	�	�	�������
������ ( )� �� � � �� � �< < + ����
)��

�
����� ���	�3����#
��� ������ ��	����������
������%�����������#����������
� ����� ������
���"
��#�
�
����������������	������
��������
�
�	������	������������	������
�����	�����"���

� �� = ±π 	���	��
�
���������!������ ( )� � �� �> +� �������
����������	��#��� ��/���"��	�	

��)�	����	����	��������������	���
�

  

���� �� ������
� ���������� �
������������� ��������� GaSe �
������ Ky=0,1:
 – E=0,0� � ��!
	��� � � �< � ); 2 – E=0,�� � ��!
	��� � �� � �� �< < );

3 – E=0,�� � ��!
	��� ( )� �� � � �� � �< < + ); 4 – E=0,�� � ��!
	��� ( )� � �� �> +� )
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+� �
��	���������������#���������#���	������������)�[001]����14�����	������

( )� �
�

�

�

� �
�

� �

= −
+








+

+
⊥

⊥ ⊥�

�

�
�

� �
�

� �
.     (21)

4���������
�� ��21���	���"���
�
���#�����	��������
��	�����[7].
�	������ �
�
����������
�� �
��	����� �15���!������� ������	���	��������	�����
���


�
�����
�!������ �����"	�	��%�� 
�
��� � 
��	������ ������������ ��� �15��� �����	�  ������ � ����

�)����� �����
���������	�
���
�	�
����[1]��1������ ��
��	��"��	�����������������
������


�	��������
��	�������������������	���������"
�� �
�
���
�E=2,045, 2,120, ���������������

��� ����
����!��
� ���
��� ��� ����� �
�	"	�	� ������##��� ������� ����	�� ����
�� ������ ��).
(����� �� ��	�����"
�������!�	���	�����	����������	����������������
��%���� �������	)���

��������
�������	�����������������
�������	��������
��	����������	� �����������)�#��� ��


���
�	�
������	�	� ���	�	�� 5
� ���' ������ �"
�	����� ��� ��!�	)
�� ��� ��	
� �	�� ��	

��
�)��������� �� ��10).
2.� 6��%�� �����)
������ �� 
���
�	�
������	�	� ���	�	� ��)��� ���	���	��  �%�� ���


�� ���	� 
��	����� �������� ��)� 
�
�������� ��� �����#� ��  ����� �� �
���#� ��� ������ -����	

�����)���������������������!�������' ���	����� �� � ������������������!�	)
�����&�� �����

����	���
�

����	�����������	�����	"�	�������	��������	������

 ( )− − − −
+

−











=

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊥

∂
∂β β

∂

∂β β
∂
∂ϕ β

ε β ϕ
�

� �

�

� � �

	 	 �
�

 
�  � � ,        (22)

�
�ϕ������ ��	
������  
��

��= ⊥ε
ε
β ���� �����	�	����	���#���� �
�
�����������)	�	���	
� ��


�
��	��	
����!
�������!�������	
��������
��	������
�

��

�

�

�
= ⊥

⊥

� ε ε

µ
���� �GaSe a0=33�

ο
).

(���)
�� � �	)������ 
��	�������� ���� � ��)��� �	���"	�	� �� �22�� ��� ��������#
�� ������������
������
��������������	
� ��	� ���������
���������#

( ) ( ) ( ){ }�  �  �  β ϕ β α β⊥ ⊥ ⊥≡ = − +� � � ���
� �

� �

,      (23)

�
�α����������
�	
������
��	�������
����������������� �
(�	�α=2�� ������� �����"�	������’ ��������� �� ��22���� �z=0.
���)��	�
����%�� 
�
������ ��� ������ ������������� ������� ���%	��#� h (! �≤ ⋅� )�� &�

����������	��� ���
������������������ �������"
�� �
�
������������������������	������

( ) ( )( )���

�

!���!!�����

�
�

αααπ
α

−−−−
= ;       (24)

( )
( ) ( ) ( )

�
��

�
�
�

��
���

��
�

�

���
�
�
�

�

���
�
�

�
�

�

��
���

�
�
�

�

���
�
�
��

��
��

�

��
�	�

ααα

αααααααααα
α

αα
−−−−

−+−+−−−−−
=














       (25)
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1��� ! !
��

� = ⊥ε
ε , ( ) ( ) ( )

�� !
�

�
�� " !

!

� �

�
�

�

α α
αα

	 	

	
���

#�
$

�

= = + +
⋅−∞ =

∞
∫ ∑




 –� ���
�������� 
����


�
���	�����������$
�
���������

���.
&�����	����������E(α) ��)����	���"	�	�
�
���#��	)���������� �
��	�������	�������


���%	����!������������������h. ��������������
)������E=E(h) �������������	������(����!��
�����"	�	��%������!�������"������' ������� ���[8]���
��
�	"	���z ����� ����� � �������
�����

�
�  �� ������� ���
������� ��5
� !���� ������
��� �	���%�� ���
����� � ���%∗∫ �
�
� �
�!������� �

 �%���
)��	����
������� ����z ��	
� �	�±∞ �����������������������!��	��
)�����
������� 

!
����
�
������	���"�#��� ���	
� ��#������#� ( )� ���β β⊥ ± =� � ���!�������������������

�
���#����)�2d���������
�������	���������������)�#��� ����
���������	�[8].

���� �� "	
������� ������# �	$������� ����������� �����

��� ������� �!
	��� 
��	
�
	��# h

2���	�������	��������	��!����
�������%	�	��!�������������������
�
��� ��	)���������� 

�����������	���������	�h=0, ε=-4��%�����������������’ �������� �� ���0���� �����	�������
��	�������(���
���������	� ���������	�� ��	������� 
�
��	��	
�!�������	
� ������� �����	��
�
�	�	
���� �GaSe ��������	!�	��������"��!����	
�����
�����-����	������� ��������������
�����������	���	
�����’ ���������
���	�������	��� ������	���!����

������������� ������


������ ( )� ���β β⊥ ± =� � ��
��	�������	�
��� ���+� ���
�)��� �����’ ���������
���	����	

!���
 �	�� ���������� �
�	�	�� ������ �� ��)� 
�
�������� ��� �����#�� �����!��� ����’ ���	
���� �� �����!
����������� ��!�
)
������βII.

��+�% *���/���
���!��������� ��������� �� ��%����	����
��	����������	�����	������
��
���	��������������� ������	���"�#��� �����������	�	����
)���� �	��.�����
���#����!


Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



105

�	����#����������� �� ����� ����������%
�����������
�������	����������������(���������%�
���
����� �� ���)
�!��	���
�
�
�������� �� �!
�����%
���� �
�����	�������#�������
�������
���!	��(
�
�������������������� ��	���������	�
�
��������������� �� ��	�������	
��	��
%���!�)����������#���	�����!������ ������	�������%�#�����!�)���������������	��� ����[9] ��

����	�
)������	���������"���
 �� ���������!����!����������	��������� ( )� ���β β⊥ ±� ������

����

������������� ���������%
�� �	��

(������������������"���������	����	����������� �� ��&������	� β
ε
ε

β⊥
⊥>>
��

��
���������

���������� ���������� #��� ����	����������
� �����	���	�����
����������������������
�� 
���� ����	���"��	�
���!���
�
��
�	"�	���������
��	����� ���������������"�	��������� �� �
���	�������������	�����
����
���
��	�������������
� ��
���� �������	��
������*�
�)��	
��
��
� ��!���� ������ �	��
����� 
��	������ ���� �����  �� �� ������ �	��
����� ,������� ���� �����

��	�����	�  �� ����	���� ���� �� �����	��� ���Kz ���
�
��
�	"��� ���
������(���
�� ��� �������� ���
��������������� ���	���	
� ������ �	��
����� ������� ��� ���������� ���������� ���
�
��
�	"	�
���
�������  �����������
� ��� ���������� �
�	�	�� ���"
��� 
�
����� 
��	������5

� ������ �	�


�
�����
��	��������)
�!��	��	���	����	
������
������ ��������������
�������������	���� 
���������	���������
�� ���	������[10].

&����������#��������
������
���������!��������� �����������
���!�	)
�� ��� ����

� �� � �� ����#���	�	� ��
������	�	� ���!��	�� ��� ��	������ �	)������ 
��	�������� ���� 

����������%����������� ���)�	������ ������)
�� �
�
��������������	���������
���������

"
��������%	�	�������� ����� [001],���!	����
�������	��
��
�	"�������������!����������

����	�	����	��
���
�	�
����
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