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Âñòóï1

Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíîþ n, ðàçiâ, n ≥ 1, íà ïðîìiæêó [a, b] i
|f (n)(x)| ≥ δ äëÿ âñiõ x ∈ [a, b], ìíîæèíà G(ε, δ, n)
ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê x ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ |f(x)| ≤ ε.
Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíàG(ε, δ, n) ¹ âèìiðíîþ ìíîæè-
íîþ i 0 ≤ meas G(ε, δ, n) ≤ b− a.

Ïèòàííÿ ïðî îöiíþâàííÿ çâåðõó â òåðìiíàõε, δ, n
ìiðè ìíîæèíè G(ε, δ, n) âèíèêà¹ ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
[6]�[8], ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

Ó òåîði¨ àïðîêñèìàöié Ïàäå [1, ñ. 257] àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëåìà Êàðòàíà [11],
ÿêà äëÿ óíiòàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f : C→ C ñòåïåíÿ n
âñòàíîâëþ¹ îöiíêó2

meas {z ∈ C : |f(z)| ≤ ε} ≤ π
n
√

ε2.

Iç ðåçóëüòàòiâ À. Ñ. Ïÿðòëi [9] âèïëèâà¹ òàêå òâåð-
äæåííÿ äëÿ ãëàäêèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié [10]:

Ëåìà 1.(Ïÿðòëi) Íåõàé f ∈ C(n+1)[a, b] i â êîæ-
íié òî÷öi x ∈ [a, b] ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

max
1≤i≤n+1

|f (i)(x)| ≤ M, |f (n)(x)| ≥ δ > 0.

ßêùî ε < δ min
(
1/2, (δ/(2n − 2) n

√
2M)n

)
, ε > 0, òî

meas G(ε, δ, n) ≤ Cn
n
√

ε/δ, (1)

äå Cn = (2n + 1)(2n − 2) n
√

2.
Óòî÷íåííÿ òà óçàãàëüíåííÿ ëåìè Ïÿðòëi âñòàíîâ-

ëåíî â ðîáîòàõ [2, 4, 5, 10]. Çîêðåìà óñóíóòî óìîâó íà
âåëè÷èíó ε òà çìåíøåíî ãëàäêiñòü ôóíêöi¨ f íà îäè-
íèöþ, ðîçøèðåíî êëàñ ôóíêöié f ôóíêöiÿìè áàãà-
òüîõ çìiííèõ òà âåêòîð-ôóíêöiÿìè, îïåðàòîð∂n/∂xn,
ÿêèé ôiãóðó¹ â îöiíöi çíèçó, çàìiíåíî êëàñîì îïåðà-
òîðiâ, ùî äîïóñêàþòü ðîçêëàä â äîáóòîê îïåðàòîðiâ

ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äiéñíèìè íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíèìè (âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ðàçiâ) êîåôiöi¹íòàìè.

Ó ðîáîòàõ [5] òà [10] âñòàíîâëåíî òàêi çíà÷åííÿ
ñòàëî¨ Cn â íåðiâíîñòi (1): n2(n+1)/2 òà 2n n

√
n!.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîâåäåííÿ ëåìè Ïÿðòëi ç êîíñòàí-
òîþ Cn = 2n, ÿêà ¹ ìåíøîþ âiä îòðèìàíèõ ðàíiøå
çíà÷åíü. Ìåòîäèêà äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà âëàñòè-
âîñòÿõ ðîçäiëåíèõ ðiçíèöü ôóíêöi¨ f , òîäi ÿê ïîïåðå-
äíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨.

I. ×àñòèííi âèïàäêè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ

Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ, ìíîæèíóG(ε, δ, n) òà ¨¨ ìiðó ìî-
æíà òî÷íî âñòàíîâèòè. Íàâåäåìî òàêi ïðèêëàäè, ââà-
æàþ÷è ùî [a, b] çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë
R.

1. Äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = xn, äëÿ ÿêî¨ δ = n! i ÿêà
çðîñòà¹ ïðè íåïàðíîìón òà ñïàäà¹ äî íóëÿ íà âiä'¹ì-
íié ïiâîñi i çðîñòà¹ íà äîäàòíié ïðè ïàðíîìón, ìíî-
æèíà G(ε, δ, n) çáiãà¹òüñÿ ç âiäðiçêîì

[− n
√

ε, n
√

ε
]
, ùî

ìà¹ ìiðó 2 n
√

ε.
Äëÿ ïàðíîãî n òà ôóíêöi¨ f(x) = xn − ε ìíîæèíà

G(ε, δ, n) çáiãà¹òüñÿ ç âiäðiçêîì
[ − n

√
2ε, n

√
2ε

]
, ÿêèé

ìà¹ ìiðó 2 n
√

2ε, ÿêà ïåðåâèùó¹ ÷èñëî 2 n
√

ε, ùî îòðè-
ìàíå äëÿ ôóíêöi¨ xn.

Çàóâàæèìî, ùî δ = n! äëÿ ôóíêöié xn òà xn − ε.
2. Äëÿ óíiòàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó

(êâàäðàòíèõ òðè÷ëåíiâ) ÷èñëî 2
√

2ε ¹ ìàêñèìàëüíî
ìîæëèâèì äëÿ ìiðè ìíîæèíèG(ε, δ, n).

Äiéñíî, îñêiëüêè ïåðåìiùåííÿ ïî÷àòêó ñèñòåìè
êîîðäèíàò âçäîâæ îñi x íå âïëèâà¹ íà ìiðó ìíîæèíè
G(ε, δ, n), òî äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå ìíîãî÷ëåíè
âèãëÿäó x2 + q, äå q � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî.

1Äîñëiäæåííÿ ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíi ÄÔÔÄ Óêðà¨íè (ïðîåêò � 14.1/017).
2Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ f (n)(x) = n!, òîáòî δ = n!.
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Ïðî êîíñòàíòó â ëåìi Ïÿðòëi

Òîäi ìíîæèíà G(ε, δ, n) ¹ ïîðîæíüîþ ïðè q > ε,

G(ε, δ, n) =
[−√ε− q,−√−ε− q

]∪ [√−ε− q,
√

ε− q
]

ïðè q < −ε,

G(ε, δ, n) =
[−√ε− q,

√
ε− q

]

ïðè −ε ≤ q ≤ ε. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

meas G(ε, δ, n) =





2
(√

ε− q −√−ε− q
)
, q < −ε,

2
√

ε− q, |q| ≤ ε,

0, q > ε.

Ôóíêöiÿ meas G(ε, δ, n) çðîñòà¹ (ðèñ. 1) íà ïðî-
ìiæêó (−∞,−ε) i ñïàäà¹ äî íóëÿ íà ïðîìiæêó [−ε, ε].
Âîíà íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ 2

√
2ε ïðè

q = −ε, òîáòî ÿêðàç äëÿ ìíîãî÷ëåíà x2 − ε.
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Ðèñ. 1. Ãðàôiêè ôóíêöi¨ meas G(ε, 2, 2) ïðè ε = 2,
ε = 1 òà ε = 1/5. Ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ ó òî÷öi
(−ε, 2

√
2ε)
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)
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Ðèñ. 2. Ãðàôiêè ôóíêöi¨ f(x) = x3−6x+1 òà ôóíêöié
f(x) = ±7/2

Äëÿ óíiòàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà-
¹ìî δ = 2, òîìó äëÿ íèõ C2 = 4, îñêiëüêè

2
√

2ε = 4
√

ε/2 = 4
√

ε/δ.

3. Âèçíà÷èìî òàêîæ ñòàëóC3 äëÿ óíiòàëüíèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi, íå îáìåæóþ÷è çà-
ãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæà¹ìî ôóíêöiÿìè

f(x) = x3 + px + q,

äå p òà q � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G3[p, q] ìíîæèíó G(ε, δ, n) äëÿ

ôóíêöi¨ x3 + px + q, äå n = 3, δ = 3! = 6.
Íåõàé ξ = ξ(p, q) � êîðiíü (ç íåïåðåðâíî¨ ãiëêè)

ÿêîãîñü iç ìíîãî÷ëåíiâ x3 + px + q ∓ ε, òîäi äèôå-
ðåíöiþþ÷è òîòîæíiñòü ξ3 + pξ + q = ±ε, îòðèìó¹ìî
ðiâíÿííÿ

(3ξ2 + p)
∂ξ

∂p
+ ξ = 0, (3ξ2 + p)

∂ξ

∂q
+ 1 = 0.

ßêùî 3ξ2 + p 6= 0, òî iñíóþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂ξ/∂p
òà ∂ξ/∂q, à ñàìå:

∂ξ

∂p
= − ξ

3ξ2 + p
,

∂ξ

∂q
= − 1

3ξ2 + p
. (2)

Ôóíêöiÿ x3+px+q ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ q ïðè x = 0,
ìîíîòîííî çðîñòà¹ ó âèïàäêóp ≥ 0, à ó âèïàäêó p < 0
ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì q + ε1 ïðè x = −

√
|p|/3

òà ëîêàëüíèé ìiíiìóì q − ε1 ïðè x =
√
|p|/3, äå

ε1 = 2
√

(|p|/3)3.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ± âiä'¹ìíi, à ÷åðåç η± äîäàòíi

êîðåíi ðiâíÿíü

x3 + px + q = ±ε.

Ó âèïàäêó p ≥ 0 ìà¹ìî îäèí äiéñíèé êîðiíü � äîäà-
òíèé η± ïðè ±ε > q i âiä'¹ìíèé ξ± ïðè ±ε < q. Ó
âèïàäêó p < 0 ¹ òàêi ìîæëèâîñòi: ÿêùî ±ε > q + ε1,
òî ìà¹ìî îäèí äiéñíèé äîäàòíèé êîðiíü η±; ÿêùî
±ε < q − ε1, òî ìà¹ìî âiä'¹ìíèé êîðiíü ξ±; ÿêùî
q < ±ε < q + ε1, òî ìà¹ìî äâà âiä'¹ìíèõ êîðåíÿ ξ±1
i ξ±2 , äå ξ±1 < −

√
|p|/3 < ξ±2 , òà îäèí äîäàòíèé η±;

ÿêùî æ q − ε1 < ±ε < q, òî ìà¹ìî âiä'¹ìíèé êîðiíü
ξ± i äâà äîäàòíi η±1 òà η±2 , äå η±1 < −

√
|p|/3 < η±2 .

Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî êðèâó f(x) = x3 + px + q òà
ïðÿìi f(x) = ±ε äëÿ âèïàäêó òðüîõ äiéñíèõ êîðåíiâ
ðiâíÿíü x3 + px + q = ±ε.

Îòæå, äëÿ çíà÷åíü p ≥ 0 ìíîæèíà G3[p, q] ¹
âiäðiçêîì [η−, η+], [ξ−, η+] àáî [ξ−, ξ+] ïðè çíà÷åí-
íÿõ q < −ε, |q| < ε, q > ε âiäïîâiäíî, à ôóíêöiÿ
meas G3[p, q] òîäi äîðiâíþ¹ η+−η−, η+− ξ−, ξ+− ξ−.

Îñêiëüêè ç ôîðìóëè (2) âèïëèâà¹, ùî

∂(η+ − η−)
∂q

= 3
(η+)2 − (η−)2(

3(η+)2 + p
)(

3(η−)2 + p
) > 0,

∂(ξ+ − ξ−)
∂q

= 3
(ξ+)2 − (ξ−)2(

3(ξ+)2 + p
)(

3(ξ−)2 + p
) < 0,

∂(η+ − ξ−)
∂q

= 3
(η+)2 − (ξ−)2(

3(η+)2 + p
)(

3(ξ−)2 + p
) ,
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òî (η+−η−) çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi (−∞,−ε), (ξ+− ξ−)
ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi (ε,∞, ), (η+ − ξ−) çðîñòà¹ íà ií-
òåðâàëi (0, ε) i ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi (−ε, 0).

Îòæå, ïðè p ≥ 0 ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 2η+ ôóí-
êöiÿ meas G3[p, q] ïðèéìà¹ â òî÷öi q = 0, äå η+ �
äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ x3 + px = ε.

Ó âèïàäêó p < 0 äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå íå-
âiä'¹ìíi q, îñêiëüêè min

q∈R
G3[p, q] = min

q≥0
G3[p, q]. Ïðè

q > ε + ε1 ìíîæèíà G3[p, q] ¹ âiäðiçêîì [ξ+, ξ−], äîâ-
æèíà ÿêîãî çìåíøó¹òüñÿ ïðè çðîñòàííi |q|.

ßêùî p ¹ òàêèì, ùî ε > ε1, òî äëÿ q ∈ [0, ε − ε1)
ìà¹ìî G3[p, q] = [ξ−, η+], meas G3[p, q] = η+ − ξ−,
ïðè÷îìó ÷èñëî (η+− ξ−) ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi q, äëÿ
q ∈ (ε− ε1, ε) ìà¹ìî

G3[p, q] = [ξ−, ξ+
1 ] ∪ [ξ+

2 , η+],

à äëÿ q ∈ (ε, ε + ε1) �

G3[p, q] = [ξ−, ξ+] ∪ [η+
1 , η+

2 ],

äî òîãî æ ÷èñëà

ξ+
1 − ξ− + η+ − ξ+

2 , ξ+ − ξ− + η+
2 − ξ+

1

ñïàäàþòü ïðè çðîñòàííi q íà iíòåðâàëàõ (ε− ε1, ε) òà
(ε, ε1 + ε) âiäïîâiäíî. Îòæå, ïðè ε > ε1 åêñòðåìàëü-
íèì áóäå çíà÷åííÿ q = 0, i îñêiëüêè η+ = −ξ−, òî

max
q≥0

G3[p, q] = G3[p, 0] = 2η+.

ßêùî p ¹ òàêèì, ùî ε < ε1, òî äëÿ q ∈ (0, ε1 − ε),
çãiäíî ç ôîðìóëîþ Êàðäàíî,

meas G3[p, q] = 2s
(

cos
ϕ+

3
− cos

ϕ−

3
+ cos

ϕ+ + π

3
−

− cos
ϕ− + π

3
− cos

ϕ+ − π

3
+ cos

ϕ− − π

3

)
, (3)

äå 2s cos
ϕ+

3
, 2s cos

ϕ+ + π

3
, 2s cos

ϕ+ − π

3
� çàïèñàíi â

ïîðÿäêó ñïàäàííÿ êîðåíi ðiâíÿíüx3+px+q = ±ε, ϕ±
âèçíà÷àþòüñÿ iç ôîðìóëè cos ϕ± = (±ε− q)/2s3, ïðè-
÷îìó ε1 = 2s3, s =

√
−p/3. Ïåðåòâîðþþ÷è ôîðìóëó

(3), îòðèìó¹ìî

meas G3[p, q] = 8s sin
ϕ− − ϕ+

6
sin

ϕ+ + ϕ− + 2π

6
,

ïðè÷îìó

sup
q∈(0,ε1−ε)

meas G3[p, q] = meas G3[p, ε1 − ε] =

= 8s sin
π − ϕ+

6
cos

ϕ+

6
,

äå cosϕ+ = (2ε − ε1)/2s3. Íà âiäðiçêó [ε1 − ε, ε1 + ε]
ôóíêöiÿ meas G3[p, q] òàêîæ ñïàäà¹ çà çìiííîþ q.

Ïiäñóìîâóþ÷è, îòðèìó¹ìî, ùî ïðè äîâiëüíîìó
ôiêñîâàíîìó p ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ g3[p] ôóíêöi¨

meas G3[p, q] âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ g3[p] = 2η+ ïðè
p > −3 3

√
(ε/2)2 i ôîðìóëàìè

g3[p] = 2
√
−p/3 + η+ − ξ+

1 − ξ+
2

ïðè ε1 < 2ε,

g3[p] = 2
√
−p/3 + +ξ+η+

2 − η+
1

ïðè ε1 > 2ε ó âèïàäêó p > −3 3
√

(ε/2)2, äå

ξ+
1 , ξ+

2 , η+, ξ+
1 < ξ+

2 < η+,

òà
ξ+, η+

1 , η+
2 , ξ+ < η+

1 < η+, −
äiéñíi êîðåíi ðiâíÿííÿ

x3 + px = 2ε− ε1.

Ôóíêöiÿ g3[p] ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi (−3 3
√

(ε/2)2,∞),
îñêiëüêè

∂η+

∂p
= − η+

3(η+)2 + p
< 0,

i çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi (−∞,−3 3
√

(ε/2)2); ìàêñèìàëü-
íå çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ 4 3

√
ε/2 äîñÿãà¹òüñÿ ó òî-

÷öi p = −3 3
√

(ε/2)2 i âèçíà÷à¹òüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ:
2η+ = 4 3

√
ε/2, äå äîäàòíèé êîðiíü η+ ðiâíÿííÿ

x3 − 3 3
√

(ε/2)2x = ε

äîðiâíþ¹ 2 3
√

ε/2.
Îñêiëüêè äëÿ ìíîãî÷ëåíàx3+px+q òðåòÿ ïîõiäíà

äîðiâíþ¹ 6, òîáòî δ = 6, òî íåðiâíiñòü (1) áóäå òàêîþ:

meas G3[p, q] ≤ 4 3
√

3 3
√

ε/δ.

II. Çàãàëüíèé ðåçóëüòàò: îñíîâíà ëåìà
Äîâåäåìî òåïåð ëåìó Ïÿðòëi äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨

ôóíêöi¨.

Ëåìà 2. Íåõàé f ∈ C(n)[a, b], n ∈ N, i äëÿ âñiõ
òî÷îê x âiäðiçêà [a, b] âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|f (n)(x)| ≥ δ,

ìíîæèíà G(ε, δ, n) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

G(ε, δ, n) = {x ∈ [a, b] : |f(x)| ≤ ε}, (4)

äå ε > 0, δ > 0, b > a. Òîäi äëÿ ìiðè ìíîæèíè
G(ε, δ, n) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü3

meas G(ε, δ, n) ≤ 2n n
√

ε/δ. (5)
3Ïðàâà ÷àñòèíà (5) íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè iíòåðâàëà [a, b] òà âiä éîãî êiíöiâ, à ëiâà ÷àñòèíà (5) îáìåæåíà ÷èñëîì b − a,

òîìó ñïðàâåäëèâà òàêîæ ñèëüíiøà íåðiâíiñòümeas G(ε, δ, n) ≤ min
�
b− a, 2n n

p
ε/δ
�
.
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¤ Äîâåäåííÿ. ßêùî G(ε, δ, n) = ∅, òî íåðiâ-
íiñòü (5) î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ. ßêùîG(ε, δ, n) 6= ∅ i
x ∈ G(ε, δ, n), òî ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹,
ùî iñíó¹ òàêèé íàéáiëüøèé îêië � iíòåðâàë(a1, b1), äå
a ≤ a1 ≤ b1 ≤ b, � òî÷êè x, ùî [a1, b1] ⊂ G(ε, δ, n), ïðè
öüîìó |f(a1)| = |f(b1)| = ε, ÿêùî {a1, b1} ⊂ {a, b}, àáî
|f(a1)| ≤ ε, |f(b1)| = ε òà |f(a1)| = ε, |f(b1)| ≤ ε, ÿêùî
a1 = a òà b1 = b âiäïîâiäíî.

Íåõàé j � êiëüêiñòü òàêèõ iíòåðâàëiâ äîäàòíî¨ äîâ-
æèíè, ÿêi ïîçíà÷èìî (x0, x1), (y1, x2), . . . , (yj−1, xj).

Ó âèïàäêó j = 1 ìà¹ìî ëèøå îäèí iíòåðâàë
(x0, x1), à âèïàäîê j = 0 îçíà÷à¹, ùî

meas G(ε, δ, n) = 0,

îñêiëüêè ìíîæèíàG(ε, δ, n) àáî ïîðîæíÿ, àáî ñêëàäà-
¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ (ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi) êiëüêîñòi
òî÷îê iç âiäðiçêà [a, b].

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè j = 0 íåðiâíiñòü (5)
ñïðàâäæó¹òüñÿ, i òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè öþ íå-
ðiâíiñòü ïðè j > 0.

Äëÿ êiíöiâ ðîçãëÿäóâàíèõ iíòåðâàëiâ âèêîíóþ-
òüñÿ íåðiâíîñòi a ≤ x0, xj ≤ b,

x0 < x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < xj−1 < yj−1 < xj ,

à òàêîæ íåðiâíiñòü |f(x)| ≥ ε íà iíòåðâàëàõ

[a, x0], [x1, y1], . . . , [xj−1, yj−1], [xj , b]

òà ðiâíîñòi f(x1) = f(y1), . . . , f(xj−1) = f(yj−1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç j∗ êiëüêiñòü âiäðiçêiâ, ÿêi ¹ ïiä-
ìíîæèíàìè âiäðiçêà [a, b] i äëÿ âñiõ òî÷îê x ÿêèõ âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |f(x)| ≤ ε. Ìíîæèíà öèõ âiäðiç-
êiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç (j∗− j) âiäðiçêiâ íóëüîâî¨ äîâæèíè
òà ç j âiäðiçêiâ [x0, x1], [y1, x2], . . . , [yj−1, xj ] äîäàòíî¨
äîâæèíè. Âîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ i ôóí-
êöiÿ f íàáóâà¹ îäíàêîâèõ çíà÷åíü (ε àáî −ε) ó íàé-
áëèæ÷èõ ìiæ ñîáîþ òî÷êàõ ñóñiäíiõ âiäðiçêiâ.

Îöiíèìî êiëüêiñòü âiäðiçêiâ j∗. ßêùî j∗ > n, òî çà
òåîðåìîþ Ðîëëÿ ôóíêöiÿ f ′ ìà¹ ùîíàéìåíøå j∗ − 1
íóëü, ôóíêöiÿ f ′′ ìà¹ j∗ − 2 íóëi, . . . , ôóíêöiÿ f (n)

ìà¹ j∗ − n íóëiâ. Îñêiëüêè ïîõiäíà f (n) íå ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â íóëü, òî ïðèïóùåííÿ ïðî âåëè÷èíój∗ íå ¹
ïðàâèëüíèì; îòæå, j∗ íå ìîæå ïåðåâèùóâàòèn, òîáòî
j∗ ≤ n. Êðiì òîãî, ÿêùî l ðàçiâ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(yi) = f(xi+1), òî íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (yi, xi+1)
ïîõiäíà f ′ òàêîæ îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òîìó j∗ ≤ n− l.

Äëÿ j = 0 ìíîæèíà G(ε, δ, n) ¹ j∗-òî÷êîâîþ ìíî-
æèíîþ, à äëÿ j > 0 ìà¹ äîäàòíó ìiðó.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

2

4

6

8

(15,9)

(14,8)(12,8)

(8,4)(7,4)

(6,3)(4,3)

ϕϕϕϕ~

x

Ðèñ. 3. Ãðàôiê ôóíêöi¨ ϕ̃ ó âèïàäêó x0 = 1, x1 = 4,
x2 = 7, x3 = 12, x4 = 15, y1 = 6, y2 = 8, y3 = 14

Íåõàé α1, . . . , αj � äîâæèíè íåïîðîæíiõ iíòåðâà-
ëiâ iç G(ε, δ, n), j ≥ 1, à ñàìå

α1 = x1 − x0, α2 = x2 − y1, . . . , αj = xj − yj−1,

òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
meas G(ε, δ, n) = α1 + · · ·+ αj . (6)

Çàïðîâàäèìî ôóíêöiþ ϕ̃ : [x0, xj ] → [0, α1 + · · · +
αj ] çà ôîðìóëàìè: ϕ̃(x0) = 0, ϕ̃(x) = x − x0, ÿêùî
x ∈ (x0, x1], ϕ̃(x) = α1 + · · · + αr, ÿêùî x ∈ (xr, yr],
ϕ̃(x) = x− yr−1 + α1 + · · ·+ αr−1, ÿêùî x ∈ (yr−1, xr].

Ãðàôiê ôóíêöi¨ ϕ̃ çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.
Ôóíêöiÿϕ : [0, α1+· · ·+αj ] → [x0, x1]∪

j⋃
r=2

(yr−1, xr]

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
ϕ(x) = y ≡ min{z ∈ [a, b] : ϕ̃(z) = x};

âîíà ¹ ái¹êòèâíîþ i íå çìåíøó¹ âiääàëi ìiæ òî÷êàìè,
òîáòî ϕ(α∗∗)− ϕ(α∗) ≥ α∗∗ − α∗ ïðè α∗∗ ≥ α∗.

ßêùî j = 1, òî ϕ(x) = ϕ̃−1(x) = x + x0.
Íåõàé ϑ = (α1 + · · · + αj)/n, ξi = ϕ(iϑ) äëÿ

i = 0, 1, . . . , n, òîäi çà ïîáóäîâîþ ξi ∈ [a, b], |f(ξi)| ≤ ε
òà ξi∗∗ − ξi∗ ≥ (i∗∗ − i∗)ϑ ≥ ϑ äëÿ 0 ≤ i∗ < i∗∗ ≤ n.

×èñëî ϑ ¹ íåâiäîìèì, ÿê i ÷èñëà α1, . . . , αj , êðiì
òîãî, ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (6),

meas G(ε, δ, n) = nϑ. (7)
Îöiíèìî ϑ çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé ðîçäiëåíî¨

ðiçíèöi ôóíêöi¨ f .
Îñêiëüêè ξi−1 < ξi äëÿ çíà÷åíü i = 1, . . . , n, òî òî-

÷êè ξ0, ξ1, . . . , ξn, âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè ðîç-
äiëåíî¨ ðiçíèöiR(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn) ïîðÿäêó n äëÿ ôóí-
êöi¨ f [3, ñ. 219�229]; áóäåìî çîáðàæàòè ðîçäiëåíó ði-
çíèöþ äâîìà ñïîñîáàìè.

Äëÿ îöiíêè ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi çâåðõó âèêîðèñòà¹-
ìî ðiâíiñòü [3]

R(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn) =
n∑

i=0

f(ξi)
n∏

r=0,r 6=i

(ξi − ξr)
,
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â ÿêó âõîäÿòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f . Iç íàñòóïíèõ ôîð-
ìóë äëÿ äîáóòêiâ

∣∣∣
n∏

r=1

(ξ0 − ξr)
∣∣∣ =

n∏
r=1

(ξr − ξ0) ≥ n!ϑn,

∣∣∣
n−1∏
r=0

(ξn − ξr)
∣∣∣ =

n−1∏
r=0

(ξn − ξr) ≥ n!ϑn,

∣∣∣
n∏

r=0,r 6=i

(ξi − ξr)
∣∣∣ =

i−1∏
r=0

(ξi − ξr)
n∏

r=i+1

(ξr − ξi) ≥

≥ i!(n− i)!ϑn, 1 ≤ i ≤ n− 1,

âèïëèâà¹ òàêà îöiíêà çâåðõó äëÿ ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi:

|R(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn)| ≤
n∑

i=0

ε

i!(n− i)!ϑn
=

=
ε

n!ϑn

n∑

i=0

n!
i!(n− i)!

=
ε

n!

( 2
ϑ

)n

.

Çìiíà çíàêà ôóíêöi¨ f íå âïëèâà¹ íà ìíîæèíó
G(ε, δ, n), òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî f (n)(x) ≥ δ íà
[a, b]. Öþ íåðiâíiñòü âèêîðèñòàíî ïðè îöiíþâàííi çíè-
çó ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi R(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn). Òàêó îöiíêó
îòðèìó¹ìî ç iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè [3], ùî ìiñòèòü
çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ f (n) ôóíêöi¨ f ,

R(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn) =

=
∫ 1

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

f (n)
(
g(t1, . . . , tn)

)
dt1 . . . dtn,

äå ôóíêöiÿ g íàáóâà¹ ñâî¨ çíà÷åííÿ íà âiäðiçêó [a, b]
i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

g(t1, . . . , tn) = ξ0 + t1(ξ1− ξ0)+ · · ·+ tn(ξn− ξn−1) =
= ξ0(1−t1)+ξ1(t1−t2)+ · · ·+ξn−1(tn−1−tn)+ξntn.

2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

30

40
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60
C

n

n

2n

n2(n+1)/2(2n+1)(2n-2)21/n
2n(n!)1/n

Ðèñ. 4. Ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ ôóíêöi¨Cn
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Ðèñ. 5. Ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêa ôóíêöi¨2n n
√

1/3n! iç òî÷-
íèìè çíà÷åííÿìèmeas G(1/3, n!, n) äëÿ ïîëiíîìiâ xn

òà xn − 1/3
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n

Ðèñ. 6. Ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêa ôóíêöi¨ 2n n
√

1/10n! iç
òî÷íèìè çíà÷åííÿìè meas G(1/10, n!, n) äëÿ ïîëiíî-
ìiâ xn òà xn − 1/10

Iç íåðiâíîñòi f (n)
(
g(t1, . . . , tn)

) ≥ δ, ÿêà ñïðàâäæó-
¹òüñÿ äëÿ âñiõ òî÷îê ñèìïëåêñà

0 ≤ tn ≤ tn−1 ≤ · · · ≤ t1 ≤ 1,

âèïëèâà¹ ôîðìóëà

|R(f ; ξ0, ξ1, . . . , ξn)| ≥

≥ δ

∫ 1

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

dt1 . . . dtn =
δ

n!
.

Íà îñíîâi îòðèìàíèõ îöiíîê ìà¹ìî íåðiâíiñòü
δ

n!
≤ ε

n!

( 2
ϑ

)n

àáî ϑ ≤ 2 n
√

ε/δ, ÿêà, ðàçîì iç ðiâíiñòþ (7), âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ øóêàíî¨ ôîðìóëè

meas G(ε, δ, n) = nϑ ≤ 2n n
√

ε/δ.

Ëåìó äîâåäåíî. ¥
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III. Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ

Íà ðèñ. 4 ïîäàíî ãðàôiêè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïî-
âåäiíêó ïðè n →∞ ñòàëèõ Cn iç îöiíîê

meas G(ε, δ, n) ≤ Cn
n
√

ε/δ,

ÿêi îòðèìàíî âiäïîâiäíî â ðîáîòàõ [5, 9, 10] òà â öié
ðîáîòi: Cn = 2n.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ ñòàëà C2 = 4,
¹ òî÷íîþ, à äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ òðåòüîãî ñòåïåíÿ ñòàëà
C3 = 6, ¹ áiëüøîþ çà îïòèìàëüíó ñòàëó4 3

√
3 òîìó, ùî

4 3
√

3 = 6 3
√

8/9 < 6.
Äëÿ ôóíêöi¨ xn îòðèìàíà â ëåìi íåðiâíiñòü (5)

äà¹ (ÿê i äëÿ âñiõ óíiòàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿn)
îöiíêó meas G(ε, δ, n) ≤ 2n n

√
ε/n!, ïðè÷îìó ïîñëiäîâ-

íiñòü 2n n
√

ε/n! åêâiâàëåíòíà äî ïîñëiäîâíîñòi 2e n
√

ε,
ÿêùî n →∞.

Öåé ðåçóëüòàò àñèìïòîòè÷íî çáiãà¹òüñÿ (íå âðà-
õîâóþ÷è àáñîëþòíîãî ìíîæíèêà) ç òî÷íèì ðåçóëüòà-
òîì 2 n

√
ε äëÿ ôóíêöi¨ xn òà ïðè ïàðíîìó n ç òî÷íèì

ðåçóëüòàòîì 2 n
√

2ε äëÿ ôóíêöi¨ xn − ε.
Ãðàôiêè ôóíêöié 2n n

√
ε/n!, 2 n

√
2ε òà 2 n

√
ε çîáðà-

æåíî íà ðèñóíêàõ 5 òà 6 ïðè ε = 1/3 i ε = 1/10.

Âèñíîâêè
Ó ðîáîòi îòðèìàíî îöiíêó çâåðõó äëÿ ìiðè ìíîæè-

íè òî÷îê x iç ïðîìiæêó [a, b], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íå-
ðiâíiñòü |f(x)| ≤ ε, äå ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ñïðàâ-
äæó¹ íà [a, b] óìîâó |f (n)(x)| ≥ δ > 0.

Öÿ îöiíêà ìà¹ âèãëÿä Cn
n
√

ε/δ, äå Cn = 2n. Çíà-
÷åííÿ ñòàëî¨ 2n óòî÷íþ¹ ðàíiøå âiäîìi çíà÷åííÿ.

Îòðèìàíå çíà÷åííÿ ¹ îïòèìàëüíèì äëÿ ìíîãî÷ëå-
íiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ, àëå ìîæå áóòè çìåíøåíèì äëÿ
ìíîãî÷ëåíiâ áiëüøèõ ñòåïåíiâ.
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ON THE CONSTANT IN THE PIARTLY LEMMA
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We obtain the constant Cn = 2n, in the Piartly lemma, which gives the estimate
meas G(ε, δ, n) ≤ Cn

n
p

ε/δ of the measure of the set G(ε, δ, n) = {x ∈ [a, b] : |f(x)| ≤ ε},
ε > 0, for function f : [a, b] → R satisfying the condition |f (n)(x)| ≥ δ > 0 on [a, b], where δ > 0,
[a, b] is an arbitrary closed interval in R.
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