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Âñòóï
Ïîòðåáè äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåí-

òiâ çóìîâèëè íåîáõiäíiñòü ¨¨ óçàãàëüíåíü â ðiçíèõ íà-
ïðÿìêàõ. Îäíå ç íèõ çàïðîïîíîâàíî ôîðìóëþâàòè â
òàêîìó âèãëÿäi ([1]).

Íåõàé çàäàíî ïîñëiäîâíiñòü {sn}∞0 êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Ïîòðiáíî çíàéòè äâi ïîñëiäîâíîñòi {ak (τ)}∞0
òà {bl (τ)}∞0 â ïðîñòîði iíòåãðîâàíèõ ç êâàäðàòîì
ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ

sk+l =
∫

Γ

ak (τ)bl (τ) dµ (τ) (1)

íà äåÿêié ìíîæèíi Γ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ìiðîþ
dµ (τ) íà íié.

Óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ó òà-
êîìó âèãëÿäi âèÿâèëîñü åôåêòèâíèì äëÿ ïîáóäîâè
ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü òâiðíèõ ôóíêöié ïîñëiäîâ-
íîñòåé óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ç îäåðæàííÿì àñèìï-
òîòè÷íî¨ ôîðìóëè îöiíêè ïîõèáêè íàáëèæåíü ([2]) òà
äëÿ ïîáóäîâè iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü òâiðíèõ ôóíê-
öié ïîñëiäîâíîñòåé óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ç ìîæ-
ëèâîñòÿìè àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ çîáðàæóâàíèõ
ôóíêöié çà ìåæi îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi ([3]).

Ñïîñîáè âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ óçà-
ãàëüíåíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ çàëåæàòü âiä ñïiââiäíî-
øåíü ìiæ ëiíiéíèìè ôîðìàìè ðîçâ'ÿçêiâ. Ñòàòòÿ ìi-
ñòèòü ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàíü ëiíiéíèõ ôîðì ðîçâ'ÿç-
êiâ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ÷è ëiíiéíî¨
íåçàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òà äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàäió-
ñà êðóãà àíàëiòè÷íîñòi òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòi
óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ.

I. Óìîâè ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ

Âñòàíîâèìî óìîâè çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëü-
íåíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ôîðì ií-
øèõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ i óìîâè ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi òà
ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòåì ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 1. Ëiíiéíi ôîðìè ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëü-
íåíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè òiëüêè
òîäi, êîëè âiäïîâiäíi ëiíiéíi ôîðìè óçàãàëüíåíèõ
ìîìåíòiâ ¹ óçàãàëüíåíèìè ìîìåíòàìè. Ñèñòåìà
ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ¹ ëiíié-
íî íåçàëåæíîþ (ëiíiéíî çàëåæíîþ) ñèñòåìîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíà ñèñòåìà óçàãàëüíå-
íèõ ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ (ëiíiéíî çàëå-
æíîþ) ñèñòåìîþ.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíi ôîðìè â êîæíié ç îáè-
äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨ ïðîáëå-
ìè ìîìåíòiâ ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè, òîáòî

m∑
ν=0

αk+ν,mak+ν (τ) = ap (τ), p = 0, 1, 2, ...

n∑
ν=0

βl+ν,n (τ) bl+ν (τ) = bq (τ), q = 0, 1, 2, ...

(2)

äëÿ ôiêñîâàíîãî m = 1, 2, ... òà êîæíîãî k = 0, 1, 2, ...
i ôiêñîâàíîãî n = 1, 2, 3... òà êîæíîãî l = 0, 1, 2... ç
êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Òîäi

m∑
ν=0

αk+ν,msk+l+ν =

=
∫

Γ

m∑
ν=0

αk+ν,mak+ν (τ) bl (τ) dµ (τ) = sp+l,

n∑
ν=0

βl+ν,nsk+l+ν =

=
∫

Γ

ak (τ)
n∑

ν=0

βl+ν,nbl+ν (τ) dµ (τ) = sk+q

(3)

Îáèäâi ëiíiéíi ôîðìè óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹
óçàãàëüíåíèìè ìîìåíòàìè.
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Ëiíiéíi ôîðìè ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ

Íåõàé îáèäâi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨
ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òîáòî

m∑
ν=0

pk+ν,mak+ν (τ) = 0,

n∑
ν=0

ql+ν,nbl+ν (τ) = 0,

(4)

äëÿ ôiêñîâàíîãî m = 1, 2, ... òà êîæíîãî k = 0, 1, 2, ...
i ôiêñîâàíîãî n = 1, 2, 3... òà êîæíîãî l = 0, 1, 2...,
ïðè÷îìó pk+ν,m = ql+ν,n = 0 . Òîäi

m∑
ν=0

pk+ν,msk+l+ν =

=
∫

Γ

m∑
ν=0

pk+ν,mak+ν (τ) bl (τ) dµ (τ) = 0,

n∑
ν=0

ql+ν,nsk+l+ν =

=
∫

Γ

ak (τ)
n∑

ν=0

ql+ν,nbl+ν (τ) dµ (τ) = 0.

(5)

Îáèäâi ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè ñèñòåìàìè.

Íåõàé îáèäâi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨
ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òîáòî ¹ iñ-
òèííèìè ñïiââiäíîøåííÿ (4), ïðè÷îìó iñíóþòü çíà-
÷åííÿ ν, äëÿ ÿêèõ pk+ν,m 6= 0 òà ql+ν,n 6= 0. Òîäi
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5), òîáòî îáèäâi ñè-
ñòåìè óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè
ñèñòåìàìè.

ßêùî ñèñòåìà óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, òî âiäïîâiäíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ëi-
íiéíî íåçàëåæíîþ, áî ç ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòå-
ìè ðîçâ'ÿçêiâ âèïëèâà¹ ëiíiéíà çàëåæíiñòü ñèñòåìè
óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ. ßêùî ñèñòåìà óçàãàëüíåíèõ
ìîìåíòiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî âiäïîâiäíà ñèñòåìà
ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, áî ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæ-
íîñòi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ âèïëèâà¹ ëiíiéíà íåçàëåæ-
íiñòü ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ. Òåîðåìà
äîâåäåíà. ¥

Óìîâà çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíî¨ ïðî-
áëåìè ìîìåíòiâ ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ôîðì iíøèõ ¨¨
ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêà âñòàíîâëåíà â òåîðåìi , ¹ íåîáõiäíîþ
óìîâîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ óìîâîþ. Ñïðàâäi, íà îñíî-
âi ñïiââiäíîøåíü (3), âðàõîâóþ÷è (1), íå çàâæäè ìîæ-
íà îäåðæàòè ñïiââiäíîøåííÿ (2).

II. Òâiðíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi
ìîìåíòiâ

Çíàéäåìî âåëè÷èíó ðàäióñà êðóãà àíàëiòè÷íîñòi
òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòi óçàãàëüíåíèõ ìîìåí-
òiâ.

Òåîðåìà 1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ
îäíi¹¨ ç ëiíiéíèõ ôîðì ðîçâ'ÿçêiâ ¹ çáiæíîþ äî âiä-

ìiííî¨ âiä íóëÿ ãðàíèöi, òî òâiðíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâ-
íîñòi óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíê-
öi¹þ â îäèíè÷íîìó êðóçi.

¤ Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f (z) âèã-
ëÿäó

f (z) =
∞∑

n=0

snzn, (6)

â ÿêîìó êîåôiöi¹íòè {sn}∞0 çîáðàæåíi ó âèãëÿäi (1),
ÿêà ¹ àíàëiòè÷íîþ â êðóçi {z : |z| < r}. Âåëè÷èíó ðà-
äióñà çáiæíîñòi çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
sn

sn+1

∣∣∣∣ (7)

çà óìîâè iñíóâàííÿ ãðàíèöi.
Ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íàòóðàëü-

íi ÷èñëà , m àáî n òàêi, ùî ñèñòåìè {ak (τ)}∞0 òà
{bl (τ)}∞0 ¹ ëiíiéíî çàëåæíi ñèñòåìè, òîáòî

m∑
ν=0

pk+ν,mak+ν (τ) = 0
n∑

ν=0

ql+ν,nbl+ν (τ) = 0,

ïðè÷îìó iñíóþòü çíà÷åííÿ ν, äëÿ ÿêèõ pk+ν,m 6= 0 òà
ql+ν,n 6= 0. Òîäi íà îñíîâi ñïiââiäíîøåííÿ (1) áóäå

m∑
ν=0

pk+ν,msk+l+ν = 0
n∑

ν=0

ql+ν,nsk+l+ν = 0,

Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè öèõ ñïiââiäíîøåíü íà
sk+l+m i sk+l+n âiäïîâiäíî òà ïðèéìåìî lim

k→∞
pk+ν,m =

cm 6= 0 i lim
l→∞

ql+ν,n = dn 6= 0. Âðàõóâàâøè ôîðìóëó
(7), âñòàíîâëþ¹ìî, ùî âåëè÷èíà r ðàäióñà çáiæíîñòi
çáiãà¹òüñÿ ç ìîäóëåì îäíîãî ç êîðåíiâ ðiâíÿíü

m∑
ν=0

σν = 0
n∑

ν=0

σν = 0, (8)

ÿêi âñi ìiñòÿòüñÿ íà îäèíè÷íîìó êîëi. Òåîðåìà äîâå-
äåíà. ¥

III. Ïðèêëàäè
Îïèøåìî ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè ðàäióñà

êðóãà àíàëiòè÷íîñòi ó âèïàäêàõ iñíóâàííÿ â ñèñòåìàõ
ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ôîðì ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ
òà ÿâíîãî âèðàæåííÿ íàñòóïíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÷åðåç ïî-
ïåðåäíi.

Íåõàé ëiíiéíi ôîðìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â ñèñòåìàõ
ðîçâ'ÿçêiâ ìàþòü âèãëÿä

ak+1 (τ) = αkak (τ) , bl+1 (τ) = βlbl (τ) ,
{αk}∞0 ⊂ C, αk 6= 0, {βl}∞0 ⊂ C, βl 6= 0 (9)

Ëiíiéíi ôîðìè â ñèñòåìàõ ìîìåíòiâ íà îñíîâi (1)
ìàþòü âèãëÿä
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sk+l+1 = αksk+l,
sk+l+1 = βlsk+l.

(10)

Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (9) i (10) ïðèâîäÿòü äî
çíàõîäæåííÿ çàãàëüíèõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ìîìåí-
òiâ òà ïîñëiäîâíîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ. Ìà¹ìî

αk = βl = γ, sn = γns0, n = 1, 2, 3....
ak (τ) = γka0 (τ) , bl (τ) = γlb0 (τ) .

(11)

Âåëè÷èíó ðàäióñà çáiæíîñòi íà îñíîâi (7) òà (11)
çíàõîäèìî ç ôîðìóëè

r =
1
|γ| , (12)

ÿêó îäåðæó¹ìî òàêîæ ç ñïiââiäíîøåííÿ sn+1 = γsn

âíàñëiäîê äiëåííÿ îáèäâîõ ¨¨ ÷àñòèí íà sn+1 i ïåðå-
õîäó äî ãðàíèöi ïðè n →∞.

Òâiðíà ôóíêöiÿ

f (z) =
s0

1− γz

¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â êðóçi
{

z : |z| < 1
|γ|

}
.

Íåõàé ëiíiéíi ôîðìè äðóãîãî ïîðÿäêó â ñèñòåìàõ
ðîçâ'ÿçêiâ ìàþòü âèãëÿä

ak+2 (τ) = αk0ak (τ) + αk1ak+1 (τ) ,

{αk0}∞0 ⊂ C, {αk1}∞0 ⊂ C,

bl+2 (τ) = βl0bl (τ) + βl1bl+1 (τ) ,

{βl0}∞0 ⊂ C, {βl1}∞0 ⊂ C

(13)

Òîäi âiäïîâiäíi ëiíiéíi ôîðìè óçàãàëüíåíèõ ìî-
ìåíòiâ íà îñíîâi ñïiââiäíîøåííÿ (1) ìàþòü âèãëÿä

sk+l+2 = αk0sk+l + αk1sk+l+1,

sk+l+2 = βl0sk+l + βl1sk+l+1.
(14)

Ôîðìè (13) òà (14) âèðàæàþòü ôóíäàìåíòàëü-
íi ñïiââiäíîøåííÿ â òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ([4]).
Ââàæàþ÷è ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíèõ ôîðì
(14) çáiæíèìè, ïðèéìåìî

lim
k→∞

αk0 = α0, lim
k→∞

αk1 = α1,

lim
l→∞

βl0 = β0, lim
l→∞

βl1 = β1.
(15)

Îáèäâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåíü (14) ïîäiëèìî íà
sk+l òà ïðèéìåìî

lim
n→0

sn+1

sn
= σ. (16)

Òîäi ç ôîðìóë (14), ç âðàõîâàííÿì (15) i (16), ìà-
¹ìî

σ2 = α0 + α1σ, σ2 = β0 + β1σ. (17)
Çíàéøîâøè iç ñïiââiäíîøåíü (17) âåëè÷èíó σ òà

âðàõóâàâøè ôîðìóëó (7), îäåðæó¹ìî

r =
1
|σ| =

∣∣∣∣
α1 − β1

α0 − β0

∣∣∣∣ (18)

çà óìîâè, ùî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê îäíî÷àñíî íå ïå-
ðåòâîðþþòüñÿ â íóëü. ßêùîα1 = β1 = γ1, α0=β0=γ0,
òî îäåðæó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ σ2 − γ1σ − γ0 = 0,
ìîäóëü îäíîãî ç êîðåíiâ ÿêîãî äîðiâíþ¹ îáåðíåíié âå-
ëè÷èíi ðàäióñà êðóãà àíàëiòè÷íîñòi. ßêùîα0 = β0 i
α1 6= β1, òî ôóíêöiÿ f (z) âèãëÿäó (6) ¹ öiëîþ ôóíê-
öi¹þ.

ßêùî îäíà ç ïîñëiäîâíîñòåé {ak (τ)}∞0 ÷è
{bl (τ)}∞0 óòâîðþ¹ àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ, òîáòî
αk1 = βl1 = 2, òà αk0 = βl0 = −1, òî ç (17) ìà¹ìî
σ2 − 2σ + 1 = 0. Ôóíêöiÿ f (z) âèãëÿäó (6) ¹ àíàëiòè-
÷íîþ ôóíêöi¹þ â êðóçi {z : |z| < 1}. Ñïðàâäi,

sn = s0 + (s1 − s0)n, f (z) =
s0 + (s1 − 2s0) z

(1− z)2
.

Íåõàé ëiíiéíi ôîðìè ðîçâ'ÿçêiâ ìàþòü âèãëÿä
ïåðøîãî ç ñïiââiäíîøåíü (9) òà äðóãîãî ç ñïiââiäíî-
øåíü (13), àáî äðóãîãî ç ñïiââiäíîøåíü (9) òà ïåðøîãî
ç ñïiââiäíîøåíü (13). Òîäi â ñèñòåìi ìîìåíòiâ ìà¹ìî
âiäïîâiäíî

sk+l+3 = αkβl0sk+l + αkβl1sk+l+1,

sk+l+3 = αk0βlsk+l + αk1βlsk+l+1.
(19)

Ââàæàþ÷è ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíèõ
ôîðì (19) çáiæíèìè, ïðèéìåìî

lim
k→∞

αk = α, lim
l→∞

βl = β. (20)

Îáèäâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåíü (19) ïîäiëèìî íà
sk+l. Òîäi íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (16), âðàõîâóþ÷è (20)
òà (15), à ïîòiì (17), îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

σ3 = α (β0 + β1σ) ,

σ3 = β (α0 + α1σ) .
(21)

ßêùî α 6= 0 àáî β 6= 0, òî äëÿ σ 6= 0 ç (21), âðàõî-
âóþ÷è (17), âiäïîâiäíî çíàõîäèìî

r =
1
|α| , r =

1
|β| . (22)

ßêùî α = 0 àáî β = 0, òî ôóíêöiÿ f (z) âèãëÿäó
(6) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ.

Âèñíîâêè
Çàïðîâàäæåíi ëiíiéíi ôîðìè ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷à-

þòü âiäïîâiäíi ëiíiéíi ôîðìè óçàãàëüíåíèõ ìîìåí-
òiâ. Òâiðíi ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòåé ëiíiéíèõ ôîðì
óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòiâ ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè
â êðóãàõ, ðàäióñè ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íi
çíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíèõ ôîðì
ðîçâ'ÿçêiâ.
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LINEAR FORMS OF THE SOLUTIONS
FOR THE GENERALIZED MOMENTS PROBLEM

M.M. Chyp
National University �Lvivska Politekhnika�, 12 Bandera St, UA-79013 Lviv, Ukraine

The test of the linear independendence of the solutions for the generalized moments problem
are obtained. In the case of linear dependent systems of the solutions the methods for determining
the radius of analycity for the generating function of the sequence of generalized moments are
proposed.
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