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Розглянуто роботу зубчастої диференціальної передачі, коли ведучою ланкою є 
сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило та навпаки. Пари зубчастих коліс можуть 
бути з внутрішнім або із зовнішнім зачепленням. Керуючою ланкою є епіцикл, який 
може обертатись або бути зупиненим за допомогою замкнутої гідросистеми. Виконано 
теоретично-комп’ютерне дослідження ККД для таких зубчастих диференціальних 
передач і за допомогою комп’ютерного моделювання отримано графічні його залежності 
від параметрів передачі. 

Ключові слова: коефіцієнт корисної дії, зубчаста диференціальна передача, 
внутрішнє та зовнішнє зачеплення, сонячне зубчасте колесо, водило, епіцикл, 
гідросистема. 

V. Malashchenko, O. Strilets, V. Strilets  

EFFICIENCY DIFFERENTIAL TRANSMISSION WITH INTERNAL  
AND EXTERNAL GEARING IN DEVICES FOR SPEED CONTROL  

WITH EPICYCLICAL GEARS 
The article considers the functioning of epicyclic gear train when the driving element is a 

sun gear and the driven – is carrier or vice versa. The cogwheels couples can have either 
internal or external gearing. The control element is the ring gear that can be rotated or 
stopped by closed circuit hydrosystem. We have conducted a theoretical computer research of 
efficiency in such epicyclic gear train and using the means of computer modeling we have 
obtained graphical dependences of the transmission efficiency from its parameters 

Key words: efficiency, epicyclic gear train, internal and external gearing, sun gear, 
carrier, ring gear, hydrosystem. 

 
Постановка проблеми. Під час різних технологічних процесів у різних галузях 

промисловості виникає необхідність керування змінами швидкості за величиною та напрямком її 
виконавчих механізмів машин. У вітчизняній [1–12] та зарубіжній [13–16] періодичній технічній 
літературі запропоновано новий безсходинковий спосіб керування змінами швидкості за допомо-
гою односходинкових і багатосходинкових зубчастих диференціальних передач з замкнутою 
гідросистемою. На наукових конференціях та під час інших наукових дискусій, наприклад [17–21], 
часто звертають увагу на коефіцієнт корисної дії таких пристроїв, які дають змогу керувати змінами 
швидкості за допомогою односходинкових і багатосходинкових зубчастих диференціальних 
передач з замкнутою гідросистемою, розроблених на рівні патентів України [22, 23] і які 
потребують подальших теоретичних досліджень їх кінематичних, силових ї геометричних 
параметрів. Про коефіцієнти корисної дії механізмів відомо  із класичної технічної літератури з 
теорії механізмів і машин [24], але це мало стосується конкретних випадків роботи механізмів. 
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Мета роботи. Виконати теоретично-комп’ютерне дослідження ККД дворядної зубчастої 
диференціальної передачі з двома внутрішніми або зовнішніми зачепленнями зубчастих коліс для 
пристрою зміни швидкості, коли ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, веденою – водило та 
навпаки, а керування виконують через епіцикл.  

 
Основний матеріал. Для традиційних механізмів ККД здебільшого досліджені та відомі із 

літературних джерел і практики. За ним оцінюють досконалість машини або механізму. Він 
знаходиться у межах 10 <≤η  і є величиною, яка визначається відношенням роботи (потужності) 
корисних сил ксА  до повної роботи (потужності) шсксп ААА += , яка складається з робіт корисних і 
шкідливих ( шсА ) сил 

пкс АА /=η .                                                                       (1) 

Вказане вище загальне визначення ккд може бути конкретизовано для окремих випадків і, що 
важливо, можна отримати формули для його визначення через інші параметри механізмів. 
Визначення ККД зубчастих диференціальних передач не завжди необхідне. Якщо таку передачу 
застосовують як редуктор, який передає потужність виконавчому механізму машини протягом 
тривалого часу, то для з’ясування її придатності необхідно визначати ККД. У випадках, коли такі 
передачі використовують як пристрої регулювання руху деяких ланок, його можна не визначати, 
якщо є впевненість, що передача не самогальмівна. 

На практиці  переважно застосовують три методи визначення цього важливого параметра: 
– безпосереднє визначення втрат на тертя у всіх рухомих з’єднаннях ланок та сил, які діють 

між ними, і швидкостей відносного руху. При цьому сили визначають попередньо без врахування 
тертя, а потім  сили тертя та їх роботу. Отримана робота сил тертя дає змогу визначити ККД;  

– зубчасті планетарні та диференціальні передачі інверсії зводять до простих передач з 
нерухомими осями,  покладаючи, що із додатковим обертанням, наданим всьому механізму в 
цілому, в результаті перетворення не змінюється робота сил тертя. Не враховуються також 
додаткові втрати від тиску в кінематичних парах, які виникають за дії відцентрових сил і моментів 
сил інерції сателітів; 

– визначаючи ККД, передбачають, що втрати на тертя в кожній парі коліс зубчастої 
диференціальної передачі пропорціональні добутку колової сили на зубцях і швидкості точки 
початкового кола сателіта відносно водила ( vFt ) або добутку обертального моменту на кутову 
швидкість ланки ( ііТ ω ). Цей добуток має назву потенціальної потужності. 

ККД пристрою для керування змінами швидкості за допомогою диференціальної передачі з  
замкнутою гідросистемою через епіцикл, де ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веде- 
ною – водило, визначають так  

7614 ηηηη = ,                                                                       (2) 

де 14η , 6η  і 7η – ККД відповідно диференціальної передачі; приводу замкнутої гідросистеми 
(зубчастої передачі); замкнутої гідросистеми (втрати потужності на роботу гідронасоса при 
перекачуванні рідини у замкнутій гідросистемі.  

Блок-схему можливих втрат потужності в пристрої для керування змінами швидкості за 
допомогою диференціальної передачі з замкнутою гідросистемою через епіцикл, де ведучою 
ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило показано на рис. 1. 

На основі аналізу блок-схеми втрат потужності у пристрої для керування змінами швидкості, 
коли ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило, зроблено висновок, що 
частина потужності, поданої на сонячне зубчасте колесо, через сателіт передається на водило, а 
частина – через сателіт передається на епіцикл і замкнуту гідросистему. 

Визначаючи ККД за першим і третім методами, необхідно знати колові сили, які діють у 
кожному зубчастому зачепленні диференціальної передачі. 
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Рис. 1. Блок-схема втрат потужності у пристрої для керування змінами  
швидкості, коли ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило  

 

 
 

Рис. 2. Схеми сил у зубчастій диференціальній передачі  
з внутрішніми зачепленнями коліс 

 

Розглянемо умову рівноваги сателіта (рис. 2), що має вигляд 
 0242312 =++ FFF ,                                                               (3) 

де 12F , 24F  і 24F  – колові сили, показані на рис. 2. 
Сума моментів сил, які діють на сателіт, відносно осі його обертання, також дорівнює нулю 

0223212 =′+ rFrF ,                                                               (4) 
де 2r  і 2r′  – радіуси початкового кіл зубчастих коліс сателіта, відповідно з кількістю зубців 2z  і 2z′ . 

З виразів (3) і (4) сили, які діють на ланки зубчастої диференціальної передачі, будуть: 

2

2
2312 r

rFF
′

−= ;                                                                   (5) 

)1(
2

2
2324 r

r
FF

′
−−= .                                                              (6) 

Отримані формули показують, що одна із заданих сил дає можливість визначити дві інші. 
Якщо задано обертальний момент 1Т , тоді 

1112 / rТF = ,                                                                    (7) 
де 1r  – радіус початкового кола сонячного зубчастого колеса 1z . 

Відповідно до виразу (7) для обертального моменту, який прикладається до колеса 3z , маємо 

1131
1

3
3233 ТuТ

r
r

rFТ −=−== ,                                                        (8) 

тобто обертальні моменти 1Т  і 3Т  без врахування тертя, відносяться як у передачі з нерухомими осями, 

де 
21

32
13 zz

zz
u

′
= . Враховуючи тертя на зубцях, зв’язок між обертальними моментами можна подати так  
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кuТТ 131313 η−= ,                                                                    (9)   
де 98,0...96,013 =η  – ККД зубчастої передачі з нерухомими осями, визначається як для 
послідовного з’єднання [26]; 1+=k  – коли потужність передається від зубчастого колеса 1z  до 
зубчастого колеса 3z  і 1−=k  – коли потужність передається від зубчастого колеса 3z  до 
зубчастого колеса 1z . 

Зв’язок між обертальними моментами, які діють на ланки зубчастої диференціальної 
передачі, можна встановити, розглядаючи умову рівноваги всієї передачі. При цьому отримаємо  

0431 =++ ТТТ ,                                                                 (10) 
де 4Т  – обертальний момент, який діє на водило.  

Згідно з [26], для зубчастої диференціальної передачі цей обертальний момент дорівнює 
кuТТ 131314 1( η−−= ).                                                             (11) 

Якщо обертальний момент 1Т  ведучий, а 4Т  – ведений і 3Т  – керуючий, то ККД при 
ведучому сонячному зубчастому колесі 1z  можна подати як відношення корисно використаної 
потужності до повної потужності 

3311

44
14 ωω

ω
η

ТТ
Т

+
−= .                                                          (12) 

Підставимо значення 1Т , 3Т  і 4Т  до (12) і виразимо 4ω  через 1ω , використавши формулу (1), 
[6], і після нескладних перетворень отримаємо 

))(1(

))(1(
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)4(

1331
)4(

13

)4(
133113
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Для того, щоб наочніше показати характер зміни ККД диференціальної передачі з пристроєм у 
вигляді замкнутої гідросистеми, коли ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило 
від параметрів передачі, формула (13) запрограмована та отримані графічні залежності 

( ))4(
131314 ,, uf ωωη = , для 97,013 =η , при різних передаточних числах 20...1)4(

13 =u , та кутовій швид-

кості ведучої ланки срад /300;150;100;751 =ω . Одну з таких залежностей показано на рис. 3.  

 
 

Рис. 3. Графіки зміни ККД у диференціальній однорядній передачі, 
 коли ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а веденою – водило 
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Тепер розглянемо інший характерний для техніки випадок. Блок-схему можливих втрат 
потужності в пристрої для керування змінами швидкості за допомогою зубчастої диференціальної 
передачі з замкнутою гідросистемою через епіцикл, де ведучою ланкою є водило, а веденою – 
сонячне зубчасте колесо,  показано на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4. Блок-схема втрат потужності у пристрої для керування змінами швидкості, 
 коли ведучою ланкою є водило, а веденою – сонячне зубчасте колесо 

 
Якщо ж обертальний момент сил опору прикладений до сонячного зубчастого колеса 1, тоді 

вираз для ККД матиме такий вигляд 

3344

11
41 ωω

ω
η

TT
T

+
−= .                                                            (14) 

Якщо до формули (14) підставити значення 1Т , 3Т  і 4Т  з формул (9) і (11) та замінити 1ω  

через 4ω , використавши формулу (1) з [6], після нескладних перетворень отримаємо вираз для ККД 
при ведучому водилі та веденому сонячному зубчастому колесі у вигляді 

31341313

)4(
13313413

41 )(
)])1[(
ωωη
ηωω

η
uu

uu
+−

+−
= .                                                  (15) 

Формулу (15) запрограмовано та отримано графічні залежності ( ))4(
133441 ,, uf ωωη =  для 

передаточних відношень, що змінювались у межах 20...1)4(
13 =u , та кутової швидкості ведучої ланки 

срад /1004 =ω ,  для: 97,0)4(
13 =η ; 3...1)4(

13 =u  і срад /30...03 =ω  ( рис. 5). 
 

 
Рис. 5. Графіки зміни ККД в епіциклічній дворядній передачі з внутрішніми зачепленнями,  

коли ведучим є водило, а веденим – сонячне зубчасте колесо 
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Для передачі, показаної на рис. 6, силові взаємозв’язки та кінематичні параметри є 
подібними, як для попередньої схеми, і тому не наводяться. 

 

 
 

Рис. 6. Схема сил у дворядній зубчастій диференціальній передачі  
із зовнішніми зачепленнями коліс 

 
Висновки. 1. Отримані аналітичні та графічні залежності ККД між ведучою і веденою 

ланками (сонячним зубчастим колесом і водилом, або навпаки) у дворядних зубчастих дифе-
ренціальних передачах з внутрішнім і зовнішніх зачепленнями зубців із замкнутими гідросис-
темами за допомогою засобів комп’ютерного моделювання, подані на рис. 3 і 5, дають змогу наочно 
переконатися у зміні значення ККД  і практично оцінити його з погляду самогальмування. 

2. У зубчастій диференціальній передачі, де ведучою ланкою є сонячне зубчасте колесо, а 
веденою – водило, для різних 10...1)4(

13 =u  і срад /40...03 =ω , ККД зменшується до нуля внаслідок 
можливості самогальмування, тому застосування такої передачі для вказаних меж передаточного 
числа виключено. З графіків мінусової зони передаточних чисел (рис. 3) видно, що у зубчастій 
диференціальній передачі ККД вищий, ніж у простій передачі і майже не залежить від  )4(

13u  і 3ω , а 
є величиною сталою. 

3. У зубчастій диференціальній передачі, де ведучою ланкою є водило, а веденою – сонячне 
зубчасте колесо, у додатній і мінусовій зонах при малих передаточних числах ККД вищий, ніж у 
простій передачі, різко зменшується зі збільшенням передаточного числа до 5)4(

13 ±=u , потім 

вирівнюється до )4(
13η  і майже не залежить від кутової швидкості ланки керування 3ω  (рис. 5) та 

неможливе самогальмування. 
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