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Анотацiя

Вiзнович О.В. Математичне моделювання дифузiйних процесiв в рамках ста-
тистики Ренi. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата техiчних наук за спе-
цiальнiстю 01.05.02 — "Математичне моделювання та обчислювальнi методи".
— Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка Львiв, 2018.

Змiст дисертацiї. Дисертацiя присвячена побудовi та дослiдженням
математичних моделей дифузiйних та субдифузiйних процесiв частинок у
просторово–неоднорiдних системах на основi узагальнених рiвнянь дифузiї,
отриманих методом нерiвноважного статистичного оператора (НСО) Зубарє-
ва у рамках статистики на основi ентропiї Ренi. Виведено узагальненi рiвняння
q-дифузiї та електродифузiї (для носiїв заряду) у дробових похiдних на основi
рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропонованого Тарасовим у методi
НСО. Проведено чисельне моделювання субдифузiйного iмпедансу на основi
рiвняння Кеттано у дробових похiдних, що дало можливiсть проаналiзувати
нелiнiйну природу явищ переносу заряду в мультишарових наноструктурах
на основi частотної залежностi дiйсної та уявної частин її узагальненого опо-
ру. Отримано якiсне погодження iз експериментальними дослiдженнями для
мультишарових наноструктур. Для математичного моделювання дифузiйних
процеiв отримано рiвняння q-дифузiї для однокомпонентної системи взаємодi-
ючих частинок в методi НСО та проведено числовий розрахунок просторово-
часової залежностi функцiї розсiювання та коефiцiєнта q-дифузiї при вiдповiд-
них значеннях параметра Ренi q для модельної системи iз застосуванням ку-
мулянтних розкладiв. Запропоновано математичну модель опису кiнетичних
та гiдродинамiчних процесiв для системи взаємодiючих частинок, що перебу-
вають у нерiвноважних станах, далеких вiд рiвноваги на основi узагальнених
кiнетичних рiвняннях для нерiвноважних одночастинкової та двочастинкової
функцiй розподiлу, отриманих методом НСО Зубарєва для класичних систем
далеких вiд рiвноваги у статистицi Ренi. Показано, що у структуру рiвнянь
входять узагальненi коефiцiєнти дифузiї i тертя частинок у просторi коорди-
нат та iмпульсiв.

У вступi зазначено актуальнiсть проблем, обгрунтовано мету та основ-
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нi завдання дослiджень. Описано зв’язок роботи з науковими програмами та
темами. Сформульовано наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих ре-
зультатiв. Зазначено данi про особистий внесок автора, апробацiю результатiв
роботи та публiкацiї.

У першому роздiлi "Огляд лiтератури" особлива увага придiляється
математичним моделям процесiв аномальної дифузiї у конденсованих систе-
мах зi степеневими розподiлами вiдповiдних статистик Тсаллiса та Ренi, а
також рiвнянням дифузiї Фоккера-Планка у дробових похiдних. Представле-
но огляд робiт щодо математичного моделювання субдифузiйного iмпедансу
для електролiтичних систем. Подано аналiз робiт щодо побудови рiвнянь ди-
фузiї, кiнетичних рiвнянь у дробових похiдних та короткий виклад рiвняння
Лiувiлля у дробових похiдних за роботами Тарасова [8, 27]. Вiдображено ре-
зультати опрацювання основних робiт щодо проблем необхiдностi побудови
математичної моделi узгодженого опису кiнетичних та гiдродинамiчних про-
цесiв у густих газах та рiдинах далеких вiд рiвноваги, коли багаточастинко-
вими кореляцiями, пов’язаними з локальними законами збереження не можна
нехтувати. Наприкiнцi роздiлу наведено стислий виклад методу НСО Зуба-
рєва у статистицi на основi ентропiї Ренi, за допомогою якого проводилися
дослiдження у роботi.

У другому роздiлi "Узагальненi рiвняння типу дифузiї у дро-

бових похiдних" розроблено математичнi моделi дифузiї з використанням
рiвнянь у дробових похiдних, виходячи з рiвняння Лiувiлля у дробових по-
хiдних для просторово-неоднорiдної системи. Методом НСО знайдено загаль-
ний розв’язок рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, за допомогою якого
виводиться узагальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних. Для матема-
тичного моделювання субдифузiйних процесiв у мультишарових структурах,
що характеризуються фрактальною структурою, виведено також узагальненi
рiвняння електродифузiї для носiїв заряду у дробових похiдних, на основi ме-
тоду НСО Зубарєва i ентропiї Ренi. Отримано ряд рiвнянь типу дифузiї для
вiдповiдних значень параметрiв фрактальностi у просторi та часi.

У третьому роздiлi "Математичне моделювання субдифузiйних

процесiв в електролiтичнiй системi" подано результати математичного
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моделювання субдифузiйних процесiв в електролiтичнiй системi для поясне-
ння дiаграм Найквiста експериментальних дослiджень [5] для системи GaSe

з iнкапсульованим β-циклодекстрином. Експериментальнi дослiдження iмпе-
дансних характеристик даних систем показали, що процеси переносу носiїв
заряду мають нелiнiйний стадiйний характер iз складною поведiнкою рела-
ксацiйних процесiв у часi. Для моделювання таких релаксацiйних процесiв
застосовано рiвняння дифузiї типу Кеттано.

У четвертому роздiлi "Математичне моделювання коефiцiєнтiв

q-дифузiї" розглянуто один iз шляхiв отримання узагальненого (немарков-
ського) рiвняння дифузiї з використанням методу НСО Зубарєва та принципу
максимуму ентропiї Ренi, який базується на степеневих розподiлах. Такi пiд-
ходи важливi з точки зору математичного моделювання дифузiйних процесiв
у випадкових та регулярних структурах. Обгрунтовано один iз шляхiв розра-
хункiв коефiцiєнтiв q-дифузiї, якi вiдображають механiзми процесiв переносу.
Проведено чисельний розрахунок функцiї розсiювання для модельної систе-
ми частинок, що зв’язана з динамiчним структурним фактором, який може
вимiрюватися експериментально у процесах розсiювання нейтронiв.

У п’ятому роздiлi "Математична модель кiнетичних процесiв

в статистицi на основi ентропiї Ренi" подано модель опису кiнетич-
них та гiдродинамiчних процесiв для системи, що перебуває у нерiвноважних
станах, далеких вiд рiвноваги. Виходячи iз принципу максимуму ентропiї Ренi
отримано релевантну функцiю розподiлу i на основi неї нерiвноважну функцiю
розподiлу частинок, як розв’язок рiвняння Лiувiлля. За допомогою нерiвно-
важної функцiї розподiлу отримано узагальненi кiнетичнi рiвняння для нерiв-
новажних одно- та двочастинкових функцiй розподiлу. Розкрито внутрiшню
структуру узагальнених функцiй пам’ятi i встановлено їх зв’язок iз узагаль-
неними коефiцiєнтами дифузiї та тертя у просторi координат та iмпульсiв, що
характерно для систем далеких вiд рiвноваги.

Ключовi слова: математична модель, дифузiйний процес, статистика
Ренi, коефiцiєнт q-дифузiї, рiвняння Лiувiлля, нерiвноважний статистичний
оператор, рiвняння Кеттано, мультишарова наноструктура.
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Technologia. Osia̧gniecia naukowe, rozwój, propozycja na rok 2015: Zbiór
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ABSTRACT

Viznovych O.V. Mathematical modeling of diffusion processes within Renyi
statistics. — On the rights of manuscript. Thesis for PhD degree on technical
sciences in specialty 01.05.02 mathematical modeling and computational methods,
Lviv Polytechnic National University, Lviv, 2018.

The generalized equation (non-Markovian) of the diffusion in fractional deri-
vatives was obtained using the NSO method. With q = 1 the generalized equation
of q-diffusion in the Renyi statistics goes into a generalized equation of the diffusion
of Gibbs statistics in fractional derivatives. The generalized equations of q-diffusion
and electrodifusion (for ions) in fractional derivatives have been established on the
basis of the Liouville equation in fractional derivatives in the non-equilibrium stati-
stical operator method. For the first time, generalized Kettano-type electrodiffusion
equations for systems with spatial-temporal fractality have been obtained.

A numerical modelling of the sub-diffusion impedance on the basis of Kettano
equation in fractional derivatives has been carried out, enabling to analyse the
nonlinear nature of charge transfer phenomena in multi-layer nanostructures based
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on the frequency dependence of the real and imaginary parts of its generalized resi-
stance. A qualitative coordination with the experimental studies for multi-layer
nanostructures has been obtained. The analysis of the outlined Nyquist diagrams
has led to a somewhat unexpected result: the increase of the frequency dispersi-
on of the impedance hodograph, observed in the experiment, in the synthesis in
an electric field with simultaneous illumination is not due to the growth of τ ,
as it was expected, but due to the change in the temporal fractal dimension α.
This also applies to the appearance of inductive response in the high-frequency
area. The increase in the frequency dispersion Z(iω) under illumination, which
involves photoinduced polarization in such systems, also correlates primarily with
the change of α.

For mathematical modelling of diffusion processes, the q-diffusion equation for
a one-component system of interacting particles in the non-equilibrium statistical
operator method has been obtained and a numerical calculation of the spatial-
temporal dependence of the scattering function and the q-diffusion coefficient with
the corresponding values of the Reni q parameter for the model system with applyi-
ng cumulative decompositions has been carried out. With q = 1 the results are
obtained that correspond to the processes of normal diffusion. It is important to
note that in the temporal dependence of the correlation functions, a negative area
of dependence has been observed which is actively researched by other methods,
in particular by the Mori projection operators’ method in the Gibbs statistics.

A mathematical model for describing kinetic processes for a system of interacti-
ng particles in non-equilibrium states distant from equilibrium based on generali-
zed kinetic equations for non-equilibrium single-particle and two-particle distri-
bution functions obtained by Zubarev’s method of a non-equilibrium statistical
operator for classical systems distant from equilibrium in the Reni statistics has
been proposed. It has been shown that the structure of the equations includes
generalized coefficients of diffusion and friction of particles in the space of coordi-
nates and impulses. The internal structure of the generalized memory functions
has been revealed, which made it possible to show that the kinetic equations
are of Fokker-Planck type, which contain the correlation functions of the second
and higher orders according to the dynamic variables: the microscopic densities
of the number of particles, their impulse and power in the space of coordinates
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and impulses. The fourth-order memory functions according to variables allow for
approximations corresponding to the ideology of the theory of interacting modes
and can be used to model nonlinear processes.

Key words: mathematical model, diffusion process, Renyi statistics, q-
diffusion coefficient, the Liouville equation, non-equilibrium statistical operator,
Kettano equation, multi-layer nanostructure.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Сучасний етап розвитку технологiї на основi гетеро-
структурованих неорганiчно/неорганiчних, неорганiчно/органiчних наноком-
позитних матерiалiв [1,2], з якими пов’язують можливiсть реалiзацiї унiкаль-
них фiзико-хiмiчних властивостей, стимулює теоретичнi дослiдження та мате-
матичне моделювання реакцiйно-електродифузiйних процесiв у таких систе-
мах.

Важливою прикладною задачею є опис напiвпровiдникових систем зi ста-
дiйним упорядкуванням, що виникає у шаруватих структурах при застосуван-
нi методики попередньої iнтеркаляцiї–деiнтеркаляцiї для покращення входже-
ння гостьових частинок. У зв’язку iз експериментальною складнiстю створен-
ня таких структур для прогнозування необхiдних властивостей велике значен-
ня має побудова та дослiдження математичних моделей дифузiйного iмпедан-
су для iєрархiчних структур. У таких iєрархiчних структурах спостерiгаються
процеси аномальної (супер–, суб–) дифузiї частинок [3–7], механiзми яких да-
леко не вивченi. Дiйсно, у сучасних дослiдженнях процеси переносу, зокрема
дифузiя частинок у пористих середовищах, неупорядкованих структурах опи-
сується спiввiдношенням для їх середньоквадратичного змiщення:

⟨(r⃗(t) − r⃗(0))2⟩ = 2Dαt
α 1

Γ(1 + α)
,

де Dα — коефiцiєнт "аномальної"дифузiї, t — час, Γ(1 +α) — гамма–функцiя,
параметр α , що змiнюється в iнтервалi 0 < α ≤ 1. При α = 1 це спiввiдноше-
ння переходить у вiдоме спiввiдношення Ейнштейна

⟨
(r⃗(t) − r⃗(0))2

⟩
= 2Dt,

де D — коефiцiєнт дифузiї, який входить у рiвняння дифузiї Фiка. Отже, ми

16



маємо нефiковськi процеси i виникає питання, якi математичнi моделi можуть
описувати їх.

При дослiдженi електрохiмiчного iмпедансу у просторово–неоднорiдних си-
стемах процеси проходження струму описуються наступним спiввiдношенням
частотної залежностi узагальненого опору:

Z(iω) ∝ (iω)
−
β

2 ,

де параметр β змiнюється в iнтервалi 0 < β ≤ 2. При β = 2 це спiввiдношення
переходить у електрохiмiчний iмпеданс Варбурга

Z(iω) ∝ (iω)−1,

якому вiдповiдають фiковськi процеси дифузiї носiїв заряду. Це означає, що
iснують "аномальнi"електрохiмiчнi процеси переносу заряду у просторово–
неоднорiдних системах. З цiєї точки зору побудова математичної моделi дифу-
зiйних процесiв, що супроводжуються аномальною поведiнкою, зокрема для
атомiв та iонiв у iєрархiчних структурах є актуальною проблемою i має як
теоретичне, так i прикладне значення. Розрахунок просторово–часової зале-
жностi неоднорiдних коефiцiєнтiв дифузiї у таких процесах є першочерговою
проблемою, оскiльки вони вiдповiдають за основнi механiзми.

Для математичного моделювання процесiв переносу у рiзних системах,
зокрема з фрактальною структурою актуальними залишаються проблеми по-
слiдовного виведення рiвнянь переносу (дифузiї, гiдродинамiки, кiнетичних
рiвнянь) у дробових похiдних [8]. Якщо математичне моделювання дифузiй-
них процесiв у конденсованих системах у рамках статистики на основi ентропiї
Гiббса на даний час добре розробленi [9–16], то опис суб–, супердифузiйних
процесiв у рiзних середовищах виходить за рамки статистики Гiббса i роз-
глядається в узагальнених статистиках на основi ентропiй Тсаллiса, Ренi та
iн. [19–23]. З цiєї точки зору важливою є розробка математичних методiв моде-
лювання дифузiйних процесiв у статистицi Ренi, для якої характернi степеневi
закони для розподiлiв у часi. При дослiдженнi складних самоорганiзацiйних,
фрактальних структур та процесiв субдифузiї у них необхiднi новi математи-
чнi моделi та рiвняння переносу [24]. Вивчення та математичне моделювання
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нелiнiйних процесiв у пористих середовищах залишаються актуальними у тео-
ретичнiй i математичнiй фiзицi як на кiнетичному, так i на гiдродинамiчному
рiвнi опису.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Осно-
ву дисертацiйної роботи складають результати теоретичних та практичних
дослiджень, виконаних автором у межах планових робiт кафедри прикладної
математики Iнституту прикладної математики та фундаментальних наук На-
цiонального унiверситету "Львiвська полiтехнiка"щодо дослiдження матема-
тичних моделей конкретних типiв систем, а також науково-дослiдних робiт,
що виконувалися кафедрою, а саме: "Моделi квантово-статистичного опису
каталiтичних процесiв на металевих пiдкладах"(номер державної реєстрацiї
01107U001091) 2012–2013р.; "Фiзичнi процеси i їх математичне моделювання
у наногiбридизованих структурах пристроїв сенсорики i накопичення енер-
гiї"(номер державної реєстрацiї 0113U003189) 2013–2015р.; "Побудова i дослi-
дження методiв розв’язування задач прикладної математики та iнформати-
ки"(номер державної реєстрацiї 0113U005296) 2013–2017р.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є побудова та дослiдже-
ння математичних моделей дифузiйних та субдифузiйних процесiв частинок
у просторово-неоднорiдних системах на основi узагальнених рiвнянь дифузiї
отриманих методом нерiвноважного статистичного оператора (НСО) Зубарє-
ва [25] у рамках статистики на основi ентропiї Ренi [26].

У роботi для досягнення вказаної мети були передбаченi такi завдання:

• для математичного моделювання дифузiйних, супер- та субдифузiйних
процесiв отримати неоднорiднi рiвняння дифузiї частинок, використав-
ши метод НСО Зубарєва у рамках статистики на основi ентропiї Ренi;

• на основi математичного апарату дробового числення отримати узагаль-
нене рiвняння дифузiї на основi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних;

• побудова нових математичних моделей розрахунку субдифузiйного iм-
педансу у мультишарових наноструктурах та алгоритмiв їх числового
дослiдження;

• побудова моделей та розрахунок просторово-часової залежностi неодно-
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рiдних коефiцiєнтiв дифузiї в рамках статистики на основi ентропiї Ренi
для частинок у просторово неоднорiдних системах;

• для побудови математичної моделi опису кiнетичних процесiв отримати
узагальненi кiнетичнi рiвняння для нерiвноважних одно- i двочастин-
кових функцiй розподiлу для систем взаємодiючих частинок для станiв
далеких вiд рiвноваги у статистицi на основi ентропiї Ренi.

Об’єктом дослiдження є процеси дифузiї та аномальної дифузiї у
просторово-неоднорiдних системах, субдифузiйний iмпеданс у мультишарових
наноструктурах.

Предметом дослiдження є математичнi моделi дифузiйних та субдифузiй-
них процесiв частинок у просторово-неоднорiдних системах.

Методи дослiдження. У роботi застосовано метод НСО Зубарєва, мате-
матичний апарат фрактального (дробового) числення [28], методи математи-
чної фiзики та пiдходи до їх використання до побудови рiвнянь узагальненої
дифузiї у дробових похiдних для просторово-неоднорiдних систем.

Наукова новизна одержаних результатiв:

• вперше виведено узагальненi рiвняння електродифузiї для носiїв заря-
ду, якi базуються на математичному апаратi фрактального числення та
методi НСО Зубарєва, що дало можливiсть описувати дифузiйнi та су-
бдифузiйнi процеси у рамках статистики на основi ентропiї Ренi;

• вперше отримано узагальненi рiвняння електродифузiї типу Кеттано для
систем з просторово-часовою фрактальнiстю, що уможливило моделю-
вання субдифузiйного iмпедансу для мультишарових наноструктур та
забезпечило якiсне узгодження iз експериментальними даними для си-
стеми GaSe з iнкапсульованим β–циклодекстрином;

• вперше отримано рiвняння q-дифузiї в однокомпонентнiй системi части-
нок, якi базуються на рiвняннi Лiувiлля у дробових похiдних i методi
НСО в статистицi Ренi, що дало можливiсть моделювати просторово-
часовi залежностi коефiцiєнта дифузiї при вiдповiдних значеннях пара-
метра Ренi та встановлювати режими суб-, супер- та нормальної дифузiї;
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• вперше розроблено математичну модель кiнетичних та гiдродинамiчних
процесiв у системi взаємодiючих частинок, що перебувають у нерiвно-
важних станах, далеких вiд рiвноваги, яка базується на узагальнених
кiнетичних рiвняннях для нерiвноважних одночастинкової та двочастин-
кової функцiй розподiлу, отриманих методом НСО оператора Зубарєва
для класичних систем далеких вiд рiвноваги у статистицi Ренi, що дало
можливiсть дослiджувати залежностi дифузiйних процесiв вiд узагаль-
нених коефiцiєнтiв дифузiї i тертя частинок у просторi координат та
iмпульсiв.

Практичне значення одержаних результатiв:
Математичне моделювання q-дифузiї та метод розрахунку функцiї роз-

сiювання, якi вимiрюються експериментально, можуть бути застосованi до
математичного моделювання дифузiйних процесiв у просторово-неоднорiдних
системах. Математична модель для опису нелiнiйних кiнетичних процесiв пе-
реносу на основi узагальнених кiнетичних рiвнянь для нерiвноважних одно-
частинкової та двочастинкової функцiй розподiлу частинок для класичних
систем далеких вiд рiвноваги може бути застосована для опису реакцiйно-
дифузiйних турбулентних процесiв, якi характернi для запропонованих у ро-
ботi математичних моделей.

Реалiзацiя результатiв та впровадження. Математичне моделювання
субдифузiйного iмпедансу вже знайшло практичне застосування у пояснен-
нi експериментальних даних з iмпедансної спектроскопiї для мультишарових
наноструктур, що отриманi у дослiдженнях на кафедрi прикладної фiзики
Нацiонального унiверситету "Львiвська полiтехнiка". Чисельне моделювання
субдифузiйного iмпедансу на основi розробленої математичної моделi дало мо-
жливiсть проаналiзувати та пояснити нелiнiйну природу явищ переносу заря-
ду у мультишарових наноструктурах з фрактальною структурою на основi
частотної залежностi дiйсної та уявної частин її узагальненого опору. Для
практичного використання створено програмний продукт розрахунку iмпе-
дансних характеристик для моделювання субдифузiйних процесiв у реальних
електролiтичних батареях.

Результати дисертацiйної роботи використано:
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1. в ПАТ "Львiвський електроламповий завод "IСКРА"(для удосконалення
технологiї виробництва освiтлювальних приладiв на основi свiтлодiодних
пристроїв використано результати дослiдження коефiцiєнтiв дифузiї та
моделей субдифузiї);

2. в ТзОВ "Бескид-Бiт"(викоритано моделi та пiдходи до аналiзу проце-
сiв електодифузiї у шаруватих напiвпровiдникових структурах та про-
грамну технологiю розрахунку коефiцiєнтiв дифузiї, що дало можли-
вiсть проаналiзувати деякi результати дифузiйних процесiв у шарува-
тих кристалах та розробити новi технологiї виробництва сенсорiв на їх
основi).

Результати дисертацiйної роботи використовуються також у навчально-
му процесi у Нацiональному унiверситетi "Львiвська полiтехнiка"в лекцiй-
них курсах "Стохастичнi моделi систем"для студентiв другого (магiстерсько-
го) рiвня вищої освiти (спецiальнiсть 113 — "Прикладна математика освiтньо-
наукова програма "Прикладна математика") та "Випадковi процеси"для сту-
дентiв 4-го курсу освiтньо-квалiфiкацiйного рiвня "бакалавр"(спецiальнiсть
6.040301 — "Прикладна математика"). Акти про використання результатiв ди-
сертацiйних дослiджень наведено у Додатку.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, отриманi при вирiшеннi
поставлених у дисертацiйнiй роботi завдань, отриманi автором самостiйно. У
наукових працях, опублiкованих у спiвавторствi, автору належать: чисельне
моделювання субдифузiйного iмпедансу на основi рiвняння Кеттано у дро-
бових похiдних [32, 33]; аналiз частотної залежностi дiйсної та уявної частин
узагальненого опору електролiтичної системи, виведення узагальненого рiв-
няння дифузiї i рiвняння електродифузiї у дробових похiдних на основi рiвня-
ння Лiувiлля у дробових похiдних для систем взаємодiючих частинок [34–38];
отримання у рамках статистики Ренi методом НСО узагальненого рiвняння
дифузiї, чисельний розрахунок коефiцiєнта дифузiї i функцiї розсiювання для
модельної системи в залежностi вiд параметра Ренi [31]; детальний розрахунок
та аналiз структури узагальнених функцiй пам’ятi при побудовi математичної
моделi опису кiнетичних процесiв [29,30]; участь у постановцi задач, iнтерпре-
тацiя результатiв, а також їх висвiтлення на конференцiях [39–41,44–48].
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдались та обговорювалися на таких наукових конференцiях: VI Intern.
Conf. "Physics of disordered systems"(Lviv, 2013); Наук.-техн. конф. "Мiкро-
та нанонеоднорiднi матерiали: моделi та експеримент"(INTERPOR’15) (Львiв,
2015); Мiжнар. мiждисциплiнарнiй наук. конф. студентiв, аспiрантiв i моло-
дих вчених "Science and Scientists"(Днiпропетровськ, 2015); Konf. Miȩdzynar.
Nauk.-Prakt. "Inżynieria i Technologia. Osia̧gniȩcia Naukowe, Rozwój, Propozycje
na rok 2015"(Warszawa, 2015); VII Всеукр. наук.-практ. конф. за мiжнар. уча-
стю "Iнформатика та системнi науки"(IСН–2016) (Полтава, 2016); 16-й Всеукр.
школi-самiнарi та Конкурсi молодих вчених iз статистичної фiзики та теорiї
конденсованої речовини Iнституту фiзики конденсованих систем НАН Украї-
ни (Львiв, 2016); Bogolyubov Conf. on Problems of Theoretical Physics dedicated
to the 50th anniversary of the Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of
the NAS of Ukraine (Kyiv, 2016); Мiжвузiвському наук. семiнарi, присвячено-
му 100-рiччю вiд дня народження проф. Василя Павловича Рубаника (1917–
1993) i 55-рiччю кафедри прикладної математики та iнформацiйних техноло-
гiй "Прикладнi задачi та IТ-технологiї"(Чернiвцi, 2017); XIV Мiжнар. конф.
"Функцiональнi та наноструктурованi матерiали"(FNMA’2017) i VII Мiжнар.
конф. "Фiзика невпорядкованих систем"(PDS’2017) (Львiв, 2017). Робота про-
ходила апробацiю на регулярних наукових семiнарах кафедри прикладної ма-
тематики Нацiонального унiверситету "Львiвська полiтехнiка"(2012–2017).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 20 роботах, серед яких
1 роздiл у монографiї [33], 4 статтi у наукових фахових виданнях України [31,
32,35,36], 3 статтi у наукових перiодичних виданнях iнших держав [30,34,37],
2 статтi у наукових виданнях України [29,38] та 10 тез наукових конференцiй
[39–48].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається зi вступу,
п’ятьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв. Загаль-
ний обсяг роботи складає 149 сторiнок, з них 99 сторiнок основного тексту.
Робота мiстить 31 рисунок. Список використаних джерел охоплює 232 найме-
нування.

22



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У цьому роздiлi особлива увага придiляється дослiдженням процесiв аномаль-
ної дифузiї у конденсованих системах, степеневим розподiлам та вiдповiдним
статистикам Тсаллiса та Ренi, а також рiвнянням дифузiї Фоккера-Планка у
дробових похiдних. Проведено огляд робiт щодо моделювання субдифузiйного
iмпедансу для електролiтичних систем. Проведено огляд робiт щодо побудови
рiвнянь дифузiї, кiнетичних рiвнянь у дробових похiдних i дано короткий ви-
клад рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних за роботами Тарасова [27,49,50].
Проведено огляд основних робiт щодо проблем необхiдностi узгодженого опи-
су кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у густих газах та рiдинах, далеких
вiд рiвноваги, коли багаточастинковими кореляцiями, пов’язаними з локаль-
ними законами збереження, не можна нехтувати. Наприкiнцi роздiлу наведено
стислий виклад методу НСО Зубарєва у статистицi Ренi, за допомогою якого
проводилися дослiдження у роботi.

1.1 Математичне моделювання аномальних

процесiв дифузiї

У дослiдженнях явищ аномальної дифузiї у пористих середовищах [3–6,51–60],
у невпорядкованих системах [61, 62], фiзицi плазми [63–68], турбулентних [24,
69,70], кiнетичних i реакцiйно-дифузiйних процесах [70–78], квантовiй механiцi
[79–83] та iнш [84, 85] iнтеграли i похiднi дробового порядку [28, 86] знайшли
своє природне i необхiдне застосування.

Є наявний значний експериментальний доробок про рiзнi процеси аномаль-
ної дифузiї, який вказує на те, що не тiльки закон поширення, але i форма ди-
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фузiйного пакету суттєво вiдрiзняється вiд нормальної дифузiї [52, 62, 70, 85].
Для опису аномальної дифузiї у рiзних фiзико-хiмiчних системах були роз-
винутi пiдходи iз змiнними коефiцiєнтами дифузiї [88], на основi степеневих
кореляцiй дробового порядку [89], дробових похiдних [24, 69, 70], узагальнень
рiвняння Фоккера-Планка [3, 70, 90], узагальнень статистичної механiки (екс-
тенсивної i неекстенсивної) на основi ентропiї Тсаллiса [91–93], Ренi [91, 94] та
iнш. На базi проведених дослiджень встановлено, що математичною основою
аномальної дифузiї є рiвняння у дробових похiдних [52, 70]. Зокрема, у робо-
тах [52, 85, 95], дослiджуючи тривимiрнi моделi аномальної дифузiї, вдалося
вивести основнi рiвняння аномальної дифузiї iз загальних принципiв стоха-
стичної теорiї випадкових процесiв на основi iнтегральних рiвнянь Чепмена-
Колмогорова для ймовiрностей переходу. Розв’язки цих рiвнянь утворюють
новий клас розподiлiв, названих дробово-стiйкими. Тобто, данi розподiли є
розв’язками рiвнянь у частинних похiдних дробового порядку, якi узагальню-
ють звичайнi рiвняння дифузiї на випадок аномальної дифузiї. Частковим ви-
падком дробово-стiйких розподiлiв є розподiл Гауса, що вiдповiдає нормальнiй
дифузiї. Важливо зазначити, що отриманi рiвняння для аномальної дифузiї
у дробових похiдних мiстять коефiцiєнт дифузiї як сталу величину у часi i
просторi. З iншої сторони, коефiцiєнти дифузiї зв’язанi iз часовими кореля-
цiйними функцiями потiк-потiк (формули Грiна-Кубо), якi мiстять механiзми
дифузiйного переносу з точки зору нерiвноважної статистичної механiки.

На даний час поряд iз феноменологiчними пiдходами побудови рiвнянь
Фоккера-Планка, рiвняння дифузiї, його узагальнення — рiвняння Кеттано
у дробових похiдних, iснують два пiдходи побудови таких рiвнянь: ймовiр-
нiсний, виходячи iз рiвнянь Чепмена-Колмогорова в стохастичнiй теорiї ви-
падкових процесiв [52, 70, 96] i статистичний, який базується на методi про-
екцiйних операторiв (функцiй памятi) в роботах [97–103, 105], а також на
основi рiвняння Лiувiлля в дробових похiдних, який розвиває Тарасов В.
[8, 27, 49, 50, 106–115]. Зокрема, у такому пiдходi отримано ланцюжок кiне-
тичних рiвнянь Боголюбов-Борн-Грiн-Кiрквуд-Iвон (ББГКI) у дробових по-
хiдних [27, 49, 111], рiвняння переносу, рiвняння дифузiї та рiвняння Гайзен-
берга [107–109] у дробових похiдних. Такий пiдхiд формулюється для нега-
мiльтонових систем, i у випадку виконання умов Гельмгольца для координа-
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тних та iмпульсних похiдних вiд узагальнених iмпульсiв та сил, переходимо
до гамiльтонових систем з оборотним у часi рiвнянням Лiувiлля у дробових
похiдних.

У роботi [116] запропоновано необоротнi у часi рiвняння руху Гамiльтона
та рiвняння Лiувiлля для динамiки класичних частинок у просторi з муль-
тифрактальним часом. Використавши означення дробової похiдної i iнтегра-
лу Рiмана-Лiувiлля, отримано необоротне у часi рiвняння Лiувiлля у дробо-
вих похiдних з мультифрактальною часовою розмiрнiстю. У роботах [117,118]
отримано кiнетичнi рiвняння у пiдходi Клiмонтовича для систем з фракталь-
ною структурою, зокрема для опису дифузiйних процесiв у просторi коорди-
нат та iмпульсу. Подiбний пiдхiд побудови дробово-часового узагальнення для
рiвняння Лiувiлля та рiвняння Цванцига (у формалiзмi проектування) був за-
пропонований у роботi [119]. Пiдхiд на основi методу проекцiйних операторiв
(функцiй памятi), який розвинутий у роботах [97–105] базується на моделю-
ваннi частотної залежностi функцiй памятi з використанням математичного
апарату дробових похiдних та iнтегралiв [28, 52, 86, 87]. У роботах Нiгматул-
лiна [97–99], фактично вперше отриманi рiвняння типу дифузiї у дробових
похiдних за часом для середнього значення густини спiну [97], середнього зна-
чення вектора поляризацiї [98] та концентрацiї носiїв заряду [99]. У роботi [100]
дано обгрунтування рiвнянь у дробових похiдних, та приведено необоротне
у часi рiвняння Лiувiлля з дробовою похiдною за часом. У такому пiдхо-
дi отримано важливi результати, зокрема побудована мiкроскопiчна модель
недебаєвської дiелектричної релаксацiї, узагальнивши закон Cola-Cola [103],
Cola-Davidson [101]. У [104] на основi фрактальної природи процесiв переносу
носiїв заряду дослiджена низькочастотна поведiнка провiдностi з врахуванням
ефектiв поляризацiї електрода, що добре узгоджується з експериментальними
дослiдженнями.

1.2 Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних

Будемо розглядати нерiвноважну функцiю розподiлу ρ(x; t), де xϵR1, а t —
час. Умова нормування має вигляд [27,49,50]:
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∫ ∞

−∞
dΓNρ(x; t) = 1. (1.1)

Цю умову можна переписати у формi:∫ y

−∞
dΓNρ(x; t) +

∫ ∞

y

dΓNρ(x; t) = 1, (1.2)

dΓN =
(dx)N

N !
, dx = dpdr,

де y(−∞,∞), L1(R
1). Припустимо, що ρ(x; t)ϵLp(R

1), де 1 < p <
1

α
. Дробовi

iнтеграли (−∞, y), (y,∞) означимо вiдповiдно [28]:

(Iα+ρ)(y, t) =
1

Γ(α)

∫ y

−∞

ρ(x; t)

(y − x)1−α
dx, (Iα−ρ)(y, t) (1.3)

=
1

Γ(α)

∫ ∞

y

ρ(x; t)

(x− y)1−α
dx,

або

(Iα±ρ)(y, t) =
1

Γ(α)

∫ ∞

0

ρ(y ∓ x; t)xα−1dx. (1.4)

Це веде до умови нормування:

1

Γ(α)

∫ ∞

0

(ρ(y − x; t) + ρ(y + x; t))xα−1dx = 1. (1.5)

Якщо ми позначимо

ρ̃(x; t) = ρ(y − x; t) + ρ(y + x; t) (1.6)

i

dµα(x) =
xα−1

Γ(α)
dx, (1.7)

то умову нормування можна переписати у виглядi:∫ ∞

0

ρ̃(x; t)dµα(x) = 1. (1.8)
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Далi будемо розглядати гамiльтоновий опис. Нехай область змiни xϵB0 при
t = 0. Тодi вiдповiдно до теореми Лiувiлля маємо:∫

Bt

ρ̃(xt; t)dµα(xt) =

∫
B0

ρ̃(x0; 0)dµα(x0). (1.9)

Використавши замiну змiнних xt = xt(x0), отримаємо:∫
B0

ρ̃(xt; t)x
α−1
t

∂xt
∂x0

dx0 =

∫
B0

ρ̃(x0; 0)xα−1
0 dx0. (1.10)

Оскiльки B0 є звичайна область, то вiдповiдно до теореми Лiувiлля також
маємо:

ρ̃(xt; t)dµα(xt) = ρ̃(x0; 0)dµα(x0), (1.11)

або

ρ̃(xt; t)x
α−1
t

∂xt
∂x0

dx0 = ρ̃(x0; 0)xα−1
0 dx0. (1.12)

Продиференцiювавши рiвняння (1.12) за t, отримаємо:

d

dt
ρ̃(xt; t)x

α−1
t

∂xt
∂x0

+ ρ̃(xt; t)
d

dt

(
xα−1
t

∂xt
∂x0

)
= 0, (1.13)

або рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних [27]

d

dt
ρ̃(xt; t) + Ωα(xt; t)ρ̃(xt; t) = 0, (1.14)

де
d

dt
=

∂

∂t
+ Ft

∂

∂xt
, Ft =

d

dt
xt

i

Ωα(xt; t) =
d

dt
ln

(
xα−1
t

∂xt
∂x0

)
=

(α− 1)Ft

xt
+

∂

∂xt
Ft. (1.15)

Далi ми застосуємо даний пiдхiд до опису динамiки частинок у фазовому
просторi координат rt та iмпульсу pt. Тодi умова нормування для ρ̃(r, p; t)

рiвна:
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∫ ∞

0

∫ ∞

0

ρ̃(r, p; t)dµα(r, p; t) = 1, (1.16)

де

dµα(r, p; t) = dµα(r; t)dµα(p; t)
drα ∧ dpα

(αΓ(α))2

i

ρ̃(r, p; t) = ρ̃(r′ − r, p′ − p; t) + ρ̃(r′ + r, p′ − p; t) + ρ̃(r′ − r, p′ + p; t)+

+ρ̃(r′ + r, p′ + p; t).

З врахуванням теореми Лiувiлля для ρ̃(r, p; t) у вiдповiдностi (1.3) — (1.15)
рiвняння Лiувiлля [27] можна подати у виглядi:

d

dt
ρ̃(r, p; t) + Ωα(r, p; t)ρ̃(r, p; t) = 0, (1.17)

де

Ωα(r, p; t) =

{
drαt
dt
, pαt

}
α

+

{
rαt ,

dpαt
dt

}
α

i

{A,B}α =
∂A

∂rα
∂B

∂pα
− ∂A

∂pα
∂B

∂rα

— узагальненi дужки Пуасона. Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для N
взаємодiючих частинок iз вiдповiдним силами отримано у [27,49,50].

1.3 Кiнетика та гiдродинамiка конденсованих

систем, далеких вiд рiвноваги. Статистика

Тсаллiса та Ренi

Вивчення нелiнiйних флуктуацiй у густих газах, рiдинах, густiй плазмi, у про-
цесах турбулентностi, динамiцi фазових переходiв, хiмiчних реакцiях, проце-
сах самоорганiзацiї залишаються актуальними в теоретичнiй i математичнiй
фiзицi [26, 120–137] як на кiнетичному так i на гiдродинамiчному рiвнi опису.
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Нерiвноважнi стани таких систем далекi вiд рiвноваги. Тому, з одного боку, є
важливим вивчення процесiв, якi приводять до появи стiйких станiв з хара-
ктерними часами життя, i з iншого — дослiдження процесiв релаксацiї системи
до нерiвноважних станiв, якi вже добре вивченi, наприклад, у випадку густих
газiв, рiдин до станiв, якi описуються в рамках теорiї молекулярної гiдроди-
намiки [138–141].

Важливо вiдзначити, що однiєю iз важливих особливостей нерiвноважних
явищ у густих газах, рiдинах (складних рiдинах), густiй плазмi (пиловiй пла-
змi) є те, що кiнетичнi i гiдродинамiчнi процеси необхiдно розглядати узго-
джено [142–146]. У таких дослiдженнях застосовуються рiзнi статистичнi пiд-
ходи на основi ентропiй Гiббса-Шеннона [25,147–150] i її узагальнень ентропiї
Тсаллiса [151], Ренi [20, 24, 152], Шарми-Мiттала [153, 154], а також суперста-
тистики [155–157].

При дослiдженнi складних фiзичних систем i явищ, зокрема самоорганi-
зацiйних та фрактальних структур, субдифузiї, турбулентностi, хiмiчних ре-
акцiй, а також рiзних економiчних, соцiальних i бiологiчних систем розподiл
Гiббса не забезпечує узгодження iз спостережуваними явищами. Як виявляє-
ться у багатьох дослiдженнях, для таких систем характернi степеневi розпо-
дiли [52, 158]. Вони не отримуються iз принципу максимуму ентропiї Гiббса-
Шеннона, на якому грунтується як рiвноважна, так i нерiвноважна статисти-
чна термодинамiка [25,147,148,159]. Це спричинило численнi спроби побудови
узагальненої статистики, яка б забезпечила степеневу асимптотику функцiї
розподiлу. Така узагальнена статистика може бути побудована на основi кiль-
кох ентропiй. Серед них важливе мiсце посiдають ентропiя Ренi та ентропiя
Тсаллiса.

Ентропiя Тсаллiса широко використовується у рiзних напрямках неекстен-
сивної статистичної механiки (див. роботи [19,160,161] i посилання на лiтерату-
ру у них). Важливим прикладами є явища субдифузiї [136,162] i турбулентно-
стi [163,164], дослiдження коефiцiєнтiв переносу у газах i плазмi [165], а також
квантових дисипативних систем [166]. В рамках формалiзму Тсаллiса дослi-
джувались флуктуацiї енергiї [167], кiнетика нерiвноважної плазми [168], про-
блеми самогравiтацiйних [169] i складних систем [170,171]. У роботах [172–174]
статистика Тсаллiса застосовувалась до моделювання процесiв хiмiчних реа-
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кцiй, зокрема, до нелiнiйних рiвнянь реакцiйно-дифузiйних процесiв якi були
отриманi у роботi [172].

Поряд iз широким застосуванням ентропiї Тсаллiса як узагальнення ен-
тропiї Гiббса-Шеннона, ентропiя Ренi також представляє великий iнтерес
[175–184]. Зокрема, у цьому випадку iндекс q можна пов’язати з теплоємнiстю
системи [179]. Важливо вiдзначити роботи [185, 186], у яких метод нерiвнова-
жного статистичного оператора i ентропiя Ренi використовується для опису
системи далеких вiд рiвноваги. Зокрема, нерiвноважний q-залежний розподiл
Ренi, а також узагальненi функцiї розподiлу бозонiв i фермiонiв були отрима-
нi у роботi [185], у якiй у цьому пiдходi були також описанi експерименти по
аномальнiй люмiнiсценсiї у нанометрових квантових точках у напiвпровiдни-
кових гетероструктурах. Статистичний пiдхiд для опису фрактальних фiзико-
хiмiчних систем на основi нефiковських дифузiйних процесiв був запропоно-
ваний у роботi [186]. Там проводились дослiдження аномальної дифузiї у фра-
кталоподiбних електродах мiкробатарей. Неекстенсивний пiдхiд [187] як i iншi
пiдходи [188, 189], якi приводять до рiвняння Лiнбланда, використовувались
для опису явищ декогеренцiї у квантовiй механiцi. Роботи [137, 190, 191] при-
свяченi дослiдженням нелiнiйної кiнетики на основi рiвнянь Крамерса, Боль-
цмана i Фоккера-Планка в рамках узагальненої статистики.

У роботах О.Г. Башкiрова [177, 179–181] для опису складних систем про-
понується використання ентропiї Ренi [20, 152] як статистичної ентропiї, що
залежить вiд параметра q (0 < q 6 1) i при q = 1 спiвпадає з ентропiєю
Гiббса-Шеннона. Виходячи iз принципу максимуму ентропiї Ренi для рiвнова-
жного випадку отримано степеневий розподiл Ренi, який при q = 1 переходить
у канонiчний розподiл Гiббса. η = 1 − q розглядається як параметр порядку,
при його ростi статистична ентропiя Ренi зростає до свого максимуму, якому
вiдповiдає степеневий розподiл Ренi. Причому, при η = 0 похiдна вiд ентропiї
Ренi за параметром η має скачок, тобто має мiсце свого роду фазовий перехiд
системи у бiльш впорядкований рiвноважний стан. Властивостi ентропiї Ренi
розглянуто у книгах [152,155,192].

Важливо зазначити, що ентропiя Тсаллiса є лiнiйним наближенням
ентропiї Ренi при розкладi останньої у ряд в околi q = 1. Результатом такої
апроксимацiї є важлива особливiсть, — ентропiя Тсаллiса стає неадетивною.
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Ентропiї Ренi та Тсаллiса можуть бути зв’язанi за допомогою простої моно-
тонної функцiї. Тому екстримiзацiя однiєї з них, так само як i нормованої
ентропiї Тсаллiса [193, 194], при однакових умовах призводить до степеневих
розподiлiв одного i того ж вигляду. Незважаючи на це, ентропiї Ренi та
Тсаллiса сильно вiдрiзняються, i цi вiдмiнностi є важливими при дослiдженнi
термодинамiчних систем. Наприклад, ентропiя Тсаллiса є вгнутою функцiєю
для всiх q > 0, тодi як ентропiя Ренi вгнута лише для 0 < q < 1. В роботi [195]
було запропоновано спосiб дослiдження узагальнених ентропiй на стiйкiсть.
Зокрема, було показано, що ентропiя Ренi є нестiйкою для всiх q ̸= 0. У свою
чергу Абе [196, 197] показав стiйкiсть ентропiї Тсаллiса для всiх q > 0 та
нестiкiсть нормованої ентропiї Тсаллiса.

1.4 Метод нерiвноважного статистичного

оператора Зубарєва в статистицi Ренi

Одним iз важливих методiв дослiдження у теорiї нерiвноважних процесiв є ме-
тод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва [25, 147, 148, 159]. Вiн
успiшно застосовувався до проблем кiнетичної теорiї, гiдродинамiки рiдин,
газiв, плазми, фiзики твердого тiла, фiзичної хiмiї та iн. Проведенi нами до-
слiдження базуються на цьому методi, тому наведемо його короткий опис.

В основi методу нерiвноважного статистичного оператора лежить iдея ско-
роченого опису системи, запропонована М.М. Боголюбовим [198], яка полягає
у тому, що нерiвноважний макроскопiчний стан системи описується набором
спостережуваних величин ⟨P̂m⟩t, що є середнiми значеннями базисних дина-
мiчних змiнних P̂m. За допомогою цих змiнних здiйснюється огрублений опис
еволюцiї системи на вибранiй шкалi часу. У методi нерiвноважного статисти-
чного оператора рiвняння переносу для середнiх значень ⟨P̂m⟩t вибраного на-
бору динамiчних змiнних отримуються з допомогою нерiвноважної функцiї
розподiлу ϱ(xN ; t), яка знаходиться як розв’язок рiвняння Лiувiлля з грани-
чною умовою. Шукаються такi розв’язки рiвняння Лiувiлля

∂

∂t
ϱ(xN ; t) + iLNϱ(xN ; t) = 0, (1.18)
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з початковою умовою

ϱ(xN ; t)t=t0 = ϱrel(x
N ; t0),

що залежать вiд часу тiльки через значення деякого набору спостережуваних
змiнних, достатнього для опису нерiвноважного стану системи, i не залежать
вiд вибору початкового моменту часу, де введено позначення

⟨. . .⟩t =

∫
dΓN(. . .)ϱ(xN ; t),

а функцiя ϱ(xN ; t) є симетричною вiдносно перестановок xl ↔ xj фазових
змiнних будь-якої пари частинок i задовольняє умовi нормування∫

dΓNϱ(xN ; t) = 1, dΓ = (dx)N/N !,

dx = dp⃗dr⃗. x = {p⃗, r⃗} — координати фазового простору частинок.

Шуканий розв’язок рiвняння Лiувiлля для ϱ(xN ; t) може бути записаний у
виглядi [25,147,148,159]:

ϱ(xN ; t) = ε

∫ t

−∞
eε(t

′−t)eiLN (t′−t)ϱrel(x
N ; t′)dt′, (1.19)

звiдки пiсля iнтегрування за частинами, отримаємо:

ϱ(xN ; t) = ϱrel(x
N ; t) −

∫ t

−∞
eε(t

′−t)eiLN (t′−t)

(
∂

∂t′
+ iLN

)
ϱrel(x

N ; t′)dt′,

або з врахуванням проектування, яке виключає часовi похiднi вiд ϱrel(x
N ; t)

[25, 147,148,159]:

ϱ(xN ; t) = ϱrel(x
N ; t)− (1.20)

−
∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′) (1 − Prel(t
′)) iLNϱrel(x

N ; t′)dt′,

де ε → +0 пiсля термодинамiчного граничного переходу. iLN — оператор
Лiувiлля взаємодiючих частинок масою m з координатами r⃗j, iмпульсами p⃗j

та парним потенцiалом взаємодiї Φ (|r⃗lj|), що у загальному випадку задається
спiввiдношенням
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iLN =
N∑
l=1

p⃗l
m

· ∂

∂r⃗l
− 1

2

N∑
l ̸=j=1

∂

∂r⃗l
Φ(rlj)

(
∂

∂p⃗l
− ∂

∂p⃗j

)
. (1.21)

Tq(t, t
′) — оператор еволюцiї у часi з врахуванням проектування:

T (t, t′) = exp+

{
−
∫ t

t′
(1 − Prel(t

′′)) iLNdt
′′
}
, (1.22)

Prel(t) — проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона, що входить у рiвняння
(1.20) i визначається структурою функцiї ϱrel(xN ; t). Вiн дiє на функцiї розпо-
дiлу за правилом

Prel(t)ϱ
′ =
{
ϱrel(x

N ; t) −
∑
n

δϱrel(x
N ; t)

δ⟨P̂n⟩t
⟨P̂n⟩t

}∫
ϱ′dΓN (1.23)

+
∑
n

δϱrel(x
N ; t)

δ⟨P̂n⟩t

∫
P̂nϱ

′dΓN

та володiє операторними властивостями:

Prel(t)ϱ(xN ; t) = ϱrel(x
N ; t), Prel(t)ϱrel(x

N ; t) = ϱrel(x
N ; t),

Prel(t)Prel(t
′) = Prel(t).

У даному роздiлi ϱ(xN ; t) будемо шукати методом нерiвноважного стати-
стичного оператора з використанням принципу максимуму ентропiї Ренi [26].
Тобто ϱrel(xN ; t) будемо шукати iз умови максимуму функцiоналу ентропiї Ре-
нi системи:

SR(ϱ) =
1

1 − q
ln

∫
dΓNϱ

q(t). (1.24)

При фiксованих параметрах скороченого опису∫
dΓN P̂nϱ(xN ; t) = ⟨P̂n⟩t

та збереженi умови нормування∫
dΓNϱrel(x

N ; t) = 1
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функцiонал матиме вигляд

LR(ϱ) =
1

1 − q
ln

∫
dΓNϱ

q(t) − α

∫
dΓNϱ(t)− (1.25)

−
∑
n

Fn(t)

∫
dΓN P̂nϱ(t),

де Fn(t) — множники Лагранжа. Прирiвнявши до нуля функцiональну похiдну
вiд LR(ϱ)

δLR(ϱ)

δϱ
=

q

1 − q

ϱq−1(t)∫
dΓNϱ

q(t)

− α−
∑
n

Fn(t)P̂n = 0, (1.26)

отримаємо релевантний статистичний оператор, знайдений iз принципу ма-
ксимуму ентропiї Ренi [26]

ϱrel(t) =
1

ZR

(
1 − q − 1

q

∑
n

Fn(t)δP̂n

) 1
q−1

, (1.27)

ZR(t) =

∫
dΓN

(
1 − q − 1

q

∑
n

Fn(t)δP̂n

) 1
q−1

(1.28)

— статистична сума релевантного статистичного оператора, δP̂n = P̂n−⟨P̂n⟩t,
а параметр α у (1.25) визначається спiввiдношенням

α =
q

1 − q
−
∑
n

Fn(t)⟨P̂n⟩t. (1.29)

Параметри Лагранжа Fn(t) у (1.27) та (1.28) визначаються iз умов самоузго-
дження: ⟨

P̂n

⟩t
=
⟨
P̂n

⟩t
rel
. (1.30)

Оскiльки релевантний статистичний оператор визначений для основного на-
бору параметрiв скороченого опису, то ми можемо знайти нерiвноважний ста-
тистичний оператор, розкривши структуру проекцiйного оператора:
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Prel(t)ϱ
′ =

(
ϱrel(t) −

∑
n

δϱrel(t)

δ⟨P̂n⟩t
⟨P̂n⟩t

)∫
dΓNϱ

′+ (1.31)

+
∑
n

δϱrel(t)

δ⟨P̂n⟩t

∫
dΓN P̂nϱ

′.

Варiацiйну похiдну вiд релевантного статистичного оператора у проекцiйному
операторi можна подати у виглядi:

δϱrel(t)

δ⟨P̂m⟩t
= ϱrel(t)δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) −

∑
n

δFn(t)

δ⟨P̂m⟩t
δP̂n

)]
, (1.32)

де

δ [. . .] = [. . .] − ⟨[. . .]⟩trel (1.33)

i введено позначення

ψ(t) = 1 − q − 1

q

∑
n

Fn(t)δP̂n. (1.34)

Похiдну вiд множникiв Лагранжа за параметрами скороченого опису
δFn(t)/δ⟨P̂m⟩t будемо розраховувати наступним чином

δFn(t)

δ⟨P̂m⟩t
=

(
δ⟨P̂m⟩t

δFn(t)

)−1

. (1.35)

Це можна зробити у загальному випадку, тому

δ⟨P̂m⟩t

δFn(t)
=
δ⟨P̂m⟩trel
δFn(t)

=

∫
dΓN P̂m

δϱrel(t)

δFn(t)
. (1.36)

Розрахувавши δϱrel(t)/δFn(t) у правiй частинi спiввiдношення (1.36), отрима-
ємо рiвняння для знаходження похiдних

δ⟨P̂m⟩t

δFn(t)
=

1

q

⟨
δP̂mψ

−1(t)
⟩t
rel

∑
l

δ⟨P̂l⟩t

δFn(t)
− 1

q

⟨
δP̂mψ

−1(t)δP̂n

⟩t
rel
. (1.37)

Його розв’язок у матричному виглядi наступний:
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δ⟨P̂ ⟩t

δF (t)
= −

[
I − 1

q

⟨
δP̂ψ−1(t)

⟩t
rel
F

]−1
1

q

⟨
δP̂ψ−1(t)δP̂

⟩t
rel

= f(t), (1.38)

де

δ⟨P̂m⟩t

δFn(t)
=

(
δ⟨P̂ ⟩t

δF (t)

)
mn

= fmn(t). (1.39)

Тепер функцiональну похiдну запишемо у виглядi:

δϱrel(t)

δ⟨P̂m⟩t
= ϱrel(t)δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]
. (1.40)

Тодi проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона буде мати наступну структуру:

Prel(t)ϱ
′ =
(
ϱrel(t) −

∑
m

ϱrel(t)δ× (1.41)

×

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]
⟨P̂m⟩t

∫
dΓN{ϱ′}

)
×

+
∑
m

ϱrel(t)δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]∫
dΓN{P̂mϱ

′},

або

Prel(t)ϱ
′ = ϱrel(t)

∫
dΓN{ϱ′}+ (1.42)

+
∑
m

ϱrel(t)δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]
×

×
(∫

dΓN{P̂mϱ
′} − ⟨P̂m⟩t

∫
dΓN{ϱ′}

)
.

Далi необхiдно розкрити дiю операторiв Prel(t)iLN на релевантний стати-
стичний оператор. Оскiльки

iLNϱrel(t) = −ϱrel(t)
1

q
ψ−1(t)

∑
n

Fn(t)
˙̂
Pn = A(t)ϱrel(t), (1.43)
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то

Prel(t)iLNϱrel(t) = P (t)A(t)ϱrel(t) =

∫
dΓN {A(t)ϱrel(t)}+ (1.44)

+
∑
m

ϱrel(t)δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]
×

×
(∫

dΓN{P̂mAϱrel(t)} − ⟨P̂m⟩t
∫
dΓN{A(t)ϱrel(t)}

)
,

де ∫
dΓN{P̂mA(t)ϱrel(t)}− (1.45)

−⟨P̂m⟩t
∫
dΓN {A(t)ϱrel(t)} =

⟨
δP̂mA(t)

⟩t
l
.

Таким чином,

Prel(t)iLNϱrel(t) = Prel(t)A(t)ϱrel(t) = (P (t)A(t))ϱrel(t),

де P (t) — проекцiйний оператор, що дiє на динамiчнi змiннi:

P (t) . . . = ⟨. . .⟩rel+ (1.46)

+
∑
m

δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
n

f−1
mn(t)δP̂n

)]
⟨. . . δP̂m⟩rel.

Оскiльки

A(t) = −1

q
ψ−1(t)

∑
n

Fn(t)
˙̂
Pn, (1.47)

то
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P (t)A(t) = −1

q

∑
n

Fn(t)
⟨
ψ−1(t)

˙̂
Pn

⟩
rel

+ (1.48)

+
∑
m

δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑
l

f−1
ml (t)δP̂l

)]
+

×
⟨[

−1

q
ψ−1(t)

∑
n

Fn(t)
˙̂
Pn −

1

q

∑
n

Fn(t)⟨ψ−1(t)
˙̂
Pn⟩rel

]
+

×(P̂m − ⟨P̂m⟩rel)
⟩

rel

Розкривши дiю операторiв Prel(t)iLN , (1 − Prel(t))iLNϱrel(t) можна подати у
виглядi:

(1 − Prel(t)) iLNϱrel(t) = (1 − P (t)) iLNϱrel(t) = (1.49)

= −
∑
n

In(t)Fn(t)ϱrel(t),

де

In(t) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)

˙̂
Pn (1.50)

— узагальненi потоки. Тепер можна записати нерiвноважний статистичний
оператор (нерiвноважну функцiю розподiлу), у явному виглядi, врахувавши
(1.49) [26]

ϱ(xN ; t) = ϱrel(x
N ; t)+ (1.51)

+
∑
n

∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′)In(t′)Fn(t′)ϱrel(x
N ; t′)dt′,

за допомогою якого для параметрiв скороченого опису отримуються узагаль-
ненi рiвняння переносу, якi можна записати у виглядi:

∂

∂t
⟨P̂m⟩t = ⟨ ˙̂

Pm⟩trel +
∑
n

∫ t

−∞
eε(t

′−t)φmn(t, t′)Fn(t′)dt′,

де

φmn(t, t′) =

∫
dΓN{ ˙̂

PmT (t, t′)In(t′)ϱrel(t
′)} (1.52)
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— узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), якi описують дисипативнi про-
цеси в системi i побудованi на узагальнених потоках In(t). Рiвняння переносу
(1.52), в загальному випадку враховують ефекти пам’ятi, у наближенi

φmn(t, t′) ≈ φmnδ(t− t′)

описують марковськi процеси. Рiвняння переносу є незамкнутими. Нерiвно-
важнi множники Лагранжа у них (нерiвноважнi термодинамiчнi параметри у
випадку гiдродинамчного опису ) визначаються iз умов самоузгоджень (1.30).
З цiєї точки зору система рiвнянь переносу стає замкнутою. Нерiвноважний
статистичний оператор (1.51) i рiвняння переносу (1.52) складають повний iн-
струмент для моделювання нерiвноважних процесiв в системах далеких вiд
рiвноваги, коли означенi параметри скороченого опису ⟨P̂n⟩t.

1.5 Висновки до роздiлу 1

1. За проведеним оглядом робiт показано важливiсть дослiджень кiнетич-
них та дифузiйних (аномальних) процесiв у системах далеких вiд рiвно-
ваги.

2. Для математичного моделювання важливою проблемою є отримання
рiвнянь переносу (дифузiї, гiдродинамiки) у дробових похiдних в рамках
мiкроскопiчної теорiї взаємодiючих частинок, зокрема для фрактальних
систем.

39



Роздiл 2

УЗАГАЛЬНЕНI РIВНЯННЯ ТИПУ ДИФУЗIЇ

У ДРОБОВИХ ПОХIДНИХ

Розглядається рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної системи
частинок, запропоноване Тарасовим [27, 49]. В методi нерiвноважного стати-
стичного оператора знаходиться загальний розв’язок рiвняння Лiувiлля у дро-
бових похiдних, за допомогою якого виводиться узагальнене рiвняння дифузiї
у дробових похiдних. Для математичного моделювання процесiв переносу но-
сiїв заряду у мультишарових структурах, що характеризуються фрактальною
структурою виводяться узагальненi рiвняння електродифузiї у дробових по-
хiдних, виходячи iз рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних на основi методу
нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва i ентропiї Ренi. Основнi ре-
зультати опублiкованi у [34,35,47,48].

2.1 Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для

класичної системи частинок

Ми будемо виходити iз рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для нерiвно-
важної функцiї частинок ρ(xN ; t) класичної системи, отриманого у роботах В.
Тарасова [27,49,50,106]:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑
j=1

Dα
r⃗j

(
ρ(xN ; t)v⃗j

)
+

N∑
j=1

Dα
p⃗j

(
ρ(xN ; t)F⃗j

)
= 0, (2.1)

де xN = x1, . . . , xN , xj = {r⃗j, p⃗j} — розмiрнi узагальненi координати
r⃗j = rj1...rjm i розмiрнi узагальненi iмпульси p⃗j = pj1...pjm [107] j-ої ча-
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стинки у фазовому просторi з фрактальним диференцiальним елементом об’-

ємом [27, 227] dαV = dαx1....d
αxN . Тут, m =

Mr0
p0t0

, M — маса частинок, r0 —

характерна довжина в конфiгурацiйному просторi, p0 — характерне значення
iмпульсу i t0 — характерний час. dα — фрактальний диференцiал [227], що
означений наступним чином:

dαf(x) =
2N∑
j=1

Dα
xj
f(x)(dxj)

α,

де

Dα
xf(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

0

f (n)(z)

(x− z)α+1−n
dz (2.2)

— фрактальна похiдна Капуто [28,86,228,229], n− 1 < α < n,

f (n)(z) =
dn

dzn
f(z)

з властивостями: Dα
xj

1 = 0 i Dα
xj
xl = 0, (j ̸= l).

У загальному випадку

Dα
r⃗j

(ρ(xN ; t)F⃗j) ̸= ρ(xN ; t)Dα
r⃗j
F⃗j + F⃗jD

α
r⃗j
ρ(xN ; t).

Якщо F⃗j не залежать вiд p⃗j, а v⃗j не залежать вiд r⃗j, i виконуються умови
Гельмгольца:

∂vj
∂pl

− ∂vl
∂pj

= 0,

∂vj
∂rl

+
∂Fl

∂pj
= 0,

∂Fj

∂rl
− ∂Fl

∂rj
= 0,

ми отримаємо:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑
j=1

v⃗jD
α
r⃗j
ρ(xN ; t) +

N∑
j=1

F⃗jD
α
p⃗j
ρ(xN ; t) = 0,
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v⃗j = Dα
p⃗j
H(r⃗, p⃗), F⃗j = −Dα

r⃗j
H(r⃗, p⃗),

де H(r⃗, p⃗) — гамiльтонiан системи в дробових похiдних. Тому отримаємо рiв-
няння Лiувiлля у виглядi:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑
j=1

Dα
p⃗j
H(r⃗, p⃗)Dα

r⃗j
ρ(xN ; t)− (2.3)

−
N∑
j=1

Dα
r⃗j
H(r⃗, p⃗)Dα

p⃗j
ρ(xN ; t) = 0,

або

∂

∂t
ρ(xN ; t) + iLαρ(xN ; t) = 0, (2.4)

де iLα — оператор Лiувiлля у дробових похiдних:

iLαρ(xN ; t) =

(
N∑
j=1

Dα
p⃗j
H(r⃗, p⃗)Dα

r⃗j
−

N∑
j=1

Dα
r⃗j
H(r⃗, p⃗)Dα

p⃗j

)
ρ(xN ; t). (2.5)

Розв’язок рiвняння Лiувiлля (2.4) будемо шукати методом нерiвноважного
статистичного оператора Д. Зубарєва [25, 159], у якому, коли вибранi основнi
параметри скороченого опису, ρ

(
xN ; t

)
може бути представлений (як розв’язок

рiвняння Лiувiлля) в загальнiй формi з врахуванням проектування:

ρ(xN ; t) = ρrel
(
xN ; t

)
− (2.6)

−
∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t
′
)
(

1 − Prel(t
′
)
)
iLαρrel

(
xN ; t

′
)
dt

′
,

де

T (t, t
′
) = exp+

(
−
∫ t

t′

(
1 − Prel(t

′
)
)
iLαdt

′
)

— оператор еволюцiї з врахуванням проектування; ε −→ +0 пiсля гранично-
го термодинамiчного переходу, exp+ — впорядкована експонента, Prel(t

′
) —
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узагальнений оператор проектування Кавасакi-Гантона, структура якого за-
лежить вiд структури ρrel(x

N ; t
′
) — релевантного (функцiї розподiлу) стати-

стичного оператора. У методi НСО [25, 148, 159], ρrel
(
xN ; t

′) будемо шукати
на основi пiдходу [26] iз екстремуму функцiоналу ентропiї Ренi при фiксова-
них значеннях спостережуваних величин ⟨P̂n(x)⟩tα i збереженi умови норму-
вання ⟨1⟩tα,rel = 1, де нерiвноважнi середнi значення знаходяться вiдповiд-
но [27,50,68,106]:

⟨P̂n(x)⟩tα = Îα(1, ...., N)T̂ (1, ...., N)P̂nρ(xN ; t), (2.7)

де для системи N частинок Îα(1, ...., N) має наступний вигляд:

Îα(1, ...., N) = Îα(1), ...., Îα(N), Îα(j) = Îα(r⃗j)Î
α(p⃗j)

i означають операцiї iнтегрування:

Îα(x)f(x) =

∫ ∞

−∞
f(x)dµα(x), dµα(x) =

|x|α

Γ(α)
dx. (2.8)

Оператор T̂ (1, ...., N) = T̂ (1), ...., T̂ (N) означає операцiю:

T̂ (xj)f(xj) =
1

2

(
f(...x′j − xj...) + f(...x′j + xj...)

)
.

Вiдповiдно середнi значення за релевантною функцiєю розподiлу означаються
як

⟨(....)⟩tα,rel = Îα(1, ...., N)T̂ (1, ...., N)(....)ρrel(x
N ; t).

Тодi релевантна функцiя розподiлу вiдповiдно [26] буде мати наступний ви-
гляд:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)
× (2.9)

×

(
1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∑
n

∫
dµα(x)Fn(x; t)δP̂n(x; t)

))) 1
q−1

,

де ZR(t) — статистична сума розподiлу Ренi, що визначається iз умови нор-
мування i має вигляд:
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ZR(t) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)× (2.10)(
1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∑
n

∫
dµα(x)Fn(x; t)δP̂n(x; t)

))) 1
q−1

,

а параметри Fn(x; t) визначаються iз умов самоузгодження:

⟨P̂n(x)⟩tα = ⟨P̂n(x)⟩tα,rel. (2.11)

В загальному випадку параметрiв скороченого опису ⟨P̂n(x)⟩tα нерiвнова-
жних процесiв вiдповiдно до (2.6) i (2.9) отримуємо нерiвноважний статисти-
чний оператор у виглядi:

ρ(t) = ρrel(t)+

+
∑
n

∫
dµα(x)

t∫
−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)In(x; t′)ρrel(t

′)βF ∗
n(x; t′)dt′, (2.12)

де

F ∗
n(x; t′) =

Fn(x; t′)

1 +
q − 1

q

∑
n

∫
dµα(x)Fn(x; t′) ⟨Pn(x)⟩tα

,

In(x; t′) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLαP̂n(x) (2.13)

— узагальненi потоки, P (t) — проекцiйний оператор Морi, а функцiя ψ(t) має
наступну структуру

ψ(t) = 1 − q − 1

q

∑
n

∫
dµα(x)Fn(x; ṫ)Pn(x).

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.12) отримується
узагальнене рiвняння переносу для параметрiв скороченого опису ⟨P̂n(x)⟩tα:

∂

∂t

⟨
P̂n(x)

⟩t
α

=
⟨
iLαP̂n(x)

⟩t
α,rel

+

+
∑
n′

∫
dµα(x′)

t∫
−∞

eε(t
′−t)φPnPn′(x, x

′; t, t′)βF ∗
n′(x′; t′)dt′, (2.14)
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де

φPnPn′(x, x
′; t, t′) = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)× (2.15)

×
(
iLαP̂n(x)T (t, t′)In′(x′; t′)ρrel(x

N ; t′)
)

— узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), якi описують дисипативнi про-
цеси в системi. Для розкриття структури рiвнянь переносу (2.14) i ядер пере-
носу (2.15) розглянемо для прикладу електродифузiйнi процеси.

У наступному пiдроздiлi ми розглянемо конкретний приклад процесiв ди-
фузiї частинок у просторово неоднорiднiй системi.

2.2 Узагальнене рiвняння дифузiї у дробових

похiдних

Для опису дифузiйних процесiв у класичних просторово неоднорiдних систе-
мах основним параметром скороченого опису є нерiвноважна густина числа
частинок n(r⃗α; t) = ⟨n̂(r⃗)⟩tα, де

n(r⃗) =
N∑
j=1

δ(r⃗ − r⃗j)

— мiкроскопiчна густина числа частинок. При такому наборi параметрiв ско-
роченого опису релевантна функцiя розподiлу буде мати вигляд:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)
× (2.16)

×
(

1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν(r⃗; t)δn̂(r⃗α; t)

))) 1
q−1

,

де

ZR(t) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)× (2.17)

×
(

1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν(r⃗; t)δn̂(r⃗α; t)

))) 1
q−1
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— статистична сума релевантної функцiї розподiлу, де β =
1

kБT
, kБ — кон-

станта Больцмана, T — рiвноважна температура, δn̂(r⃗α; t) = n̂(r⃗) − ⟨n̂(r⃗)⟩tα —
флуктуацiї густини, а параметр ν(r⃗; t) визначається iз умови самоузгодження:

⟨n̂(r⃗)⟩tα = ⟨n̂(r⃗)⟩tα,rel . (2.18)

Важливо зазначити, що при q = 1 релевантна функцiя розподiлу (2.16) в
статистицi Ренi переходить у розподiл статистики Гiббса [159]. Розподiл (2.16)
можна подати у виглядi:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

))) 1
q−1

, (2.19)

де

ZR(t) = Îα (1, .., N) T̂ (1, .., N)× (2.20)

×
(

1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

))) 1
q−1

,

ν∗(r⃗; t) =
ν(r⃗; t)

1 +
q − 1

q

∫
dµα(r⃗)ν(r⃗; t) ⟨n̂(r⃗)⟩tα

.

Пiдставивши (2.19) у (2.6), для нерiвноважного статистичного оператора:

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t) +

∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t
′
) (2.21)

×
∫
dµα(r⃗

′
)In(r⃗

′

α; t
′
)ρrel(t)ν

∗(r⃗
′
; t)dt

′
,

де

In(r⃗α; t) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLαn̂(r⃗) (2.22)

— узагальнений потiк, у якому функцiя ψ(t) рiвна

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)
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P (t) — проекцiйний оператор, що має наступну структуру:

P (t) . . . =

∫
dµα(r⃗)

∫
dµα(r⃗

′
) ⟨. . . n̂(r⃗)⟩tα,rel ×

×
[⟨
n̂(r⃗)δ

{
[qψ(t)]−1n̂(r⃗

′
)
}⟩t

α,rel

]−1

δ
{

[qψ(t)]−1n̂(r⃗
′
)
}
,

де δ{A} = A− ⟨A⟩tα,rel.

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.21) для параме-
тра скороченого опису можна отримати узагальнене рiвняння дифузiї:

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩tα =

∫
dµα(r⃗

′
)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕnn(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
)βν∗(r⃗

′
; t

′
)dt

′
, (2.23)

де

φnn(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)iLαn̂(r⃗)T (t, t

′
)In(r⃗

′

α; t
′
)ρrel(x

N ; t
′
) =

=
∂α

∂r⃗α
·Dq(r⃗, r⃗

′
; t, t

′
) · ∂

α

∂r⃗′α

— узагальнене ядро переносу, у якому усереднення виконується iз степеневим
розподiлом (2.19). В результатi отримуємо немарковське рiвняння дифузiї у
дробових похiдних

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩tα =

∂α

∂r⃗α
·
∫
dµα(r⃗

′
)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
)· (2.24)

· ∂
α

∂r⃗′α
βν∗(r⃗

′
; t

′
)dt

′
,

Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) =

⟨
ˆ⃗v(r⃗)T (t, t

′
)ˆ⃗v(r⃗

′
)
⟩t
α,rel

= (2.25)

= Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)ˆ⃗v(r⃗)T (t, t
′
)ˆ⃗v⃗(r

′
)×

× 1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r⃗)ν∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)) 1
q−1
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— узагальнений коефiцiєнт дифузiї в статистицi Ренi, у якому усереднення
виконується iз степеневим розподiлом (2.19), де

ˆ⃗v(r⃗) =
N∑
j=1

v⃗jδ(r⃗ − r⃗j)

— мiкроскопiчна густина потоку числа частинок. При q = 1 узагальнене рiв-
няння дифузiї в статистицi Ренi переходить в узагальнене рiвняння дифузiї
статистики Гiббса у дробових похiдних. Коли ж q = 1 i α = 1, то приходи-
мо до узагальненого рiвняння дифузiї статистики Гiббса [159]. У наближенi
Маркова для узагальненого коефiцiєнта дифузiї у часi i просторi

Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) ≈ Dqδ(t− t′)δ(r⃗ − r⃗

′
),

виключивши параметр ν∗(r⃗′
; t

′
) за допомогою умови самоузгодження, iз (2.24)

отримаємо рiвняння дифузiї у дробових похiдних:

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩tα = Dq

∂2α

∂r2α
⟨n̂(r⃗)⟩tα . (2.26)

Отже, на основi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропонованого
Тарасовим [50, 67, 68, 106] для класичної системи частинок з використанням
методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва [25, 26, 148, 159],
отримано узагальнене (немарковське) рiвняння дифузiї у дробових похiдних.
Використано також принцип максимуму ентропiї Ренi. На основi такого
пiдходу при вибраному наборi параметрiв скороченого опису ⟨P̂n(x)⟩tα не-
рiвноважного стану системи, можуть бути отриманi узагальненi рiвняння
переносу в дробових похiдних. Зокрема, у випадку, коли за такi параметри
вибранi нерiвноважнi середнi значення густин числа частинок, iмпульсу та
енергiї, отримаємо узагальненi рiвняння гiдродинамiки у дробових похiдних,
що узагальнюють результати Тарасова [110].

48



2.3 Узагальнене рiвняння електродифузiї для

носiїв заряду у дробових похiдних

Для опису електродифузiйних процесiв носiїв заряду у неоднорiдних середо-
вищах з фрактальною структурою основним параметром скороченого опису є
нерiвноважна густина числа носiїв заряду сорту b nb(r⃗α; t) = ⟨n̂b(r⃗)⟩tα, де

nb(r⃗) =

Nb∑
j=1

δ(r⃗ − r⃗j)

— мiкроскопiчна густина носiїв заряду сорту b. Для отримання рiвняння пе-
реносу для nb(r⃗α; t) використаємо методику пiдроздiлу 2.2.

При такому наборi параметрiв скороченого опису релевантна функцiя роз-
подiлу буде мати вигляд:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)
× (2.27)

×

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)νb(r⃗; t)δn̂b(r⃗α; t))

)) 1
q−1

,

де

ZR(t) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)× (2.28)

×

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)νb(r⃗; t)δn̂b(r⃗α; t)

)) 1
q−1

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу, δn̂b(r⃗α; t) = n̂b(r⃗)−⟨n̂b(r⃗)⟩tα
– флуктуацiї густини, а параметр

νb(r⃗; t) = γb(r⃗; t) + Zbeφ(r⃗; t)

— електрохiмiчний потенцiал носiїв заряду валентностi Zb, який визначається
iз умови самоузгодження:
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⟨n̂b(r⃗)⟩tα = ⟨n̂b(r⃗)⟩tα,rel . (2.29)

Важливо зазначити, що при q = 1 релевантна функцiя розподiлу (2.27) в ста-
тистицi Ренi переходить у розподiл статистики Гiббса. Розподiл (2.27) можна
подати у виглядi:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)
× (2.30)

×

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)ν∗b (r⃗; t)n̂b(r⃗)

)) 1
q−1

,

де

ZR(t) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)× (2.31)

×

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)ν∗b (r⃗; t)n̂b(r⃗)

)) 1
q−1

,

ν∗b (r⃗; t) =
νb(r⃗; t)

1 +
q − 1

q

∑
b

∫
dµα(r⃗)νb(r⃗; t) ⟨n̂b(r⃗)⟩tα

.

Пiдставивши (2.30) у (2.6), для нерiвноважного статистичного оператора отри-
маємо:

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t)+ (2.32)

+
∑
b

∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′)

∫
dµα(r⃗′)Ibn(r⃗′α, t

′)ρrel(t
′)βν∗b (r⃗′; t′)dt′,

де

Ibn(r⃗α; t) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLαn̂b(r⃗) (2.33)

– узагальнений потiк, у якому функцiя ψ(t) дорiвнює

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)ν∗b (r⃗; t)n̂b(r⃗)

)
,
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P (t) – проекцiйний оператор, що має таку структуру:

P (t) . . . =
∑
ab

∫
dµα(r⃗)

∫
dµα(r⃗′) ⟨. . . n̂a(r⃗)⟩tα,rel ×

×
[⟨
n̂(r⃗)δ

{
[qψ(t)]−1n̂(r⃗

′
)
}⟩t

α,rel

]−1

ab

δ
{

[qψ(t)]−1nb(r⃗
′)
}
,

де δ{A} = A− ⟨A⟩tα,rel.

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.32) для параме-
тра скороченого опису можна отримати узагальнене рiвняння електродифузiї
для носiїв заряду:

∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα =

∑
b

∫
dµα(r⃗′)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕabnn(r⃗, r⃗′; t, t′)βν∗b (r⃗′; t′)dt′, (2.34)

де

φab
nn(r⃗, r⃗

′
; t, t

′
) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)iLαn̂a(r⃗)T (t, t

′
)Ibn(r⃗

′

α; t
′
)ρrel(x

N ; t
′
) =

=
∂α

∂r⃗α
·Dab

q (r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) · ∂

α

∂r⃗′α

— узагальнене ядро переносу, в якому усереднення виконується iз степеневим
розподiлом (2.30). В результатi отримуємо немарковське рiвняння електроди-
фузiї у дробових похiдних

∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα = (2.35)

∂α

∂r⃗α
·
∑
b

∫
dµα(r⃗

′
)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)Dab
q (r⃗, r⃗

′
; t, t

′
) · ∂

α

∂r⃗′α
βν∗b (r⃗′; t′)dt′ =

=
∂α

∂r⃗α
·
∑
b

∫
dµα(r⃗

′
)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)Dab
q (r⃗, r⃗

′
; t, t

′
) · ∂

α

∂r⃗′α
×

× νb(r⃗
′; t′)

1 +
q − 1

q

∑
b

∫
dµα(r⃗)νb(r⃗; t) ⟨n̂b(r⃗)⟩tα

dt′,
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Dab
q (r⃗, r⃗′; t, t′) =

⟨
ˆ⃗va(r⃗)T (t, t′)ˆ⃗vb(r⃗

′)
⟩t
α,rel

= (2.36)

= Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)ˆ⃗va(r⃗)T (t, t
′
)ˆ⃗vb⃗(r

′
)×

× 1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑
b

∫
dµα(r⃗)ν∗b (r⃗; t)n̂b(r⃗)

)) 1
q−1

— узагальнений коефiцiєнт взаємної дифузiї носiїв заряду сортiв a i b в стати-
стицi Ренi, в якому усереднення виконується iз степеневим розподiлом (2.30),
де

ˆ⃗va(r⃗) =

Na∑
j=1

v⃗jδ(r⃗ − r⃗j)

— мiкроскопiчна густина потоку числа частинок. Немарковське рiвняння еле-
ктродифузiї (2.35), як бачимо за структурою сильно нелiйне i може описувати
нерiвноважнi процеси переносу заряду у станах далеких вiд рiвноваги. Бiльше
того, вони можуть використовуватись i при сильних електричних полях, якi

входять через
∂α

∂r⃗α
φ(r⃗; t) = E⃗α(r⃗; t), оскiльки νb(r⃗; t) = γb(r⃗; t) + Zbeφ(r⃗; t).

При q = 1 узагальнене рiвняння електродифузiї в статистицi Ренi пере-
ходить в узагальнене рiвняння електродифузiї статистики Гiббса у дробових
похiдних:

∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα = (2.37)

∂α

∂r⃗α
·
∑
b

∫
dµα(r⃗

′
)

∫ t

−∞
eε(t

′−t)Dab(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) · ∂

α

∂r⃗′α
β(νb(r⃗

′; t′) + Zbeφ(r⃗′; t′))dt′

Коли ж q = 1 i α = 1, то приходимо до узагальненого рiвняння електроди-
фузiї статистики Гiббса. У наближенi Маркова для узагальненого коефiцiєнта
взаємної дифузiї у часi i просторi

Dab
q (r⃗, r⃗′; t, t′) ≈ Dab

q δ(t− t′)δ(r⃗ − r⃗′),

iз (2.36) отримуємо рiвняння електродифузiї у дробових похiдних:
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∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα =

∑
b

Dab
q

∂2α

∂r2α
ν∗b (r⃗′; t′) = (2.38)

=
∑
b

Dab
q

∂2α

∂r2α
νb(r⃗; t)

1 +
q − 1

q

∑
b

∫
dµα(r⃗)νb(r⃗; t) ⟨n̂b(r⃗)⟩tα

.

При цьому виникають проблеми знаходження скалярного потенцiалу φ(r⃗; t)

(оскiльки νb(r⃗; t) = γb(r⃗; t) +Zbeφ(r⃗; t)) електромагнiтного поля для системи з
фрактальною структурою. Взагалi рiвняння (2.38) повиннi бути узгодженi iз
рiвняннями Максвелла, проблеми побудови яких для системи з фрактальною
структурою обговорювались у роботах [67, 68]. При q = 1 iз (2.38) отримуємо
рiвняння електродифузiї в статистицi Гiббса:

∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα =

∑
b

Dab
q

∂2α

∂r2α
(γb(r⃗

′; t′) + Zbeφ(r⃗′; t′)). (2.39)

Узагальнене рiвняння електродифузiї враховує просторову фрактальнiсть си-
стеми та ефекти пам’ятi в узагальненому коефiцiєнтi взаємної дифузiї носiїв
заряду Dab

q (r⃗, r⃗′; t, t′) в статистицi Ренi. Просторова фрактальнiсть системи
очевидно впливає на процеси переносу носiїв заряду, що може проявлятися як
часова мультифрактальнiсть iз характерними часами релаксацiї. Вiдомо, що
нерiвноважнi кореляцiйнi функцiї Dab

q (r⃗, r⃗′; t, t′) точно неможливо розрахува-
ти, тому використовують певнi наближення, виходячи iз фiзичних мiркувань.
У часовому iнтервалi (−∞÷ t) процеси переносу носiїв заряду у просторово
неоднорiднiй системi можуть характеризуватись сукупнiстю часiв релаксацiї,
якi пов’язанi iз характером взаємодiї носiїв заряду з частинками середовища
з фрактальною структурою, що пов’язанi з поляризацiйними ефектами, впли-
вом електромагнiтного поля. Зокрема, у недавнiй роботi [104] автори врахову-
вали ефекти поляризацiї електрода при дослiдженi частотної залежностi про-
вiдностi, правильна поведiнка якої була отримана з врахуванням фракталь-
ностi процесiв переносу носiїв заряду шляхом моделювання функцiй пам’ятi.
Для розкриття часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi еле-
ктродифузiї використаємо наступне наближення для узагальненого коефiцi-
єнта взаємної дифузiї носiїв заряду:
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Dab
q (r⃗, r⃗′; t, t′) = Wa(t, t

′)D
ab
q (r⃗, r⃗′), (2.40)

де Wa(t, t
′) можна означити як функцiю пам’ятi у часi. З врахуванням цього

рiвняння (2.34) можна подати у виглядi:

∂

∂t
⟨n̂a(r⃗)⟩tα =

t∫
−∞

eε(t
′−t)Wa(t, t

′)Ψa(r⃗; t
′)dt′, (2.41)

де

Ψa(r⃗; t
′) =

∑
b

∫
dµα(r⃗′)

∂α

∂r⃗α
·Dab

q (r⃗, r⃗′) · ∂
α

∂r⃗′α
βν∗b (r⃗′; t′). (2.42)

Далi застосуємо перетворення Фур’є до рiвняння (2.41), в результатi у часто-
тному зображеннi отримаємо:

iωna(r⃗;ω) = Wa(ω)Ψa(r⃗;ω). (2.43)

Частотну залежнiсть функцiї пам’ятi подамо у виглядi, iз введенням часу ре-
лаксацiї τa (який характеризує процеси переносу носiїв заряду в системi):

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

1 + iωτa
, 0 < ξ ≤ 1. (2.44)

Тодi рiвняння (2.43) можна подати у виглядi:

(1 + iωτa)iωna(r⃗;ω) = (iω)1−ξΨa(r⃗;ω). (2.45)

Далi використаємо перетворення Фур’є до дробових похiдних вiд функцiй:

L
(
0D

1−ξ
t f(t); iω

)
= (iω)1−ξL(f(t); iω). (2.46)

З його використанням, зворотне перетворення у рiвняннi (2.45) до часової
залежностi, дає узагальнене рiвняння електродифузiї типу Кеттано з враху-
ванням просторово-часової фрактальностi:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r⃗; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r⃗; t), (2.47)
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або в розгорнутому виглядi:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) = (2.48)

=0D
1−ξ
t

∑
b

∫
dµα(r⃗′)

∂α

∂r⃗α
·Dab

q (r⃗, r⃗′) · ∂
α

∂r⃗′α
βν∗b (r⃗′; t),

— узагальнене (нове) рiвняння типу Кеттано в статистицi Ренi iз часовою муль-
тифрактальнiстю i просторовою фрактальнiстю. При q = 1 iз (2.48) отримаємо
узагальнене рiвняння типу Кеттано в статистицi Гiбса iз часовою мультифра-
ктальнiстю i просторовою фрактальнiстю:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) = (2.49)

=0D
1−ξ
t

∑
b

∫
dµα(r⃗′)

∂α

∂r⃗α
·Dab

(r⃗, r⃗′) · ∂
α

∂r⃗′α
β(γb(r⃗

′; t) + Zbeφ(r⃗′; t)),

Важливо зазначити, що у правих частинах у рiвняннях (2.47), (2.49)
входить дробова похiдна вiд скалярного потенцiалу електромагнiтного поля
∂α

∂r⃗′α
βZbeφ(r⃗′; t), що вказує на необхiднiсть врахування системи рiвнянь Ма-

ксвела у дробових похiдних для системи з просторовою фрактальнiстю для
повноти опису процесiв переносу носiїв заряду у такому середовищi. Рiвнян-
ня (2.47), (2.49) мiстять суттєву просторову неоднорiднiсть у Dab

q (r⃗, r⃗′). Якщо
знехтувати просторовою неоднорiднicтю:

D
ab
q (r⃗, r⃗′) = D

ab
q δ(r⃗ − r⃗′), (2.50)

то отримаємо

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab
q

∂2α

∂r⃗2α
βν∗b (r⃗; t), (2.51)

— рiвняння дифузiї типу Кеттано iз просторовою i часовою фрактальнiстю iз
сталими коефiцiєнтами взаємної дифузiї в статистицi Ренi, або в розгорнутому
виглядi:
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τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab
q

∂2α

∂r⃗2α
× (2.52)

×β νa(r⃗; t)

1 +
q − 1

q

∑
a

∫
dµα(r⃗)νa(r⃗; t) ⟨n̂a(r⃗)⟩tα

,

i при q = 1

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab ∂2α

∂r⃗2α
νa(r⃗; t), (2.53)

— узагальнене рiвняння типу Кеттано iз просторовою i часовою фрактальнi-
стю iз сталими коефiцiєнтами взаємної дифузiї в статистицi Гiббса.

Важливо зазначити, що коли у рiвняннях (2.51) (2.53) покласти α = 1,
тобто знехтувати просторовою фрактальнiстю, то отримаємо рiвняння дифузiї
типу Кеттано, якi були отриманi у роботах [5,209]:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab ∂2

∂r⃗2
νa(r⃗; t). (2.54)

При τa = 0 ми отримуємо важливий частковий випадок — узагальненi
рiвняння електродифузiї носiїв заряду з врахуванням часової i просторової
фрактальностi:

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

∫
dµα(r⃗′)

∂α

∂r⃗α
·Dab

q (r⃗, r⃗′) · ∂
α

∂r⃗′α
βν∗b (r⃗′; t), (2.55)

i при нехтуваннi просторової неоднорiдностi коефiцiєнтiв взаємної дифузiї
D

ab
q (r⃗, r⃗′) також отримуємо:

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab
q

∂2α

∂r⃗2α
βν∗b (r⃗; t), (2.56)

— рiвняння електродифузiї iз сталими коефiцiєнтами взаємної дифузiї у дро-
бових похiдних в статистицi Ренi.
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При α = 1, τa = 0 отримуємо рiвняння електродифузiї iз сталими коефiцi-
єнтами взаємної дифузiї без врахування просторової фрактальностi в стати-
стицi Ренi

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab
q

∂2

∂r⃗2
βν∗b (r⃗; t), (2.57)

При α = 1 , τa = 0, q = 1, ξ = 1 ми отримуємо звичайнi рiвняння електро-
дифузiї для носiїв заряду у статистицi Гiббса.

∂

∂t
na(r⃗; t) =

∑
b

D
ab ∂2

∂r⃗2
βνb(r⃗; t). (2.58)

Розглянемо ще одну модель для функцiї пам’ятi:

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

1 + (iωτa)γ−1
, 0 < γ < 1, 0 < ξ ≤ 1, (2.59)

тодi у частотному зображеннi отримуємо:

(
1 + (iωτa)

γ−1
)
iωna(r⃗;ω) = (iω)1−ξΨa(r⃗;ω). (2.60)

З використанням (2.46), зворотне перетворення у рiвняннi (2.60) до часової
залежностi, дає узагальнене рiвняння електродифузiї типу з врахуванням ча-
сової мультифрактальностi та просторової фрактальностi:

τ γ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r⃗; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r⃗; t) (2.61)

подiбнi за структурою до рiвнянь Кеттано роботи [209]. У випадку моделi для
функцiї пам’ятi:

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

(iωτa)γ−1
, (2.62)

отримуємо рiвняння узагальненої електродифузiї для носiїв заряду з
просторово-часовою фрактальнiстю в статистицi Ренi.

τ γ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r⃗; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r⃗; t). (2.63)

При ξ = 1 дане рiвняння, матиме вигляд
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τ γ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r⃗; t) = Ψa(r⃗; t), (2.64)

i у випадку нехтування просторовою залежнiстю коефiцiєнтiв взаємної дифу-
зiї, отримуємо

τ γ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r⃗; t) =

∑
b

D
ab
q

∂2α

∂r⃗2α
βν∗b (r⃗; t). (2.65)

Розв’язки рiвнянь типу (2.65) дослiджувались у роботах [230,231].

2.4 Висновки до роздiлу 2

На основi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропонованого Тарасо-
вим [50,67,68,106] для класичної системи частинок з використанням методу не-
рiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статистицi Ренi, отримано
узагальнене (немарковське) рiвняння дифузiї у дробових похiдних. На основi
рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропонованого Тарасовим [27,49,50]
для класичної заряджених iонiв з використанням методу нерiвноважного ста-
тистичного оператора Зубарєва, отримано узагальнене (немарковське) рiвня-
ння електродифузiї типу Кеттано у дробових похiдних. Використано також
принцип максимуму ентропiї Ренi. Отримано ряд рiвнянь типу дифузiї для
вiдповiдних значень параметрiв фрактальностi у просторi та часi.
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Роздiл 3

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

СУБДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ В

ЕЛЕКТРОЛIТИЧНIЙ СИСТЕМI

У даному роздiлi подано результати математичного моделювання субдифу-
зiйного iмпедансу в електролiтичний системi для пояснення дiаграм Найквi-
ста експериментальних дослiджень для системи GaSe з iнкапсульованим β-
циклодекстрином. Моделювання здiйснюється на основi субдифузiйного рiв-
няння Кеттано. Запропоновано мiкроскопiчну модель опису процесiв переносу
носiїв заряду в гiбридних мультишарових наноструктурах. Основнi результати
опублiкованi у [32,33,40,43].

3.1 Експеримент i математичне моделювання

Сучасний етап розвитку фiзики фотоелектродних, електродних процесiв
стимулює теоретичнi дослiдження та математичне моделювання реакцiйно-
електродифузiйних процесiв в електролiтичних системах. Дослiдження кiне-
тики фотокаталiзу в напiвпровiдникових системах є важливим з точки глиб-
шого розумiння процесiв при акумулюваннi сонячної енергiї в електричну на
сонячних батареях. Однiєю iз важливих технологiчних проблем у сучасних
акумуляторних батареях є продовження життя i стiйкостi електродiв (металi-
чних, аморфних вуглецевих та iн.) у процесах експлуатацiї. У цьому напрямку
проводяться електрохiмiчнi iмпенданснi дослiдження електродифузiйних про-
цесiв переносу для лiтiєвих батарей [4, 199–206].

Зокрема, у роботах [207, 208] були отриманi дiаграми Найквiста, побудо-
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Рис. 3.1: Еквiвалентна схема RC-ланки

Рис. 3.2: Дiаграми Найквiста, побудованi для напрямку, перпендикулярного
до шарiв розширеної матрицi GaSe з iнкапсульованим β–СD в кiлькостi 6–(2),
10–(3) та 20–(4) мол% для температури 293К в темрявi (а). (1) — розширена
кристалiчна матриця.

ванi для напрямку, перпендикулярного до шарiв розширеної матрицi GaSe з
iнкапсульованим β–циклодекстрином (СD) в кiлькостi 6–(2), 10–(3) та 20–(4)
мол% для температури 293К в темрявi (а), при освiтленнi (б) та у магнiтному
полi (в).

Аналiзуючи побудованi годографи iмпедансу (Рис. 3.2–3.4) слiд звернути
увагу на те, що для нерозширеного зразка селенiду галiя дiаграма Найквiста
має вигляд пiвкола, який i вiдображає ємнiсний вiдгук локалiзованих станiв.
Пiсля розширення (без β-циклодекстрину) вона трансформується до трьох-
дугового вигляду (Рис. 3.2), що вказує на формування енергетичного рельєфу
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Рис. 3.3: Дiаграми Найквiста, побудованi для напрямку, перпендикулярного
до шарiв розширеної матрицi GaSe з iнкапсульованим β–СD в кiлькостi 6–
(2), 10–(3) та 20–(4) мол% для температури 293 К при освiтленнi (б). (1) —
розширена кристалiчна матриця.

Рис. 3.4: Дiаграми Найквiста, побудованi для напрямку, перпендикулярного
до шарiв розширеної матрицi GaSe з iнкапсульованим β–СD в кiлькостi 6–
(2), 10–(3) та 20–(4) мол% для температури 293К магнiтному полi (в). (1) —
розширена кристалiчна матриця.
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для носiїв струму з трьома часами релаксацiї i наявною системою рiвнiв прили-
пання, якi зумовлюють перехiд середньочастотної вiтки у IV (“iндуктивний”)
квадрант площини комплексного iмпедансу. Цьому вiдповiдає трансформацiя
еквiвалентної електричної схеми вiд паралельної RC-ланки до вигляду, зо-
браженому на Рис. 3.1. У нiй елемент постiйної фази СРЕ, iмпеданс якого у
комплекснiй площинi виражається як [200]:

ZCPE = K−1(iω)−γ, (3.1)

де K — коефiцiєнт пропорцiйностi, γ — степеневий показник, що позначає
фазове вiдхилення, вiдображає розподiленiсть ємностi для кожного релакса-
цiйного процесу. Пiсля впровадження β-циклодекстрину частотний генезис дi-
аграм Найквiста суттєво ускладнюється вiдображенням енергетичних бар’єрiв
для струмопроходження через прошарки β-циклодекстрину та мiжфазну ме-
жу матриця || кавiтандний контент. Данi дослiдження свiдчать про особли-
вiсть фракталiзованої гостьової системи. При цьому, виходячи з практичної
мети — застосування їх для високодобротних конденсаторiв радiочастотно-
го дiапазону для аналiзу бралися до уваги данi, яким вiдповiдають значення
тангенса tg δ кута електричних втрат меншi вiд одиницi. Цiй умовi вiдповiдає
частотний iнтервал (1 ÷ 106 Гц). Насамперед, зазначимо, що перше впрова-
дження β-циклодекстрину в основному мiняє тiльки частотну дисперсiю tgδ

розширеної матрицi, у той час як збiльшення вмiсту органiчного контенту до
10 мол.% викликає його зменшення уздовж усiєї дослiдженої ω-осi. Вмiст β-
циклодекстрину 20 мол.% реверсує цю змiну, напевно через рiст концентрацiї
носiїв струму. Дiелектрична проникнiсть вздовж кристалографiчної осi най-
суттєвiше мiняється пiсля досягнення вмiсту β-циклодекстрину 10 мол.%. У
цьому випадку у високочастотнiй областi ε(ω) набуває яскраво вираженого
осциляцiйного характеру, демонструючи аномальну частотну дисперсiю - рiст
дiелектричної проникностi зi збiльшенням частоти. Вона може бути зумовлена
появою додаткової поляризацiї при перескоковому перенесеннi заряду по лока-
лiзованих станах поблизу рiвня Фермi. Частотна поведiнка iмпедансу (3.1) та
дiелектричної проникностi [207, 208] вказують на складний нелiнiйний, осци-
ляцiйний характер процесiв переносу заряду у такiй системi. Поведiнка (3.1)
свiдчить про аномальнiсть iмпедансних процесiв. Дослiдження їх як з експе-
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риментальної, так i теоретичної точки зору є актуальними. До аномальних
явищ в електролiтичних процесах вiдноситься субдифузiя.

Для математичного моделювання даних процесiв ми застосували рiвнян-
ня субдифузiї з дробовою похiдною за часом Рiмана-Лiувiлля. В загальному,
процеси субдифузiї вiдбуваються у системах, де руху частинок значно пере-
шкоджає внутрiшня структура середовища, наприклад як в пористому середо-
вищi, гелi, аморфних напiвпровiдниках та iн. [3–5, 52–55, 84, 209–215]. Субди-
фузiя характеризується часовою залежнiстю середнього квадрату змiщення
частинки:

⟨∆x2⟩ = 2Dαt
α/Γ(1 + α),

де Dα — субдифузiйний коефiцiєнт, вимiряний в одиницях m2/cα i α — па-
раметр субдифузiї зi значенням в дiапазонi 0 < α < 1. Для α = 1 маємо
звичайну дифузiєю. Теоретичний аналiз субдифузiйного iмпедансу був пода-
ний у роботi [4] з використанням рiвнянь субдифузiї з дробовою похiдною за
часом Рiмана-Лiувiлля. У роботi [5] для опису субдифузiйних процесiв було
запропоновано рiвняння Кеттано [209]:

τ
∂2c(x, t)

∂t2
+
∂c(x, t)

∂t
= Dα

∂1−α

∂t1−α

∂2c(x, t)

∂x2
, (3.2)

у якому параметри Dα i τ (час, на який потiк затримується вiдносно градiєнту
концентрацiї c(x, t)) розглядаються як незалежнi один вiд одного. На основi
рiвняння (3.2), будемо дослiджувати частотну залежнiсть iмпедансу наностру-
ктурної системи Z(iω), який знаходимо з спiввiдношення:

Z(iω) = RW
ĉ(0, iω)

ĵ(0, iω)
,

де RW — опiр Варбурга, ĵ(0, iω) — потiк заряду, ω — частота. Далi будемо
припускати, що процес переносу зарядiв у системi описується узагальненим
рiвнянням Кеттано (3.2) з наступними початковими i граничними умовами
(на границi L) [5]:

c(x, 0) =
∂

∂t
c(x, t)|t=0 = 0,

63



ajj(L, t+ τ) + bLc(L, t) = 0.

В результатi, на основi розв’язкiв рiвняння Кеттано були розрахованi дiа-
грами Найквiста iз змiною частоти у дiапазонi ω ∈ (10−1, 105), при RW = 1,
L = 1, результати, яких поданi на Рис. 3.5–3.10.
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Рис. 3.5: Дiаграма Найквiста для τ = 0

На Рис. 3.5–3.8 поданi результати дослiджень частотної залежностi iмпе-
дансу при заданих значеннях параметра τ iз змiною субдифузiйного коефiцi-
єнта дифузiї при α = 1. При τ = 0 ми маємо стандартну дiаграму Найквiста,
при зростаннi значення часу, на який потiк затримується вiдносно градiєнту
концентрацiї характер дiаграм Найквiста iз змiною коефiцiєнта дифузiї сут-
тєво змiнюється i набирає осциляцiйного характеру. Очевидно, що як i змiна
коефiцiєнта дифузiї, так потоку залежать вiд змiни механiзмiв переносу еле-
ктронiв, змiни структури системи, впливу магнiтного, чи електромагнiтного
поля у певному напрямку. На Рис. 3.9 i 3.10 поданi дiаграми Найквiста, коли
значення коефiцiєнтiв дифузiї фiксованi, а змiнюється час, на який потiк за-
тримується вiдносно градiєнту концентрацiї. Як бачимо, при τ = 0 i τ = 0.01

маємо дифузiйний Варбург, при τ = 0.09 i τ = 0.1 рiзко змiнюється характер
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Рис. 3.6: Дiаграма Найквiста для τ = 0.1
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Рис. 3.7: Дiаграма Найквiста для τ = 0.5
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Рис. 3.8: Дiаграма Найквiста для τ = 1.0
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Рис. 3.9: Дiаграма Найквiста для Dα = 0.5
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Рис. 3.10: Дiаграма Найквiста для Dα = 1
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Рис. 3.11: Дiаграма Найквiста для Dα = 0.5, α = 0.6
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Рис. 3.12: Дiаграма Найквiста для Dα = 0.5, α = 0.8
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Рис. 3.13: Дiаграма Найквiста для Dα = 1, α = 0.6
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Рис. 3.14: Дiаграма Найквiста для Dα = 1, α = 0.8

частотної залежностi iмпедансу i далi при τ = 0.5 i τ = 1 набирає колив-
ного характеру. У роботi [5] було показано, що параметр τ впливає на процес
переносу менше (труднощi у русi зарядiв збiльшуються), коли α мале. Ми про-
вели розрахунки дiаграм Найквiста коли α = 0.6 i α = 0.8 при вiдповiдних
значеннях субдифузiйного коефiцiєнта Dα = 0.5 i Dα = 1 iз змiною часу τ .
Результати розрахункiв поданi на Рис.3.11-3.14. Як бачимо, поведiнка дiаграм
Найквiста при змiнi α i τ суттєво змiнюється при фiксованих значеннях ко-
ефiцiєнта субдифузiї. Ми спостерiгаємо певну стадiйнiсть процесiв переносу
носiїв заряду (електронiв, дiрок).

З аналiзу дiаграм Найквiста Рис.3.15 випливає, що рiст τ закономiрно ви-
кликає рiст як дiйсної, так i уявної складових iмпедансу (зауважимо, що годо-
графи iмпедансу для τ = 1.5÷5 практично не залежать вiд значення субдифу-
зiйного коефiцiєнта з iнтервалу Dα = 0.5÷1); при α ̸= 1 функцiя ImZ(α) має
мiнiмум, а iндуктивний вiдгук бiльш яскраво виражений при вищих значення
τ при однакових значеннях α з iнтервалу 0.6 < α ≤ 0.8; частотна дисперсiя
Z(iω) зростає тiльки зi збiльшенням α, незалежно τ ; низькi значення пара-
метра субдифузiї (наприклад, α ≤ 0.2) вказують на суттєвi затруднення в
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Рис. 3.15: Дiаграми Найквiста, розрахованi на основi розв’язкiв рiв-
няння Кеттано для рiзних значень параметрiв субдифузiї α при часi
затримки τ 1.5 (а) та 5(б)

.
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процесах перенесення заряду i, як наслiдок - накопичення просторового за-
ряду. Аналiз наведених дiаграм Найквiста приводить до дещо неочiкуваного
результату: спостережуваний на експериментi [37] рiст частотної дисперсiї го-
дографа iмпедансу при синтезi в електричному полi з одночасним освiтленням
зумовлений не, як очiкувалося, ростом τ , а змiною часової фрактальної розмiр-
ностi α. Це стосується i появи iндуктивного вiдгуку у високочастотнiй областi.
Рiст частотної дисперсiї Z(iω) при освiтленнi, яке передбачає фотоiндуковану
поляризацiю у таких системах, також корелює насамперед зi змiною α.

Для вияснення такої поведiнки параметрiв τ , α таDα i вплив їх на iмпедан-
снi залежностi необхiдний розвиток мiкроскопiчної теорiї процесiв переносу,
яка б враховувала характер взаємодiї електронiв у мультишарових наностру-
ктурах при дiї зовнiшнiх полiв ( магнiтного, електромагнiтного).

3.2 Мiкроскопiчна модель

Будемо розглядати модель гiбридної мультишарової наноструктури, гамiльто-
нiан якої має вигляд

H(t) = He +He−ph +He−m +Hm−ph +Hm−m +Hph, (3.3)

де

He(t) =
~2

2me

Ne∑
j=1

(
∇j −

e

c
A(rj; t)

)2
+ Vee +

Ne∑
j=1

eΦ(rj; t)

— гамiльтонiан електронної пiдсистеми, Vee — потенцiал ефективної електрон-
електронної взаємодiї та He−ph — гамiльтонiан електрон-фононної взаємо-
дiї у наноструктурi. A(rj; t),Φ(rj; t) векторний та скалярний потенцiали еле-
ктромагнiтного поля, що дiють на електрони у наноструктурi. He−m — га-
мiльтонiан взаємодiї електронiв та поляризованих макромолекул (зокрема,
β-циклодекстрину), iнтеркальованих мiж шарами наноструктури, Hm−ph —
гамiльтонiан взаємодiї поляризованих макромолекул у шарах iз структурою
матрицi, Hm−m — гамiльтонiан взаємодiї поляризованих макромолекул у ша-
рах та мiж шарами, Hph — гамiльтонiан фонон-фононної взаємодiї матрицi.
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Нерiвноважний стан такої системи може бути описаний скороченим набором
спостережуваних величин:

ne(r, t) = ⟨n̂e(r)⟩t, (3.4)

— нерiвноважне середнє значення густини електронiв в наноструктурi,

nm(f ,Ω, t) = ⟨n̂m(f ,Ω)⟩t (3.5)

— нерiвноважнi середнi значення поляризованих макромолекул iнтеркальова-
них у шари матрицi, локалiзованих у центрах f iз орiєнтацiями Ω, де квантовi
оператори густини електронiв n̂e(r) = Ψ̂+

e (r)Ψ̂e(r), побудованi на операторах
народження Ψ̂+

e (rs) та знищення Ψ̂e(rs) електронiв у наноструктурi. n̂m(rf ,Ω)

— мiкроскопiчна густина поляризованих макромолекул у шарах матрицi.
У (3.4), (3.5) нерiвноважнi середнi значення ⟨. . .⟩t = Sp . . .ρ(t), розраховую-

ться за допомогою ρ(t) — нерiвноважного статистичного оператора частинок
шаруватої нанаструктури. Для його знаходження будемо застосовувати не-
рiвноважний статистичний оператор [25,147,148,159], у якому нерiвноважний
статистичний оператор системи отримується як розв’язок рiвняння Лiувiлля.
В загальному, розв’язок рiвняння Лiувiлля з врахуванням проектування мо-
жна подати у виглядi:

ρ(t) = ρrel(t) −
t∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)(1 − Prel(t

′))iL(t′)ρrel(t
′)dt′, (3.6)

де iL(t′) — оператор Лiувiлля, що вiдповiдає гамiльтонiану задачi (3.3),

T (t, t′) = exp

−
t∫

t′

(1 − Prel(t
′′)) iL(t′)dt′′

 (3.7)

— узагальнений оператор еволюцiї з проектуванням Кавасакi-Гантона Prel(t
′),

структура якого залежить вiд параметрiв скороченого опису та релевантного
статистичного оператора ρrel(t). Оскiльки, процеси переносу у розглядуваних
наноструктурах, як показують експериментальнi дослiдження та математичне
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моделювання на основi субдифузiйного рiвняння Кеттано є нелiнiйними з ано-
мальними концетрацiйно-потоковими кореляцiями, тому опис нерiвноважних
процесiв сформулюємо на основi методу нерiвноважного статистичного опера-
тора в статистицi Ренi [26]. У такому пiдходi ρrel(t) знаходиться iз екстремуму
iнформацiйної ентропiї Ренi при фiксованих значеннях спостережуваних змiн-
них (у нашому випадку фiксованi (3.4), (3.5) та збереженi умови нормування
Spρrel(t) = 1,

ρrel(t) = Z−1
R (t)

{
1 − q − 1

q
β(t)

(
∆H(t) −

∫
dr(µe(r; t)− (3.8)

−eΦ(r; t))∆n̂e(r; t) −
∑
f

∫
dΩνm(f ,Ω; t)∆n̂m(rf ,Ω); t

)} 1
q−1

,

де

ZR(t) = Sp

{
1 − q − 1

q
β(t)(∆H(t) −

∫
dr(µe(r; t) − eΦ(r; t))∆n̂e(r; t)− (3.9)

−
∑
f

∫
dΩνm(f ,Ω; t)∆n̂m(f ,Ω); t)

} 1
q−1

— статистична сума релевантного статистичного оператора, 0 < q 6 1 —
параметр Ренi,

∆H(t) = H(t) − ⟨H(t)⟩trel,

∆n̂e(r; t) = n̂e(r) − ⟨n̂e(r)⟩trel,

∆n̂m(rf ,Ω); t) = n̂m(f ,Ω)−⟨n̂m(f ,Ω)⟩trel — флуктуацiї параметрiв скороченого
опису, µe(r; t) i Φ(r; t) — хiмiчний потенцiал електронiв та електричний потен-
цiал електромагнiтного поля, νm(f,Ω; t) = µm(f,Ω; t) + dm·E(f; t) — дипольно-
хiмiчний потенцiал макромолекул iнтеркальованих в шари наноструктури (у
випадку коли молекули володiють дипольним моментом), µm(f,Ω; t) — хiмi-
чний потенцiал макромолекули, E(f; t) — електричне поле, яке створюється
електричним потенцiалом зарядiв системи. dm — вектор дипольного моменту
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макромолекули. Важливо зазначити, що релевантний статистичний оператор
(3.8) має степеневу залежнiсть вiд параметрiв скороченого опису i, коли q = 1

вiн переходить у релевантний статистичний оператор статистики Гiббса. За
допомогою нерiвноважного статистичного оператора (3.6) та структури реле-
вантного статистичного оператора (3.8) отримаємо систему рiвнянь переносу
для параметрiв скороченого опису:

∂

∂t
⟨∆n̂e(r)⟩t = ⟨iL(t)∆n̂e(r)⟩trel− (3.10)

−
∫

dr′
t∫

−∞

eε(t
′−t)φee(r, r

′; t, t′)(µe(r′; t′) − eΦ(r′; t′))dt′−

−
∑
f′

∫
dΩ′

t∫
−∞

eε(t
′−t)φem(r, f ′Ω′, ; t, t′)

(
µm(f′,Ω′; t′) + dm·E(f′; t′)

)
dt′,

∂

∂t
⟨∆n̂m(f ,Ω)⟩t = ⟨iL(t)n̂m(f ,Ω)⟩trel− (3.11)

−
∫

dr′
t∫

−∞

eε(t
′−t)φme(f ,Ω, r

′; t, t′)(µe(r′; t′) − eΦ(r′; t′))dt′−

−
∑
f′

∫
dΩ′

t∫
−∞

eε(t
′−t)φmm(f ,Ω, f ′Ω′, ; t, t′)(µm(f′,Ω′; t′) + dm·E(f′; t′))dt′,

де ядра переносу мають наступну структуру:

φab(t, t
′) = (3.12)

=
1

q

⟨
(1 − P (t))iL(t)n̂aT (t, t′)

1∫
0

dτρτrel(t
′)(1 − P (t′))iL(t′)n̂bρ

−τ
rel(t

′)

⟩t′

rel

,

де P (t′) – проекцiйний оператор Морi, що вiдповiдає структурi ρrel(t) i має
складну структуру [160], однак, коли параметр Ренi q = 1, вiн перетворюється
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в узагальнений проекцiйний оператор Морi статистики Гiббса i побудований
на операторах n̂e(r), n̂m(f ,Ω). Процедура усереднення у ядрах переносу ви-
конується iз релевантним статистичним оператором (3.8), який є степеневою
функцiєю за параметрами скороченого опису. Узагальненi ядра переносу по-
в’язанi iз узагальненими коефiцiєнтами дифузiї електронiв та макромолекул
у наноструктурi. При чому, при q = 1 коефiцiєнти дифузiї будуть вiдповiдати
статистицi Гiббса, тобто будуть нормальними коефiцiєнтами дифузiї - зако-
ну Фiка. Узагальненi рiвняння переносу (3.10), (3.11) описують нефiковськi
дифузiйнi процеси. Важливим наступним завданням є встановлення зв’язку
мiж параметрами τ , α та Dα моделi (3.2) iз узагальненими ядрами переносу
рiвнянь (3.10), (3.11), що дасть можливiсть з’ясувати механiзми такої пове-
дiнки дiаграм Найквiста. Це широкий спектр дослiджень, оскiльки вимагає
конкретизацiї структури кожного доданку гамiльтонiану (3.3) для конкретних
систем.

Таким чином, ми розглянули модель субдифузiйного iмпедансу на основi
рiвняння Кеттано у дробових похiдних у застосуваннi до мультишарових на-
ноструктур. Розрахованi дiаграми Найквiста iз змiною параметра τ , α та Dα

свiдчать про складнi процеси переносу, що вiдбуваються у системi i характер-
нi для експериментальних даних Рис. 3.2–3.4. Запропонували мiкроскопiчну
модель, яка приводить до узагальнених рiвнянь переносу, що описують не-
фiковськi дифузiйнi процеси (в рамках статистики Ренi) для носiїв заряду
у мультишарових наноструктурах. Мультишаровi наностркутри мають фра-
ктальну структуру. З точки зору математичного моделювання процесiв iонної
iнтеркаляцiї у такi структури важливим питанням є врахування фрактально-
стi у рiвняннях переносу заряду.

3.3 Висновки до роздiлу 3

Розглянуто модель субдифузiйного iмпедансу на основi рiвняння Кеттано у
дробових похiдних у застосуваннi до мультишарових наноструктур. Розрахо-
вано дiаграми Найквiста iз змiною параметра τ , α та Dα, якi свiдчать про
складнi процеси переносу, що вiдбуваються у системi i характернi для експе-
риментальних даних Рис. 3.2–3.4.
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Запропоновано мiкроскопiчну модель, яка приводить до узагальнених рiв-
нянь переносу, що описують нефiковськi дифузiйнi процеси (в рамках стати-
стики Ренi) для носiїв заряду у мультишарових наноструктурах.
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Роздiл 4

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

КОЕФIЦIЄНТIВ q-ДИФУЗIЇ

У даному роздiлi розглядається один iз шляхiв отримання узагальненого
(немарковського) рiвняння дифузiї з використанням методу НСО Зубарє-
ва [25, 26, 148, 159] та принципу максимуму ентропiї Ренi, який базується
на степеневих розподiлах. Такi пiдходи важливi з точки зору математично-
го моделювання дифузiйних процесiв у випадкових та регулярних структу-
рах [16, 232]. Проводиться чисельний розрахунок узагальненого коефiцiєнта
дифузiї та функцiї розсiювання для модельної системи частинок.

Результати представленi у роздiлi базуються на матерiалi трьох стат-
тях [31,34,35] i двох тезах [41,42].

4.1 Нерiвноважна функцiя розподiлу частинок

у дифузiйних процесах

Для опису та математичного моделювання дифузiйних процесiв у класичних
газах та рiдинах з модельним гамiльтонiаном

H =
N∑
j=1

p2j
2m

+
1

2

N∑
j ̸=l

Φ (|r⃗jl|) (4.1)

основним параметром скороченого опису є нерiвноважна густина числа ча-

стинок n(r⃗; t) = ⟨n̂(r⃗)⟩t, де n(r⃗) =
N∑
j=1

δ(r⃗− r⃗j) —мiкроскопiчна густина числа

частинок; r⃗j, p⃗j — вектори координати та iмпульсу j-ої частинки, Φ (|r⃗jl|) —
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модельний парний потенцiал взаємодiї частинок на вiдстанi |r⃗jl| у середовищi.

Нерiвноважнi середнi
∫
dΓN n̂(r⃗)ρ

(
xN ; t

)
= ⟨n̂(r⃗)⟩t розраховуються з ρ

(
xN ; t

)
— нерiвноважного статистичного оператора (функцiєю розподiлу) системи, що
задовольняє рiвняння Лiувiлля (1.18) з оператором Лiувiлля (1.21). У методi
НСО [25,148,159], коли вибранi основнi параметри скороченого опису, ρ

(
xN ; t

)
може бути поданий (як розв’язок рiвняння Лiувiлля) у загальнiй формi з вра-
хуванням проектування (1.20).

Для опису дифузiйних процесiв ρrel
(
xN ; t

′) будемо шукати на основi пiд-
ходу [26] iз екстремуму функцiоналу ентропiї Ренi при фiксованих значеннях
n(r⃗; t) = ⟨n̂(r⃗)⟩t i збереженi умови нормування∫

dΓNρrel

(
xN ; t

′
)

= 1,

в результатi отримаємо:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dr⃗µ(r⃗; t)δn̂(r⃗; t)

))) 1
q−1

, (4.2)

де

ZR(t) =

∫
dΓN

(
1 − q − 1

q

(
β

(
H −

∫
dr⃗µ(r⃗; t)δn̂(r⃗; t)

))) 1
q−1

(4.3)

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу, де β =
1

kБT
, kБ — кон-

станта Больцмана, T — рiвноважна температура, δn̂(r⃗; t) = n̂(r⃗) − ⟨n̂(r⃗)⟩t —
флуктуацiї густини, а параметр µ(r⃗; t) визначається iз умови самоузгодження:

⟨n̂(r⃗)⟩t = ⟨n̂(r⃗)⟩trel , (4.4)

i є просторово-часово залежним хiмiчним потенцiалом частинок. Важливо за-
значити, що при q = 1 релевантна функцiя розподiлу (4.2) в статистицi Ренi
переходить у розподiл статистики Гiббса [159]. Розподiл (4.2) можна подати у
виглядi:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dr⃗µ∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)) 1
q−1

, (4.5)
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де

ZR(t) =

∫
dΓN

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dr⃗µ∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)) 1
q−1

,

µ∗(r⃗; t) =
µ(r⃗; t)

1 +
q − 1

q

∫
dr⃗µ(r⃗; t) ⟨n̂(r⃗)⟩t

.

Пiдставивши (4.5) у (4.2), для нерiвноважного статистичного оператора отри-
маємо:

ρ(xN ; t) = (4.6)

= ρrel(x
N ; t) +

∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t
′
)

∫
dr⃗

′
In(r⃗

′
; t

′
)ρrel(t)µ

∗(r⃗
′
; t)dt

′
,

де

In(r⃗; t) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLN n̂(r⃗) (4.7)

— узагальнений потiк, у якому функцiя ψ(t) рiвна

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dr⃗µ∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)
.

P (t) — проекцiйний оператор, що має наступну структуру:

P (t) . . . =

∫
dr⃗

∫
dr⃗

′ ⟨. . . n̂(r⃗)⟩trel
[⟨
n̂(r⃗)δ

{
[qψ(t)]−1n̂(r⃗

′
)
}⟩t

rel

]−1

×

× δ
{

[qψ(t)]−1 n̂(r⃗
′
)
}
,

де δ{A} = A− ⟨A⟩trel.

4.2 Узагальнене рiвняння q-дифузiї

За допомогою НСО (4.6) для параметра скороченого опису отримується уза-
гальнене рiвняння дифузiї [31]:
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∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩t =

∫
dr⃗

′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)φnn(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
)βµ∗(r⃗

′
; t

′
)dt

′
, (4.8)

де

φnn(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) =

∫
dΓN iLN n̂(r⃗)T (t, t

′
)In(r⃗

′
; t

′
)ρrel(x

N ; t
′
)

=
∂

∂r⃗
·Dq(r⃗, r⃗

′
; t, t

′
) · ∂

∂r⃗′

— узагальнене ядро переносу, у якому усереднення виконується iз степеневим
розподiлом (4.5). При q = 1 узагальнене рiвняння дифузiї в статистицi Ре-
нi переходить в узагальнене рiвняння статистики Гiббса [159]. В результатi
отримуємо немарковське рiвняння дифузiї

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩t =

∂

∂r⃗
·
∫
dr⃗

′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) · ∂

∂r⃗′βµ
∗(r⃗

′
; t

′
)dt

′
, (4.9)

Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) =

⟨
ˆ⃗ν(r⃗)T (t, t

′
)ˆ⃗ν(r⃗

′
)
⟩t
rel

= (4.10)

dΓN
ˆ⃗ν(r⃗)T (t, t

′
)ˆ⃗ν (⃗r

′
)

1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dr⃗µ∗(r⃗; t)n̂(r⃗)

)) 1
q−1

— узагальнений коефiцiєнт дифузiї в статистицi Ренi, у якому усереднення

виконується iз степеневим розподiлом (4.5), де ˆ⃗ν(r⃗) =
N∑
j=1

ν⃗jδ(r⃗− r⃗j) — мiкро-

скопiчна густина потоку числа частинок.
У наближенi Маркова для узагальненого коефiцiєнта дифузiї у часi i про-

сторi Dq(r⃗, r⃗
′
; t, t

′
) ≈ Dqδ(t − t′)δ(r⃗ − r⃗

′
), виключивши параметр µ∗(r⃗

′
; t

′
) за

допомогою умови самоузгодження (4.4), iз (4.9) отримаємо рiвняння q-дифузiї
iз сталим коефiцiєнтом:

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩t = Dq

∂2

∂r2
⟨n̂(r⃗)⟩t . (4.11)

При q = 1 (4.11) – звичайне рiвняння дифузiї iз сталим коефiцiєнтом.
Для розкриття часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi ди-

фузiї (4.9) подiбно як у другому роздiлi використаємо наближення:

Dq(r⃗, r⃗
′; t, t′) = W (t, t′)Dq(r⃗, r⃗

′).
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З врахуванням цього рiвняння узагальнене рiвняння дифузiї можна подати у
виглядi:

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩t =

t∫
−∞

eε(t
′−t)W (t, t′)Ψ(r⃗; t′)dt′, (4.12)

де

Ψ(r⃗; t′) =

∫
dr⃗′

∂

∂r⃗
·Dq(r⃗, r⃗

′) · ∂

∂r⃗′βµ
∗(r⃗′; t′). (4.13)

Далi застосуємо перетворення Фур’є до рiвняння (4.12), в результатi у часто-
тному зображеннi отримаємо:

iωn(r⃗;ω) = W (ω)Ψ(r⃗;ω). (4.14)

Частотну залежнiсть функцiї пам’ятi подамо у виглядi, iз введенням часу ре-
лаксацiї τ (який характеризує процеси переносу частинок в системi):

W (ω) =
(iω)1−ξ

1 + (iωτ)ξ
, 0 < ξ ≤ 1. (4.15)

Тодi рiвняння (4.14) можна подати у виглядi:

(1 + (iωτ)ξ)iωna(r⃗;ω) = (iω)1−ξΨa(r⃗;ω). (4.16)

Далi використаємо перетворення Фур’є до дробових похiдних вiд функцiй:

L
(
0D

ξ
t f(t); iω

)
= (iω)ξL(f(t); iω). (4.17)

З його використанням, зворотне перетворення у рiвняннi (4.16) до часової
залежностi, дає узагальнене рiвняння типу Кеттано-Максвелла з врахуванням
часової фрактальностi (⟨n̂(r⃗)⟩t = n(r⃗; t)):

τ ξ
∂2ξ

∂t2ξ
n(r⃗; t) +

∂ξ

∂tξ
n(r⃗; t) =

∫
dr⃗′

∂

∂r⃗
·Dq(r⃗, r⃗

′) · ∂

∂r⃗′βµ
∗(r⃗′; t). (4.18)

При ξ = 1 iз (4.18) отримаємо рiвняння дифузiї Кеттано-Максвелла:

τ
∂2

∂t2
n(r⃗; t) +

∂

∂t
n(r⃗; t) =

∫
dr⃗′

∂

∂r⃗
·Dq(r⃗, r⃗

′) · ∂

∂r⃗′βµ
∗(r⃗′; t). (4.19)
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4.3 Чисельний розрахунок коефiцiєнта ано-

мальної дифузiї та функцiї розсiювання

У математичному моделюваннi дифузiйних процесiв важливою задачею є роз-
рахунок узагальненого коефiцiєнта дифузiї, залежного вiд параметра Ренi q.
У марковському наближенi у часi i нехтуючи просторовими кореляцiями iз
(4.9) можна отримати рiвняння дифузiї, що спiвпадає iз результатами робо-
ти [162]. У данiй роботi фактично запропоновано один iз шляхiв розрахункiв
коефiцiєнта q-дифузiї i отримано рiвняння:

∂

∂t
Gq′(r; t) = Dq′(r; t)

∂2

∂r2
Gq′(r; t),

де Gq′(r; t) — функцiя розсiювання (густина-густина), яка може вимiрюватися
експериментально у процесах розсiювання нейтронiв. Шляхом використання
q
′ — представлення експоненти [92, 93] i розрахункiв Gq′(r; t) через нульовий

i другий моменти автори отримали аналiтичнi вирази для коефiцiєнта q - ди-
фузiї:

• q
′
> 1

Dq′(r; t)

D
=
q
′ − 1

2

N(r; t)

M(r; t)
, (4.20)

де

N (r; t) =
r∗√

(q′ − 1)

Kν+1

(
r∗√

(q′ − 1)

)

Kν

(
r∗√

(q′ − 1)

) − 1 − 2ν,

M(r; t) = 1 +
(q

′ − 1)

r∗2
(1 − 2ν) (N(r; t) + 1) ,

r∗ =
r√
Dt

, ν =
1

(q′ − 1)
− 1

2
, Kν - модифiкованi функцiї Бесселя;

• q
′
< 1
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Dq′(r; t)

D
=

1 − q
′

2

N
′
(r; t)

M ′(r; t)
, (4.21)

де

N
′
(r∗; t) =

r∗√
(1 − q′)

Jµ+1

(
r∗√
(1−q′)

)
Jµ

(
r∗√

(1 − q′)

) − 1,

M
′
(r∗; t) = −1 +

(1 − q
′
)

r∗2
(1 − 2µ)(N

′
(r∗; t) + 1),

Jµ – функцiї Бесселя.

µ =
1

1 − q′ +
1

2
.

Параметри q i q′ обернено пропорцiйнi: q′
=

1

q
, 1−q′

=
q

q − 1
. Для дослiдження

поведiнки коефiцiєнта q-дифузiї за аналiтичними виразами (4.20) i (4.21) ми

провели числовi оцiнки при
1

2
⟨(r⃗(t) − (r⃗(0)))2⟩ ≈ Dt = 0.5. Вiдповiдно була

розрахована функцiя розсiювання.
Як бачимо iз графiкiв (Рис. 4.1–4.2) при q

′
> 1, коли q

′
= 1.05 D(r∗) має

вираженi осциляцiї, а при q
′

= 2 i q′
= 2.5 плавно росте iз збiльшенням r∗ =

r√
Dt

. При q′
< 1 D(r∗) має осцляцiйний характер, причому , при q′

= 0.75 =
3

4

вони наростають iз збiльшенням r∗ =
r√
Dt

. Поведiнка функцiї розсiювання

подана на графiках (Рис. 4.3–4.4) при рiзних q
′ i якiсно спiвпадає iз даними

роботи [38].
При q

′
= 1 отримуємо результат для нормальної дифузiї [162]. Проведенi

числовi оцiнки коефiцiнта q-дифузiї (у безрозмiрнiй формi, в залежностi вiд
r∗ =

r√
Dt

) якiсно вказують на рiзну поведiнку його при q
′
> 1 i q′

< 1. На

рисунках (Рис. 4.5–4.7) подано результати числових розрахункiв просторово-
часової залежностi коефiцiєнта q-дифузiї при q′

> 1, а на рисунках (Рис. 4.8–
4.10) — вiдповiдно для просторово-часової залежностi функцiї розсiювання.
Як бачимо при q = 1.05 просторово-часова поведiнка Dq(r; t)/D має певнi
коливнi особливостi, якi заходять у вiд’ємну областi, що може свiдчити про
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Рис. 4.1: Залежнiсть D(r∗) вiд параметра r∗ =
r√
Dt

, коли q′
< 1

.

Рис. 4.2: Залежнiсть D(r∗) вiд параметра r∗ =
r√
Dt

, коли q′
> 1

.
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Рис. 4.3: Залежнiсть G(r∗) вiд параметра r∗ =
r√
Dt

, коли q′
< 1

.

Рис. 4.4: Залежнiсть G(r∗) вiд параметра r∗ =
r√
Dt

, коли q′
> 1

.
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Рис. 4.5: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 1.05
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Рис. 4.6: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 2.0
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Рис. 4.7: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 2.5
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Рис. 4.8: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 1.05
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Рис. 4.9: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 2.0
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Рис. 4.10: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 2.5
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Рис. 4.11: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.95
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Рис. 4.12: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.75

93



Рис. 4.13: Залежнiсть Dq(r; t)/D в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.25
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Рис. 4.14: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.95
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Рис. 4.15: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.75
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Рис. 4.16: Залежнiсть G(r; t) в рiзних проекцiях вiд параметрiв
r = 10−8..10−6см., t = 10−8..10−6c., коли q = 0.25
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сильну змiну характеру руху частинок, однак це не вiдбивається на поведiнцi
функцiї розсiювання (Рис. 4.8). При q = 2.0, q = 2.5 просторово-часова пове-
дiнка коефiцiєнта q-дифузiї та функцiї розсiювання є плавною. На рисунках
(Рис. 4.11–4.13) подано результати числових розрахункiв просторово-часової
залежностi коефiцiєнта q-дифузiї при q

′
< 1, а на рисунках (Рис. 4.14–4.16)

— вiдповiдно для просторово-часової залежностi функцiї розсiювання. У по-
ведiнцi q-дифузiї при q′

< 1 спостерiгаються сильнi осциляцiї при малих r i t,
якi певним чином вiдбиваються на функцiї розсiювання – вона має вираженi
просторовi осциляцiї.

Природа такої поведiнки коефiцiєнта q-дифузiї є складною i потребує бiльш
детальних розрахункiв iз явним врахуванням специфiки розглядуваної систе-
ми взаємодiючих частинок. Математичне моделювання дифузiйних процесiв
на основi коефiцiєнта q - дифузiї для модельної системи показали певну "ано-
мальнiсть"у просторово часовiй залежностi, що спостерiгається в комп’ютер-
ному моделюваннi [224–226].

Необхiдно зробити певнi висновки, що при виводi узагальненого рiвняння
q-дифузiї (немарковського рiвняння) в рамках статистики Ренi ми не отримали
рiвняння у дробових похiдних.

4.4 Висновки до роздiлу 4

На основi методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва та прин-
ципу максимуму ентропiї Ренi отримано узагальнене (немарковське) рiвняння
дифузiї, у якому коефiцiєнт дифузiї розраховується iз степеневим розподi-
лом Ренi. Коли параметри Ренi q = 1 отримуємо результат статистики Гiбб-
са [159]. При виводi узагальненого рiвняння q-дифузiї (немарковського рiвня-
ння) в рамках статистики Ренi ми не отримали рiвняння у дробових похiдних.

Проведенi числовi оцiнки коефiцiєнта q-дифузiї, отриманого у роботi [162]
при q

′
> 1 i q′

< 1 вказують на складну поведiнку i очевидно на рiзнi меха-
нiзми дифузiйних (суб- чи супер) процесiв, якi можуть протiкати у системi
взаємодiючих частинок. З цiєї точки зору важливою задачею є розрахунок
узагальненого коефiцiєнта дифузiї (4.10) для конкретних систем при рiзних
значення параметра Ренi q. Математичне моделювання дифузiйних процесiв
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на основi коефiцiєнта q-дифузiї для модельної системи показали певну "ано-
мальнiсть"у просторово-часовiй залежностi, що спостерiгається в комп’ютер-
ному моделюваннi [224–226].
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Роздiл 5

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КIНЕТИЧНИХ

ПРОЦЕСIВ В СТАТИСТИЦI НА ОСНОВI

ЕНТРОПIЇ РЕНI

У даному роздiлi подано модель опису кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв
для системи взаємодiючих частинок, що перебувають у нерiвноважних станах,
далеких вiд рiвноваги. В основi будь-яких дифузiйних процесiв у просторово
неоднорiдних системах лежать кiнетичнi процеси. Тому важливо сформулюва-
ти вiдповiдну кiнетичну модель. Виходячи iз принципу максимуму ентропiї Ре-
нi отримано релевантну функцiю розподiлу i на основi неї нерiвноважну фун-
кцiю розподiлу частинок, як розв’язок рiвняння Лiувiлля. За допомогою не-
рiвноважної функцiї розподiлу отримано узагальненi кiнетичнi рiвняння для
нерiвноважних одно- та двочастинкових функцiй розподiлу. Розкрито внутрi-
шню структуру узагальнених функцiй пам’ятi, що дало можливiсть показа-
ти, що кiнетичнi рiвняння є типу Фоккера-Планка, якi мiстять кореляцiйнi
функцiї другого i вищих порядкiв за динамiчними згiнними: мiкроскопiчни-
ми густинами числа частинок, їх iмпульсу та сили у просторi координат та
iмпульсiв. Функцiї пам’ятi четвертого порядку за змiнними допускають апро-
ксимацiї, що вiдповiдають iдеологiї теорiї взаємодiючих мод, i можуть бути
використанi для математичного моделювання нелiнiйних процесiв.

Результати цього роздiлу опублiкованi у [29,30,39].
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5.1 Узагальненi кiнетичнi рiвняння в статистицi

Ренi

Для опису кiнетичних процесiв у класичних густих газах i рiдинах далеких
вiд рiвноваги в якостi параметрiв скороченого опису можуть бути вибранi
нерiвноважнi одно- та двочастинковi функцiї розподiлу

f1(x; t) = ⟨n̂1(x)⟩t, f2(x, x
′; t) = ⟨n̂2(x, x′)⟩t, (5.1)

де

n̂1(x) =
N∑
j=1

δ(x− xj),

n̂2(x, x
′) =

N∑
j=1

N∑
l=1

δ(x− xj)δ(x
′ − xl)

— одно- та двочастинковi мiкроскопiчнi фазовi густини N частинок в об’ємi V .
Вони визначають густини числа частинок, iмпульсу i повної енергiї (поданої
сумою кiнетичної ε̂kin i потенцiальної ε̂int частин)

n̂(r⃗) =

∫
dp⃗ n̂1(r⃗, p⃗), ˆ⃗p(r⃗) =

∫
dp⃗ n̂1(r⃗, p⃗) p⃗,

ε̂kin(r⃗) =

∫
dp⃗ n̂1(r⃗, p⃗)

p2

2m
,

ε̂int(r⃗) =
1

2

∫
dp⃗

∫
dp⃗ ′

∫
dr⃗ ′Φ(|r⃗ − r⃗ ′|)n̂2(r⃗, p⃗; r⃗ ′, p⃗ ′),

середнi значення яких

⟨n̂(r⃗)⟩t =

∫
dp⃗f1(r⃗, p⃗; t), ⟨ ˆ⃗p(r⃗)⟩t =

∫
dp⃗f1(r⃗, p⃗; t)p⃗,

⟨ε̂kin(r⃗)⟩t =

∫
dp⃗f1(r⃗, p⃗; t)

p2

2m
,
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⟨ε̂int(r⃗)⟩t =
1

2

∫
dp⃗

∫
dp⃗ ′

∫
dr⃗ ′Φ(|r⃗ − r⃗ ′|)f2(r⃗, p⃗; r⃗ ′, p⃗ ′; t)

задовольняють локальнi закони збереження:

∂

∂t
⟨n̂(r⃗)⟩t = − 1

m
∇⃗ · ⟨ ˆ⃗p(r⃗)⟩t,

∂

∂t
⟨ ˆ⃗p(r⃗)⟩t = −∇⃗ :

(
⟨
↔̂
T

kin(r⃗)⟩t + ⟨
↔̂
T

int(r⃗)⟩t
)
,

∂

∂t
⟨ε̂(r⃗)⟩t = −∇⃗ ·

(
⟨ˆ⃗jkinE (r⃗)⟩t + ⟨ˆ⃗jintE (r⃗)⟩t

)
. (5.2)

Тут ⟨ε̂(r⃗)⟩t = ⟨ε̂kin(r⃗)⟩t + ⟨ε̂int(r⃗)⟩t — нерiвноважне середнє значення густини
повної енергiї, а ∇⃗ = ∂/∂r⃗. У рiвняннi (5.2)

⟨
↔̂
T

kin(r⃗)⟩t =

∫
dp⃗

p⃗ p⃗

m
f1(r⃗, p⃗; t)

— нерiвноважне середнє значення густини кiнетичної частини тензора в’язких
напружень,

⟨
↔̂
T

int(r⃗)⟩t =
1

2

∫
dp⃗

∫
dp⃗ ′

∫
dr⃗ ′ ∂

∂|r⃗ − r⃗ ′|
Φ(|r⃗ − r⃗ ′|)× (5.3)

×(r⃗ − r⃗ ′)(r⃗ − r⃗ ′)

|r⃗ − r⃗ ′|
f2(r⃗, r⃗

′; p⃗, p⃗ ′; t)

— нерiвноважне середнє значення густини потенцiальної частини тензора в’яз-
ких напружень.

⟨ˆ⃗jkinE (r⃗)⟩t =

∫
dp⃗

p2

2m
p⃗ f1(r⃗, p⃗; t)

i

⟨ˆ⃗jintE (r⃗)⟩t =

∫
dp⃗

∫
dp⃗ ′

∫
dr⃗ ′
[
p⃗

m
Φ(|r⃗ − r⃗ ′|) − Φ(|r⃗ − r⃗ ′|)(r⃗ − r⃗ ′)

|r⃗ − r⃗ ′|

]
×

×f2(r⃗, r⃗ ′; p⃗, p⃗ ′; t)
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— нерiвноважнi середнi значення густин кiнетичної i потенцiальної частин
потоку енергiї, вiдповiдно. Розкривши усереднення у правих частинах рiв-
нянь (5.2) — отримаємо узагальненi рiвняння гiдродинамiки, в основi яких
лежать закони збереження. Iз приведених спiввiдношень слiдує, що нерiвнова-
жна одночастинкова функцiя розподiлу визначає макроскопiчнi нерiвноважнi
густини числа частинок, їх iмпульсу, а також кiнетичнi частини повної енергiї,
тензора в’язких напружень i потоку енергiї. Тодi як нерiвноважна двочастин-
кова функцiя розподiлу визначає потенцiальнi частини повної енергiї, тензо-
ра в’язких напружень i потоку енергiї. Таким чином, у системах далеких вiд
рiвноваги нелiнiйнi гiдродинамiчнi флуктуацiї зумовленi нелiнiйними флукту-
ацiями нерiвноважних одно- та двочастинкових функцiй розподiлу, для яких
необхiдно побудувати вiдповiднi кiнетичнi рiвняння. У такому випадку, коли
нерiвноважнi одно- та двочастинкова функцiї розподiлу f1(x; t) = ⟨n̂1(x)⟩t i
f2(x, x

′; t) = ⟨n̂2(x, x′)⟩t вибранi як параметри скороченого опису, вiдповiдно
(4.2) релевантна функцiя розподiлу буде мати наступний вигляд:

ϱrel(t) =
1

ZR(t)

{
1 − q − 1

q

[ ∫
da(x; t)δn̂1(x; t) + (5.4)

+

∫
dx

∫
dx′b(x, x′; t)δn̂2(x, x

′; t)

]} 1
q−1

,

де

ZR(t) =

∫
dΓN

{
1 − q − 1

q

[ ∫
dxa(x; t)δn̂1(x; t)

+

∫
dx

∫
dx′b(x, x′; t)δn̂2(x, x

′; t)

]} 1
q−1

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу. Параметри a(x; t) i
b(x, x′; t) визначаються iз наступних умов самоузгодження:

⟨n̂1(x)⟩t = ⟨n̂1(x)⟩trel, ⟨n̂2(x, x′)⟩t = ⟨n̂2(x, x′)⟩trel. (5.5)

Релевантну функцiю розподiлу (5.4) зручно подати в iншiй формi
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ϱrel(t) =
1

Z∗
R(t)

{
1 − q − 1

q

[ ∫
dxa∗(x; t)n̂1(x) (5.6)

+

∫
dx

∫
dx′b∗(x, x′; t)n̂2(x, x

′)

]} 1
q−1

,

записавши множник Лагранжа наступним чином:

a∗(x; t) = a(x; t)

{
1 +

q − 1

q

×
[ ∫

da(x; t)f1(x; t) +

∫
dx

∫
dx′b(x, x′; t)f2(x, x

′; t)

]}−1

,

b∗(x, x′; t) = b(x, x′; t)

{
1 +

q − 1

q

×
[ ∫

da(x; t)f1(x; t) +

∫
dx

∫
dx′b(x, x′; t)f2(x, x

′; t)

]}−1

.

Важливо зазначити, що у випадку q = 1 множники a∗(x; t) = a(x; t) i
b∗(x, x′; t) = b(x, x′; t), ми отримаємо релевантну функцiю розподiлу, що вiд-
повiдає статистицi Гiббса [143].

Тепер, використавши результати пiдроздiлу 1.3 та (4.5), ми можемо запи-
сати нерiвноважний статистичний оператор у наступному виглядi:

ϱ(t) = ϱrel(t) +

∫
dx′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′)a(x′; t′)I(1)n (x′; t′)ϱrel(t)dt
′ (5.7)

+

∫
dx′
∫

dx′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′)b(x′, x′′; t′)I(2)n (x′, x′′; t′)ϱrel(t)dt
′,

де

I(1)n (x; t) = [1 − P (t)]
1

q
ψ−1(t)iLN n̂1(x),

I(2)n (x, x′; t) = [1 − P (t)]
1

q
ψ−1(t)iLN n̂2(x, x

′)

— узагальненi потоки, у яких функцiя ψ(t) рiвна

ψ(t) = 1 − q − 1

q

[∫
dxa∗(x; t)n̂1(x; t) +

∫
dx

∫
dx′b∗(x, x′; t)n̂2(x, x

′; t)

]
.
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За допомогою (5.7), вiдповiдно (4.6), ми отримаємо систему узагальне-
них кiнетичних рiвнянь кiнетичних рiвнянь для параметрiв скороченого опису
f1(x; t) = ⟨n̂1(x)⟩t i f2(x, x′; t) = ⟨n̂2(x, x′)⟩t:

∂

∂t
⟨n̂1(x)⟩t =

∫
dx′Φ11

nn(x, x′; t)a(x′; t) (5.8)

+

∫
dx′
∫

dx′′Φ12
nn(x;x′, x′′; t)b(x′, x′′; t)

+

∫
dx′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)φ11
nn(x, x′; t, t′)a(x′; t′)dt′

+

∫
dx′
∫

dx′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)φ12
nn(x; x′, x′′; t, t′)b(x′, x′′; t′)dt′,

∂

∂t
⟨n̂2(x, x′)⟩t =

∫
dx′′Φ21

nn(x, x′;x′′; t)a(x′′; t) (5.9)

+

∫
dx′′

∫
dx′′′Φ22

nn(x;x′;x′′, x′′′; t)b(x′′, x′′′; t)

+

∫
dx′′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)φ21
nn(x, x′;x′′t, t′)a(x′′; t′)dt′

+

∫
dx′′

∫
dx′′′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)φ22
nn(x;x′;x′′, x′′′; t, t′)b(x′′, x′′′; t′)dt′.

У цих рiвняннях функцiї

Φαβ
PP (x, x′; t) =

∫
dΓN P̂α(x)

1

q
ψ−1iLN P̂β(x′)ϱrel(x

N ; t) (5.10)

описують недисипативну динамiку, а

φαβ
IP IP

(x;x′; t, t′) =

∫
dΓN iLN P̂α(x)T (t, t′)IβP (x′; t′)ϱrel(x

N ; t′) (5.11)

— кiнетичнi ядра переносу, якi описують дисипативнi процеси. Тут ми ввели
позначення P̂α(x) = {n̂1(x), n̂2(x, x

′)}. Нехтуючи двочастинковими кореляцi-
ями при q = 1, узагальнене кiнетичне рiвняння в статистицi Ренi переходить
у кiнетичне рiвняння, отримане в рамках статистики Гiббса [143], у якому
ядра переносу розраховуються за допомогою релевантної функцiї розподiлу

105



ϱrel(t) =
N∏
j=1

[f1(xj; t)/e]. У цьому випадку, нерiвноважний статистичний опера-

тор необхiдно шукати як розв’язок рiвняння Лiувiлля з граничною умовою, що
вiдповiдає гiпотезi Боголюбова про послаблення кореляцiй мiж частинками

∂

∂t
ϱ(xN ; t) + iLNϱ(xN ; t) = −ε

(
ϱ(xN ; t) −

N∏
j=1

f1(xj; t)

e

)
.

У цьому випадку отримуємо кiнетичне рiвняння для ⟨n̂1(x)⟩t у виглядi:

∂

∂t
⟨n̂1(x)⟩t =

∫
dx′Φ11

nn(x, x′; t)a(x′; t) (5.12)

+

∫
dx′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)φ11
nn(x, x′; t, t′)a(x′; t′)dt′,

(5.13)

яке при q = 1 переходить у кiнетичне рiвняння статистики Гiббса [143].

5.2 Розрахунок узагальнених ядер переносу

Для бiльш детального вивчення структури кореляцiйних функцiй (5.10) i ядер
переносу (5.11), розглянемо дiю оператора Лiувiлля на n̂1(x) i n̂2(x, x′). Його
можна записати наступним чином:

iLN n̂1(x) = − ∂

∂r⃗
· 1

m
ˆ⃗
j(r⃗, p⃗) +

∂

∂p⃗
· ˆ⃗
F (r⃗, p⃗), (5.14)

де

ˆ⃗
j(r⃗, p⃗) =

N∑
j=1

p⃗jδ(r⃗ − r⃗j)δ(p⃗− p⃗j) (5.15)

— мiкроскопiчна густина iмпульсу у просторi координат та iмпульсiв, а

ˆ⃗
F (r⃗, p⃗) =

∑
l ̸=j

∂

∂r⃗j
Φ (|r⃗j − r⃗l|) δ(r⃗ − r⃗j)δ(p⃗− p⃗j) (5.16)

— мiкроскопiчна густина сили у просторi координат i iмпульсiв. Подiбно,
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iLN n̂2(x, x
′) = − ∂

∂r⃗
· 1

m
ˆ⃗
j(r⃗, p⃗)n̂1(x

′) − n̂1(x)
∂

∂r⃗ ′ (5.17)

· 1

m
ˆ⃗
j(r⃗ ′, p⃗ ′) +

∂

∂p⃗
· ˆ⃗
F (r⃗, p⃗)n̂1(x

′)

+n̂1(x)
∂

∂p⃗ ′ ·
ˆ⃗
F (r⃗ ′, p⃗ ′).

Приймаючи до уваги спiввiдношення (5.14)–(5.17), для функцiй (5.10) отри-
маємо, зокрема,

Φ11
nn(x, x′; t) =

[
Ωnj(x, x

′; t) · ∂

∂r⃗ ′ − ΩnF (x, x′; t) · ∂

∂p⃗ ′

]
, (5.18)

де

Ωnj(x, x
′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)

1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
j(x′)ϱrel(x

N ; t),

ΩnF (x, x′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)

1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
F (x′)ϱrel(x

N ; t),

— часовi кореляцiйнi функцiї, якi розраховуються з релеватною функцiєю роз-
подiлу ϱrel(xN ; t).

Узагальненi ядра переносу (5.11) можна записати наступним чином:

φ11
nn(x, x′; t, t′) = −

[
∂

∂r⃗
·Djj(x, x

′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′ (5.19)

− ∂

∂p⃗
·DFj(x, x

′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′ −
∂

∂r⃗
·DjF (x, x′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′

+
∂

∂p⃗
·DFF (x, x′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′

]
,

φ12
nn(x, x′, x′′; t, t′) = −

[
∂

∂r⃗
·Djjn(x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′ (5.20)

+
∂

∂r⃗
·Djnj(x, x

′, x′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ −
∂

∂p⃗
·DFjn(x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′

− ∂

∂p⃗
·DFnj(x, x

′, x′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ −
∂

∂r⃗
·DjFn(x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′

− ∂

∂r⃗
·DjnF (x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′ +
∂

∂p⃗
·DFFn(x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′

+
∂

∂p⃗
·DFnF (x, x′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′

]
,
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φ22
nn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) = − ∂

∂r⃗
(5.21)

·
[
Djnjn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ +Djnnj(x, x
′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′′

]
− ∂

∂r⃗ ′

·
[
Dnjjn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ +Dnjnj(x, x
′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′′

]
+
∂

∂p⃗

·
[
DFnjn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ +DFnnj(x, x
′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′′

]
+

∂

∂p⃗ ′

·
[
DnFjn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′ +DnFnj(x, x
′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂r⃗ ′′′

]
+
∂

∂r⃗

·
[
DjnFn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′ +DjnnF (x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′′

]
+

∂

∂r⃗ ′

·
[
DnjFn(x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′ +DnjnF (x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′′

]
− ∂

∂p⃗

·
[
DFnFn(x, x′, x′′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′ +DFnnF (x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′′

]
− ∂

∂p⃗ ′

·
[
DnFFn(x, x′, x′′, x′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′ +DnFnF (x, x′, x′′, x′′′; t, t′) · ∂

∂p⃗ ′′′

]
,

де

Djj(x, x
′; t, t′) =

∫
dΓN

ˆ⃗
j(x)T (t, t′) [1 − P (t′)]

1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
j(x′)ϱrel(x

N ; t′),

DFF (x, x′; t, t′) =

∫
dΓN

ˆ⃗
F (x)T (t, t′) [1 − P (t′)]

1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
F (x′)ϱrel(x

N ; t′)
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— узагальненi коефiцiєнти дифузiї i тертя у просторi координат i iмпульсiв у
рамках статистики Ренi. При цьому, коли q = 1∫

dp⃗

∫
dp⃗ ′Djj(x, x

′; t, t′) = Djj(r⃗, r⃗
′; t, t′),

∫
dp⃗

∫
dp⃗ ′DFF (x, x′; t, t′) = DFF (r⃗, r⃗ ′; t, t′)

вони переходять в узагальненi коефiцiєнти дифузiї i тертя в статистицi Гiббса.
Отриманi кiнетичнi рiвняння мiстять кореляцiйнi функцiї другого, третього i
четвертого порядкiв Ωnj, ΩnF , Ωnnj, ΩnnF , Ωnnjn, ΩnnFn за динамичними змiн-
ними n̂(x), ˆ⃗

j(x), ˆ⃗
F (x):

Ωnnj(x, x
′, x′′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)n̂1(x

′)
1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
j(x′′)ϱrel(x

N ; t),

ΩnnF (x, x′, x′′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)n̂1(x

′)
1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
F (x′′)ϱrel(x

N ; t),

Ωnnjn(x, x′, x′′, x′′′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)n̂1(x

′)
1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
j(x′′)n̂1(x

′′′)ϱrel(x
N ; t),

ΩnnF (x, x′, x′′, x′′′; t) =

∫
dΓN n̂1(x)n̂1(x

′)
1

q
ψ−1(t)

ˆ⃗
F (x′′)n̂1(x

′′′)ϱrel(x
N ; t).

Величини Ωαβ є кореляцiйнi функцiї, що описують недисипативнi процеси.
Узагальненi функцiї пам’ятi Dαβ, Dαβγ и Dαβγδ - це часовi кореляцiйнi

функцiї, побудованi на динамiчних змiнних n̂(x), ˆ⃗
j(x), ˆ⃗

F (x), [1 − P (t)]
ˆ⃗
j(x),

[1−P (t)]
ˆ⃗
F (x), якi описують немарковськi дисипативнi процеси у системi. При

q = 1 вони переходять в функцiї пам’ятi в статистицi Гiббса. Такi функцiї
пам’ятi як Dnjnj и DnFnF мають складну структуру

Dnjnj(x, x
′, x′′, x′′′; t, t′) =

∫
dΓN n̂(x)

ˆ⃗
j(x′)T (t, t′)[1 − P (t′)]

1

q
ψ−1(t)×

×n̂(x′′)
ˆ⃗
j(x′′′)ϱrel(x

N ; t′),
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DnFnF (x, x′, x′′, x′′′; t, t′) =

∫
dΓN n̂(x)

ˆ⃗
F (x′)T (t, t′)[1 − P (t′)]

1

q
ψ−1(t)×

×n̂(x′′)
ˆ⃗
F (x′′′)ϱrel(x

N ; t′),

тим не менше, їх можна апроксимувати, наприклад, наступним способом:

Dnjnj ≈ DnnDjj +DnjDjn, DnFnF ≈ DnnDFF +DnFDFn,

що вiдповiдає iдеологiї теорiї взаємодiючих мод.
Узагальненi кiнетичнi рiвняння (5.8), (5.9) з врахуванням (5.18)—(5.21) ма-

ють структуру типу рiвняння Фоккера-Планка. Вони можуть бути використа-
нi для переходу до рiвнянь узагальненої гiдродинамiки для локально збере-
жуваних величин: густин числа частинок, їх iмпульсу та енергiї (5.2). Дiйсно,
домножаючи систему рiвнянь (5.8), (5.9) на першi моменти неравноважної

одночастинкової функцiї розподiлу f1(r⃗, p⃗; t) — 1, p⃗, p2/2m — i на
1

2
Φ(|r⃗− r⃗ ′|),

отримаємо узагальненi рiвняння гiдродинамiки, у яких коефiцiєнти узагаль-
неної в’язкостi i теплопровiдностi визначаються через ядра переносу з роздi-
леними вкладами вiд кiнетичної i потенцiальної частин енергiї.

У випадку розрiджених газiв у станах близьких до рiвноваги, коли можна
знехтувати нерiвноважними парними кореляцiями, що описуються ⟨n̂2(x, x′)⟩t,
можна вiдтворити результати Богосяна [216].

Актуальним є переформулювання даного пiдходу для математичного мо-
делювання дисипативних процесiв у вiдкритих системах [218–220], дисипацiї
i дифузiї у реакцiях ядерного разпаду та синтезу [220] i квантовiй турбулен-
тностi [120,217]. Для опису дисипативних процесiв у вiдкритих квантових си-
стемах широко застосовується рiвняння Лiндбланда [221–223]. Дане рiвняння
може бути отримано за допомогою q-узагальненого рiвняння Лiувiлля [187],
яке ми розглянемо у наступному пiдроздiлi.

5.3 q-Узагальнене рiвняння Лiувiлля

Цiкаве та важливе q-узагальнення звичайного рiвняння Лiувiлля було запро-
поновано у роботi [187]:
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∂

∂t
ϱ(xN ; t) + iL̃N(t)ϱ(xN ; t) = 0, (5.22)

де iL̃N — q-параметризований оператор Лiувiлля

iL̃N(t) =
iLN

1 + (1 − q)tiLN
, (5.23)

який при q = 1 переходить у оператор Лiувiлля iLN . Коли |1 − q|Ωcht ≪ 1,
де Ωch — характеристична частота розглядуваної фiзичної системи, рiвняння
(5.22) можна записати у виглядi [187]:

∂

∂t
ϱ(xN ; t) +

[
iLN − (1 − q)t(iLN)2

]
ϱ(xN ; t) = 0. (5.24)

Це рiвняння типу Лiндблада [221–223] для НСО ϱ(xN ; t). Рiвняння типу Лiн-
дблада в рамках статистики Ренi було отримано у роботi [166]. Розв’язок q-
параметризованого рiвняння Лiувiлля в рамках метода НСО можна подати
наступним чином:

ϱ(xN ; t) = −ε
∫ t

−∞
eε(t

′−t)T (t, t′)ϱrel(x
N ; t′)dt′ (5.25)

= ϱrel(x
N ; t) −

∫ t

−∞
eε(t

′−t)

[
T (t, t′)

∂

∂t′
−
∫ 1

0

T τ(t, t′)

× iLN

1 + (1 − q)(t′ − t)iLN
T 1−τ(t, t′)dτ

]
ϱrel(x

N ; t′)dt′,

де

T (t, t′) = exp+

{
−
∫ t

t′

iLN

1 + (1 − q)t′′iLN
dt′′
}

(5.26)

— параметризований оператор еволюцiї. У випадку |1 − q|Ωcht ≪ 1 iз (5.25)
отримаємо розв’язок рiвняння типу Лiндблада для ϱ(xN ; t). Цей розв’язок мо-
жна використати для отримання узагальнених рiвнянь переносу для кванто-
вих систем. Зокрема, цiкавим є питання про форму кiнетичних рiвнянь для
одно- та двочастинкових нерiвноважних функцiй у випадку систем, якi опи-
суються НСО (5.25).
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5.4 Висновки до роздiлу 5

Для опису кiнетичних процесiв у газах i рiдинах далеких вiд рiвноваги отри-
манi нерiвноважний статистичний оператор та узагальненi кiнетичнi рiвня-
ння для одно- та двохчастинкової функцiй розподiлу f1(x; t) = ⟨n̂1(x)⟩t i
f2(x, x

′; t) = ⟨n̂2(x, x′)⟩t, використавши метод НСО Зубарєва на основi прин-
ципу максимуму ентропiї Ренi. Розкрито внутрiшню структуру узагальнених
функцiй пам’ятi. Це дало можливiсть показати, що кiнетичнi рiвняння мi-
стять кореляцiйнi функцiї другого i вищих порядкiв Ωnj, ΩnF , Ωnnj, ΩnnF ,
Ωnnjn, ΩnnFn за динамiчними змiнними n̂(x), ˆ⃗

j(x), ˆ⃗
F (x). На вiдмiну вiд Ωαβ,

що описують недисипативнi процеси, дисипативнi процеси в системi опису-
ються функцiями пам’ятi кiнетичних рiвнянь Dαβ, побудованих на змiнних
n̂(x), ˆ⃗

j(x), ˆ⃗
F (x), [1 − P (t)]

ˆ⃗
j(x) i [1 − P (t)]

ˆ⃗
F (x).

Розглянули q-узагальнення рiвняння Лiувiлля i отримали його загальний
розв’язок методом НСО. У випадку |1 − q|Ωcht ≪ 1 це дає можливiсть отри-
мати розв’язок рiвняння типу Лiндблада для ϱ(xN ; t).

Одним iз важливих питань є отримання q-узагальнених рiвнянь гiдродина-
мiки на основi рiвнянь (5.8) и (5.9) i їх застосування до опису процесiв турбу-
лентностi i динамiки фазових переходiв у рiдинах i густих газах. Актуальним
також є переформулювання даного пiдходу для математичного моделювання
квантовых систем (зокрема, квантової турбулентностi [120,217]).
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ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вирiшено актуальне наукове завдання - розроблення та
дослiдження нових математичних моделей "аномальних"дифузiйних процесiв
у просторово-неоднорiдних конденсованих системах (включаючи мультиша-
ровi наноструктури) для яких суттєва просторово-часова фрактальнiсть. При
цьому отримано такi науковi та практичнi результати:

1. Iз застосуванням математичного апарату фрактального числення
виведено узагальнене (немарковське) рiвняння дифузiї у дробових похiдних на
основi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропонованого Тарасовим в
методi НСО. При q = 1 узагальнене рiвняння електродифузiї в статистицi
Ренi переходить в узагальнене рiвняння електродифузiї статистики Гiббса у
дробових похiдних. У випадку нехтування ефектами пам’ятi та просторовою
неоднорiднiстю i коли параметр Ренi q = 1 , отримуємо вiдомi рiвняння дифузiї
у дробових похiдних iз сталими коефiцiєнтами дифузiї.

2. Вперше отримано узагальненi рiвняння електродифузiї типу Кет-
тано для систем з просторово-часовою фрактальнiстю, якi при q = 1, α = 1

переходять у вiдомi рiвняння дифузiї.
3. Проведено математичне моделювання субдифузiйного iмпедансу

та отримано якiсне погодження iз експериментальними дослiдженнями для
мультишарових наноструктур. Чисельне моделювання субдифузiйного iмпе-
дансу на основi запропонованої математичної моделi дало можливiсть проана-
лiзувати нелiнiйну природу явищ в мультишарових наноструктурах на основi
частотної залежностi дiйсної та уявної частин її узагальненого опору.

4. Для математичного моделювання дифузiйних процесiв вперше
отримано рiвняння q- дифузiї для однокомпонентної системи взаємодiючих
частинок в методi НСО. Проведено числовий розрахунок просторово-часової
залежностi функцiї розсiювання та коефiцiєнта q- дифузiї при вiдповiдних
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значеннях параметра q Ренi для модельної системи. Встановлено режими суб,
супер та нормальної дифузiї. Показано, що часова поведiнка коефiцiєнта q-
дифузiї має вiд’ємну дiлянку залежностi, яка спостерiгається на експериментi.

5. Вперше побудовано математичну модель для опису нелiнiйних
кiнетичних процесiв переносу на основi узагальнених кiнетичних рiвнянь для
нерiвноважних одночастинкової та двочастинкової функцiй розподiлу части-
нок для класичних систем далеких вiд рiвноваги, отриманих методом НСО
Зубарєва у статистицi на основi ентропiї Ренi. Показано, що у структуру рiв-
нянь входять узагальненi коефiцiєнти дифузiї i тертя частинок у просторi ко-
ординат та iмпульсiв, що характерно для систем далеких вiд рiвноваги.
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