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Work is devoted to research of stress concentration in the space containing a 
multiply connected crack with circular contours.  In the general case of connectivity 
crack area are divided the boundary integral equations for this problem to 
independent equations. The regular analogue of the received integrated equations is 
constructed and the numerical method of its decision is offered. Formulas for definition 
of stress intensity factors on external and internal contours of a crack are deduced. 
This numerical method is realized by the example of a doubly-connected eccentric 
annular crack which surfaces are under shear loading. 
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S m m m m m

I y d S y S
y aε

η
η η η

= ∈
− − −

∫∫ . 

9�
���
��	��
���
�����	���������������������	�
���
�	���
��	�
�� 

( ) 2
m mI y π= . 

+���������
�����	�
�� �
����������
�

����������"�������
�����
������
������	������


�� ��
����� ��	����� mS ��>��� �
�
��� ��$�� ����	������ ��� ��	������ ����	�

�� �����

�
�����	���� ������
�� ������ 
���� ���

�� ��� ��������"� ����
�� 1 sin cosm maη ω ψ= , 

2 sin sinm maη ω ψ= , [ ]0, 2ω π∈ ���� [ ]0,2ψ π∈ ��4
�����	�����������

�����$������
������������ 

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2
0 01 2

, , ,
sin

,
n

n n
n

nS n n

g y g y
d S a d d

yy a

π π

ξ

ξ ω ψ
ω ω ψ

ξ ω ψξ ξ ξ
=

−− − −
∫∫ ∫ ∫ . 

3��
�

�� ����� ��������$��� ��	������������ ��	�������� -
���

�� �
����� ( )0
j myΦ �
��

���
�����	����� mS � ����
"$��� �
���

��������
����	��
����%�� �
�����	""������ �
�����

������
����	�����������������������������������������

��������������	�
��
�����
�
��

���
��
���
���
�� �
����� ( )jm myβ ������	�����	����� mS . 

����	�! %$!!-���� 
+	�� ����	�

�� '4�� 
�� ���
��
����� ��
����� ���%
� ���������� ��������� �����

��	��
��'4������ �
�����������������%
�	�
� 
3

1 0
0

( )
( ) 2 lim

1 2r

xG
k x

r

απ π
ν →

= −
−

, 

1 0 2 0
2 0

0

( ) cos ( )sin
( ) 2 lim

1 2r

x xG
k x

r

α ψ α ψπ π
ν →

+
= −

−
,             (16) 

1 0 2 0
3 0

0

( )sin ( )cos
( ) 2 lim

2r

x x
k x G

r

α ψ α ψπ π
→

−
= − , 

��� r  –� ������
�� ����� x � ��� ��
����� ���%
�� !������"�� ��������� arctg x x≈ � ���

0r → ���	����������
�����������
���������	���������
��	��
���
�����	���������$��� 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2 22
1 1 2 2

1 0 2 2
1 0 1 1 0 2 2

2 2 22 2 2
1 2 31 2

32 2 2 2

0 1 0 2 0 1 0 2

22
1 1

1
( ) 2

1 cos sin

cos sin cos sin

n

N
n n n n

n
n S n n n n

S S

n n

a d dG
k x a d S

a a d a d

a Na
d S N x d S

a a a a

a d

ε ε

η

ξ ξ

η η
π

νπ π ψ η ψ η

ξ ξ ξξ ξ

ψ ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξ

η η

=

∗
∗

 − + − += − −− − − + − −
 − −− − − + +

− + − − + −

− + −
+

∑∫∫

∫∫ ∫∫

( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 3

2 22 2 2
1 1 2 0 1 1 0 2 2

,
cos sinn

N
n n n n

n
n S n n n n n n n

d
d S

a a d a d
η

β η

η η ψ η ψ η=

+ 
 − − − − + − −   

∑∫∫
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

2 22
1 1 2 2

2 0 2 2
1 0 1 1 0 2 2

2 2 2
1 2

1 0 0 2 0 02 2

0 1 0 2

2 2 2
1 2 1 0 2 0

2

0 1

1
( ) 2

1 cos sin

cos sin
cos sin

cos sin

cos si

n

N
n n n n

n
n S n n n n

S

a r rG
k x a d S

a a d a d

a
d S x x

a a

a

a a

ε

η

ξ

η η
π

νπ π ψ η ψ η

ξ ξ
ψ ψ

ψ ξ ψ ξ

ξ ξ ξ ψ ξ ψ

ψ ξ

=

 − − − −= − −− − − + − −
− − − Φ +Φ +

− + − 

− − Φ +Φ
+

− +

∑∫∫

∫∫

( )2

0 2nS

d S
ε

ξ
ψ ξ

+
−∫∫

                    (17) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 22
1 1 2 2 1 0 2 0

2 22 2 2
1

1 2 0 1 1 0 2 2

cos sin
,

cos sinn

N
n n n n n n n n

n
n S n n n n n n n

a r r
d S

a a d a d
η

η η β η ψ β η ψ

η η ψ η ψ η=

− − − − + +  − − − − + − −   
∑∫∫  

( ) ( )
( ) ( )

2 22
1 1 2 2

3 0 2 2
1 0 1 1 0 2 2

1
( ) 2

1 cos sin
n

N
n n n n

n
n S n n n n

a d dG
k x a d S

a a d a d
η

η η
π

νπ π ψ η ψ η=

 − + − += − −− − − + − −
∑∫∫  

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2 2
1 2

1 0 0 2 0 02 2

0 1 0 2

sin cos
cos sinS

a
d S x x

a aε

ξ

ξ ξ
ψ ψ

ψ ξ ψ ξ

− − − Φ −Φ +
− + − 

∫∫  

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2
1 2 1 0 2 0

2 2

0 1 0 2

sin cos

cos sinS

a
d S

a aε

ξ

ξ ξ ξ ψ ξ ψ

ψ ξ ψ ξ

− − Φ −Φ
+ +

− + −∫∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 22
1 1 2 2 1 0 2 0

2 22 2 2
1

1 2 0 1 1 0 2 2

sin cos
,

cos sinn

N
n n n n n n n n

n
n S n n n n n n n

a d d
d S

a a d a d
η

η η β η ψ β η ψ

η η ψ η ψ η=

− + − + − +  − − − − + − −   
∑∫∫  

��� 0x  –����������
��
�������
�������	����� S ; 0ψ  –�������������
������$�����������������
������������
����������� 

����	��� ��� ���$
�� �
��
��
����� 
������
�� �� ������� �
�����
��� ��
������

���%
��+	���������������$��� ����	���	��
�����'4������
������
���	�
� 
( ) ( ) ( )1 0 33

0
lim 2
n

n
n n n

r
k y r yπ σ

→
= , 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 13 0 23 0
0

lim 2 cos sin
n

n
n n n n n n

r
k y r y yπ σ ϕ σ ϕ

→
= + ,                            (18) 

( ) ( ) ( ) ( )( )3 0 13 0 23 0
0

lim 2 sin cos
n

n
n n n n n n

r
k y r y yπ σ ϕ σ ϕ

→
= − , 

��� nr  –� ������
�� ���� ����� n ny S∈ � ��� ��
����� ��	����� nS ; 0nϕ  –� ������� �����
���� �����

��
����� 0ny ���	���	�
���������������
������������!������"����������	�

�������
�
��

��
�����
������
������	���������
���������
���	�� 

( ) ( )
*

33 ,
1

j
n y n n

S

G
y d S y S

y
η

α η
σ

ν η

−

= ∆ ∈
− −∫∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* *

3 1 2
3 , 2 1

1
1

jj
j n y

n j n n n nS S

d SG
y d S

y y y y y
η

η

α η
σ ν α η α η

ν η η

−
− −

−

  ∂ ∂ ∂= ∆ + − −  − − ∂ ∂ ∂ −   
∫∫ ∫∫ , 

��� 1,2n ny S j∈ = ; ( ) ( ) , 1,3,

0, ,
j

j

n

x x S j
x

x S

α
α−

 ∈ == 
∈

 

�������������������
�����������������������$��� 

( ) ( ) ( )1 0 3 01
n

n n n
n

G
k y y

a

π β
ν

=
−

, 
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( ) ( ) ( ) ( )2 0 1 0 0 2 0 0cos sin
1

n
n n n n n n n

n

G
k y y y

a

π β ϕ β ϕ
ν

= +  −
,                        (19) 

( ) ( ) ( ) ( )3 0 1 0 0 2 0 0sin cosn
n n n n n n n

n

k y G y y
a

π β ϕ β ϕ= −   . 

-���������������

�����%
����������
������
����������<�����
����	�
��  
( )( )2 2 2

1 2 31 k k k Cν− + + = .              (20) 

-���������%��������	�
�� �
���

�������
�����'4�� ���������
�
�����������
�����

���
�
������������ 
���
����

�� ��	�� �� ���%
�"�� ��� ������ ���
�$����� �����

��

���%
� 
����	,���)�*$���&# #	 
3���	�
���� ���%
�� �� ��	���� �����
���
����

��	����� ���� ��������$� �� ��	�� ������
�� ����
��

���	��� 
�����	�
�� ������� ���� 1O x � ����� ����

( )*
1N x const= , ( )*

2 0N x = , ( )*
3 0N x = �� ������ �����
���

��
����������������������������������
������
��

( );0;0d− �� !��
���

�� ��������� �
�����
����� ���

���
��
�������
���������%
�����
�� 1 0,5a a = .  
��� ���� � ������
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����� ���
�
�������-

��� 
���
����
�� ��	��� ��� ������ ���
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����� ��� �
�����
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��
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��

�	�� ����� ��
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

2 2

2 0 3 0

2 2
2 3

max 1

max 1

k k
P

k k

ψ

ϕ

ν ψ ψ

ν ϕ ϕ

∗ ∗

∗

    − +     =
 − + 

,                                (21) 

��� ( )2 0k ψ∗ � �� ( )3 0k ψ∗  –���� ���$
�� �
��
��
�����
������
��������������%
��������� a ��%��

��������$�������$"�������
������
�����	��� 

( ) 0
2 0 1 0

4
cos

2

a
k Nψ ψ

ν π
∗ =

−
;  ( ) ( ) 0

3 1 0

4 1
sin

2

a
k N

ν
φ ψ

ν π
∗ −

= −
−
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