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The necessary and sufficient condition in order that the regular inside solution of
the equation

achieves of generalized boundary values from D'(S) on the boundary S is established.

�$��'�( � (� !)�'(,� "&� ' -"&"(6� ,� �,� " 2 	� 7 !� ��2,*+�($�� �� -���'$(�

 !*&-"�� ��⊂Ω  � %��+% �����(+((+





∈=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�

�

�

�

�

� αα

α

α

α

α

α

(&!,�&��(&���.��S�,%&2&*0(�($)�2�&($8($)�%(&8�(0��%�D'(S).

���	!� Ω � �� ���	�
�� �� �� ��������	� �	�������� 
��������� S ��	��� ∞� , ���γ � �� ���

����� ���������	������
��������S���
��#��&.
"��Ω ����������������������

.                        (1)

&�










≤′

>
=

+

−

�����	

���
���

���

���	

��

��
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

α

α
α

θ

α

α

α

��������������
���	������
��	#�������
������������
�����	�	������������#��������������

��� α ����	��	�����#���� ��� �θ  – �������	�����#���%����	!�	�

"� [1]� ����� 
��	����� )�� ����	���
	����!� ���������� ��	� ( )��
�����������

−αω ����� .

&	��������������������������1���	����#�!�����
���������
	�����������������1���	�

( )∑ ∑
= =

− =∗=
∂
∂≡

3

1

3

1
)22(2

2

,0)(
)(

)(
i i

xxh

i
iii

xuf
x

xu
xLu αα

α





∈ 1;

2

1α

),0;0;1(1 =h ),0;1;0(2 =h ),1;0;0(3 =h

( ) ( )∫∫ −=−
Ω S

dSuBuBdxL̂uLu ϕϕϕϕ αα





∈=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�

�

�

�

�

� αα

α

α

α

α

α

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



117

��

���	!� ( ) ( )� �
�

�
���� ����
������
�

�

����

�
����	
���
�����������

=
′==⊂ ξξξξξ ������
�	��

�������������	
���� �������� ��� �=− �����������

���&� ��� � ,��� ���������� ∈
 N�� ����#�!� ( )���
∞∈ϕ � �����
�� 
	��� ( )����

∞∈ϕ

�� += 
�� ����������	��������������������#�!���	�����#��� ( ) ( ) Ωεξξξξξξϕ ������ ������ ��)�

( ) ( )����

�

�

� ξξξϕξξϕξ ��� �
�

�

�
� =










′∑

+

=
.

� ��'�((+��"������������	����������	������������:

 )x,x(g&;&;& 21332211 −=ξ=ξ=ξ .

&����

����������
���

�
��

�
=⋅−= ξξξ

����
� �� ξ=

����� �� ξ=

���������������������������� ������������ ξξξξξξξξξξ ′==+=                                       (2)

����������������
����������� ���

����

� =⋅−⋅+⋅−= ξξξξξξξξξξξ

( )( ) ( ) ( )

( )∫

∫
∞

−
−

∞
−

−

′∗=+−⋅
−

=

=−⋅
−

=∗

�

��������

��

�

���

��

��

�
��

�

��

�

��������������	������
���

����������
�

�����

���

�
�

ξξξξξ
α

α

α
α

α
α

                (3)

2�	�������

∫

∫
∞

−
−

∞
−

−

+′∗=−+
−

=−
−

=∗

�

����������

��

�

���

��

��

�

�

��

�

��

�

��������	����������������
���

������������
���

����	

���

���

ξξξξξξξ
α

α

α
α

α
α

(4)

"�	���������
	����	����	���	
� ���������������	�����������










( ) ( )∑
=

− ∗=
3

1
)22( ),()(

i
ixh xfxB

ii
γϕϕ αα

( ) ( )∑
=

− ∗=
3

1
)22( ).(ˆ)(ˆ

i
ixh xfxB

ii
γϕϕ αα

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



118

( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )����	�������	

���	����	����	

��������������	��

�

���

�

���

�

����

�

���

��������

��

��������

∑∑

∑

∑

=
−

=
−

=
−−

=
−

′∗+









′+∗

∂
∂−

−









′∗+′∗

∂
∂=′∗−+

+′−+−∗=

�

�

���

�

�

���

�

�

�

����

�

���

�

�

��

�

�

�

�

��

�

��

�

���

����

ξξξξ
ξ

ξξξξ
ξ

ξξα

ξξ

ξξαξξξξα

αξαξξ

ξξξξξξξξξξξα

     (5)

���	!�� ∑
+

=
′⋅=′

�

�

��

�

�

�
�

�������� ξϕξξξ �
�������	����	�
���
� �
����

( )( )∑ ∑
+

= =
ξα−

− +ξ′ϕ∗⋅ξ⋅−
1

2

2

1

2
22

2
31

r

j i
jh)(

j )(gf)j(j
ii

+ ( )( )( )( )∑
+

=

−
α− −ξ′+ξϕξ′+ξ∗⋅−

1

2
3

2
3221

r

j
j

j
)( )(g)(gf)j(j

( )( )( )∑ ∑
+

= =
ξξξα−

− +ξ ′ϕ+ϕ∗⋅ξ−
ξ

1

1

2

1
22

1
3 2

r

j i
jjh)(

j
iiiii

ggfj

+ ( )∑ ∑
+

= =
ξξα− =ξ′ϕ∗⋅ξ

1

0

2

1
223

r

j i
jh)(

j )(f
iii

( )( ) ( ) ( )∑∑∑
−

=
+

−

=
+−

−

=
−′⋅′+⋅

+−
++′∗⋅+=

�

�

�

�

�

�

�

�

����

�

�
��

��
�

�

�
�

�

����
�

�

�

�����
����

��
���	

��

����
��

ξϕξξ
α

ξϕξ α
ξα

( )( ) +′+∗⋅⋅+− ∑∑
=

++−
=

�

�

����

�

�
��

�

�������

�

�

�
����	���

�����
ξϕϕξ ξξξα ξ

( )∑∑
=

−

+

=
′∗⋅+

�

�

��

�

�

�

�

����

�

�

�
��	

���
ξϕξ

ξξα .

.�������
��	
�����	�����	��
�
������ �ξ ���	��	������)��

( ) ( )

( ) 










′
++

′
+′=′+

+
′
⋅−+′=′+ +

−−

�

�
��

���
���

���
������

��

���
������

ξ
ξ

ξ
ξξξξ

ξ
ξ

ξαξξξ α
αα

��
�

�

���

���

�

�

�

"�������
���	������

( ) ( )∑
=

− ′∗=′
�

�

�

���

�

��� ����	���
��
ξϕξϕ ξα     ( ) ( )( )∑

=
− ′+∗=′

�

�

��� �

�

��� �����	���
�����
ξϕϕξϕ ξξξξα

( ) ( )∑
=

− ∗=′
�

�

���

�

��� ���	���
���
ξϕξϕ

ξξα

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



119

&�������������

( )∑∑
−

=
+

+

=
+′⋅⋅+=












′⋅

�

�

���

�

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

���
��

����
��� ξϕξξϕξ

( )∑
−

=
++

+
− −′⋅












+

′
++

′
+

′
+′⋅

+−
++

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�����
�

��

�
�

�

��

�
�� ���
���

�
���

���

�

���

�
���

����

���� ξϕξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ
ξξ

α
α

(6)

( ) ( ) ����������
�

�

�

�

�
�

�
�∑ ∑

=

+

=
+ ′+′+−

�

�

�

�����
� ξϕξξϕξ

�������� =�� � ������
	�
��

"��
	�
�������*��������#�*�
������� �

�

�

�

�

�

−������� ξξξ ���������

( ) ( ) ( ) ������������
����

����
��� �

�

�

�
�

��

�
�

�����

�

�

�

�� =′+′−′⋅′
+−

++′ +

−

=

−∑ ξϕξϕξϕξ
α

ξϕ α

��

�ξ  ( ) ( ) ( ) �������������
����

����
��� �

�

�

�
��

��

�
�

�����

�

�

�

��

�� =′+′−′⋅′
+−

++′ +

−

=

−−∑ ξϕξϕξϕξ
α

ξϕ α

......

�

�

−�ξ :
( ) ( )

( ) ����

���
������
����

����
����
�


�

��

�

��

�
��

�

�

��

�
�

��

��

�

�

�

��

��

=′+

+′−′⋅′
+−

++′+

−

+

−

−=
−

+−−
+ ∑

ξϕ

ξϕξϕξ
α

ξϕ α

3�����
��	���
���	��������������"���
��	�II-������������
�������������	������	��	*
��
�������!����������

(7)

���������!����	�������
	�������	
���������

��������
���

�
����������������
� �

��
�

���
� ξϕξξξϕ

ξ
ξϕξξϕξϕξ ⋅=





+′

′
+′+′+′+ +++ �

�

��������� �

��� ��ξϕ ����������������������#�!���	����������	�����#����)��!�
���	�����������
��

4�����D(S) 
���	�����
���
�����!������������������������#�!����������#�!�ϕ ��	�S

�
���
��� ��������� ����#�!	�� 4����� D'(S) 
���	����� 
���
��� ����!���� ��
��������
����#���	�����	�D(S	��
���
�����	�	������������#�!	��$�����
	
�������	�	������������#���F

�	�������������#���ϕ��������
���	�	
�� ���ϕ
���[1]�����������	�����	�	��������	�	���,����������������������	.

���	!�� ��
��� ′∈�   ��	!
��
	��� ( )������ Ω′∈ �)�

:0
3ξ











∂
∂

∂
∂= −− 1010 ,...,,,... j

i
j

i

j

jjj ϕ
ξ

ϕ
ξ

ϕϕϕϕ ,1,2 += rj .2,1=i







Ω∉

Ω∈
=

.,0

;),(
)(~

x

xxu
xu

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



120

���	��������*����������

,FB̂FLu 12 ∗+−= α                                                        (8)

��� �� ����������	���	�	�����	�����#������ �
��′ .�" [1] 
��	�	�����������	!
�����#�!�����
	

�

��������� �����	���� �� *����
�� ���������� ��������� ��	�� ���!� ����	� 
��	
�� �� ��������

( )�� �������� −∗∗= αω .

5���	� �	�	��� ,������� �������	
�� �� �� ���� ��������	����� ��	!
�� ���������!

����������u(x) �����������	������	�
��Ω ��)���	��������*�������

�
�����
����

�

∈∀=∫→
ϕϕϕ

ε
ε �

.

�	�	���� ��)�� ����#��� ���� � �	� ����� S� ���	�
�� Ω � �	��������*� #�� ������� 
�

��	�	
�������)��u(x) �	���	*��	�S��	�	������	�	����������	���������	�����
�� .

���	!�   ��	��� � 
������� - −∞ )x(r,CS ����
	�������
������������S ���	�
� Ω .

�� ���&����,���
�����)������������!���������������	�
��Ω ��������������������Lu(x) =
0 �	���	����	�S ��	�	����������	���������	����������������������
�� )���������������k ���

(9)

� ��'�((+������������
���"�	���������)�� ( )�� −= αω ����� ���[1],

ε
α ω ���
�� �� ≤∗ ,   ∑

<
=

	�

�
� �	���    ∑

<
=




	��

β
β

β
� , –� ��� ��	�	������� ����#��� �

��������!����	�
��Ω  [2]����� β	�	� �������	!�������#�����#�����

( )∫ ∑ ∫ −−+−′≤ ε−

≤ ΩS

m

dm

k
m dxdSyxxx)x(r)y(f� 10

∫ ∑ ∫ ≤−′′− −−α

≤ ΩS

*p

dp

k
p CdxdSyx)x(r)y(fC

32
.

+��� �� −>−> �!��! α ����� *C,C,C ′′′ ��������������
	�
��

,��
	
���
���5	*��� ������ ���	� ���� ��	�	������������#��� u(x)��$���������� Ω⊂�� � �

���	����� ���
�����������	
�
���ξ � ����!� ��
��	
���� �������!� 
��#��
�������� S �� ������ �ξ ,

�
�����	�����	�����	�������
��������S���#�!�
��#�����#�!��	�
���� �� Ω
∞

=��
�� ����	�
�� Ω


�����*���
	�	�������
�������� ε
 ����
��������S��(��	�
���)�����
	 ��	�	�����S� �� ε
 ,


���	����������� εΩ ��(���������)�

(10)

$��������������#�� ∑
+

=
+⋅′=

�

�

�

�

�

�
� ������ εξξϕξΦε . '	����������	*���

.)()( ∞<∫
Ω

dxxuxr k

βffm,

∫ ∫
Ω Ξ

−− ≤⋅−⋅ dxxCxrdxCxr
lkk 32

21 )()(
α

∫∫
ΩΩ

∞<= dxudxxuxr kk )()()( 3 ξξ

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



121

( ) ������� � ξϕεξξΦε ⋅+= � .

'	�
���*���II������������1���	����u(x)��� ��ξΦε ��� εΩΩ "

( )∫ =⋅−⋅
εΩΩ

εξ ξξΦξξΦξ
�

�������������

�

 ( ) ( )dSB̂uuBdSB̂uuB
S S
∫ ∫
ε

εαεαεαεα Φ⋅−Φ⋅+Φ⋅−Φ⋅=
1

.

"�	��������� )�� Lu(x) = 0�� 
���������� ���ϕ � �	 �
  
	��� )��� ���ϕ  =�� �	� �
 ,

��	�����������	�
	�
���)�� �� =+εξ  ε
 ���
���	*���

( ) ( )∫ ∫ ∫∑ ∑ −−=











+∗⋅−⋅

=

+

=
−

ε ε ε

ξξϕεξξξγϕεξϕ
ΩΩξ

αα
� �

�

�

�

�

�

�

�
�

��� �������
��	��
��

�

� �

�

�

�

�

����
.

(��������

( ) =











+∗∫∑ ∑

=

+

=
− �
��	

�

�

�

�

�

�
�

���

�

�

ε

ξγϕεξ
ξ

α

�

�

�

�

���

( ) ( )∫ ∑ ∑
ε

ξ 











ξ′ξ′ϕ+ξγϕ∗=

=

+

=
+α−α−

S i

r

j
)j(jih)( dS)(gf)()j(j')(f

ii

2

1

1

0
22022 ,


������	� �� �� ≡ϕ ,   �� ≠ϕ �������	���
���	*���

( ) ( ) ξϕεξξϕ
ε εΩΩ

α �����	�����

�

�

�

�

�

����∫ ∑ ∫
+

=
+− +=′+⋅

�

�

���� .                           (11)

(�������� �	� ������ �� ��ϕ   j = 2, …,r+�� �� ������������ �������#�!���������#����)�

���	�	�
���������� � � � � � � � � � � � � � ���������������������#�!���	� ���������	�����#���� 
��
��

�→ε  ����*

( ) ∫∫ ∑ =′+⋅
+

=
+−

→
Ω

α
ε

ϕξϕ
ε

������
���	�������� �

�

�

�

����

�

�

��
�

�

�������������� ��
���� �� ∈′ξϕ
"���	�	*�������#���	��!' �	�D(S):

∫
ε

ϕ=′ϕ
→ε

S

dSuAlimT, 1
0

1 ,

���(�����
����!��������#�	����!��
��	
����	�S,

( ) ( )∑
+

=
+α− ξ′ξ′ϕ=ξ′ϕ

1

1
221

r

j
)j(j .)(gf)(!j)(A

/�� ���	���
���	*��)������	����!�����#���	��!' *�����!��!�
	���
�������!��	�D(S)��	
�
���*���	�	������������#�*�����D'(S).

5���	�
��	�	
���)������*������������
������������#�	���������������� ϕϕ =�#  �	 S.

&������������������� �
��∈ϕ  ����*

,1ϕ )(ξϕ

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



122

∫ ′=
→

ε

ϕϕ
ε

�

$��
����
�

.

"���	�����
������������������
��!'. /�����	���
���	*

( ) ξξϕξεξξξϕξ
εε ΩΩ

α �������
���	���������

�

�

�

�

�

���� ⋅⋅−≤′′+⋅ ∫∫ ∑
+

=
+− �

�

�

��� .              (12)

'� ����� �� �������� )�� ��ξϕ � ������������ �������#�!���	� ����#��� �� �������	�� ��	

���	�	*
���������� ��ξϕ ′
� �
	����
����������r�
����
��������
��
���

∑∫
+≤

′





∂
∂≤⋅⋅−

�

���

�





�

�
���%�������� ξϕ

ξ
ξξϕξεξ

ξ
ΩΩ ε

,

�����������	�����
	�
	��&���

∑
+≤

′





∂
∂≤

�

�

�





���%�����%� ξϕ
ξ

ξϕ
ξξ

.                                        (13)

"�	���	� ����
	������	���
���	*���

.        (14)

'����	�
	����	��������	�	������������#���
�������≤ α����
���	*� �+≤ �α .

��������
��)�
�'�	��*�������%

��+���,
�
+����������%��
�����������
�����&���&����&

�����
���
�����
����			��
���-���������

�����.�����'�/��$
���
��+������
�
��,�����
��

���"�
�)������
���$����	���������
����
���������

��������
���
��+��������,����$����	���

������
���

� �!� �-0�$����9�	��-&'�&�	���
4������#���!�����	���!���������
�
�����6�0��������	

���3������	:����
��	���3	
��
��;�

��������
�	�

�
	�������
	�

�3��
�������

�����
���)����0�1���*�
�"
�����������

A classification of normalized distribution of hyperplane elements in the half-
quaternion space is suggested.
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