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Отже, збіжність методу (26)–(32) розв’язання задачі (1)–(3) звелась до збіжності мо-
дифікованого проекційно-ітеративного методу (41),(42) для розв’язання системи інтеграль-
них рівнянь (16), умови збіжності якого відомі [3]. 
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ДО ОБҐРУНТУВАННЯ НАБЛИЖЕНИХ МЕТОДІВ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
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Theorems about the convergence of approximate methods of solution of initial 
values problem for quasilinear conservation lows with continuos data have been 
proved. 

Встановлено теореми про збіжність наближених методів розв’язування 
задачі Коші для квазілінійних законів збереження із неперервними даними. 
 
1. Формулювання задачі, вихідні поняття 

У теорії узагальнених розв’язків задачі Коші для квазілінійних рівнянь першого 
порядку 
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i
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xu ϕ      (1) 

1
000 ],0[:),(),()(),( RRTxtuRLxuxuu n

T
n

t →×=Π∈= ∞=         (2) 

основними є питання розв’язності і обґрунтування наближених методів побудови 
узагальнених розв’язків. У роботі С. Кружкова [4] було доведено існування та єдиність 
розв’язку задачі (1), (2) з 1Ci ∈ϕ  у сенсі наступного означення. 
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Означення 1. Обмежена вимірна функція ),( xtu  називається узагальненим розв’яз-
ком задачі (1), (2), якщо: 

1) 0),(),(),(, 0
1 ≥Π∈∀∈∀ ∞ xtfCxtfRk T  виконується нерівність  
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ϕϕ . 

2) ξξξ \],0[:0],,0[ ttmesT ∈∀=⊂∃  функція ),( xtu  визначена майже скрізь в nR  і  
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ξ
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Задача обґрунтування наближених методів розв’язування задачі (1), (2) була постав-

лена і розв’язана в роботах [1], [5], де у випадку 1Ci ∈ϕ  сформульовані умови, які виді-
ляють стійкі наближені методи. Також виведено оцінки швидкості збіжності наближених 
розв’язків до точного. 

В цій роботі розглядаються основні відомі наближені методи розв’язування задачі (1), 
(2) з неперервними функціями  із встановленням відповідних оцінок швидкості збіжності. 

1. Ентропійні розв’язки 

Реалізуємо відомий підхід до введення наближених розв’язків у деякому нормованому 

просторі В, використовуючи поняття ентропійної пари ),( FU . Нехай 1Ci ∈ϕ  

,)(,)(),,...,( 11
1 CuUCuFFFF in ∈∈=  )(uU –опукла донизу і крім того, 

)()()( uFuuU ii ′=′′ ϕ  

Означення 2. Обмежена вимірна функція ),( xtu  називається узагальненим розв’язком 

задачі (1), (2), якщо: 
1) для будь-якої ентропійної пари ),( FU  виконується нерівність 
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    (3) 

і виконується умова 2) означення 1. 

Означення 3. Функція Bxtu ∈ε ),(  називається наближеним розв’язком задачі (1), 

(2), якщо для будь-якої ентропійної пари виконується нерівність 

( )∫∫ ∑
Π =

+≤+−
T

i pfBctcx

n

i
xit ufcfcdxdtfuFfuU

)(sup21
1

})()({ εε                   (4) 

Враховуючи достатність запасу опуклих функцій kuuUk −=)(  і можливість їхніми 

лінійними комбінаціями наблизити в С будь-яку опуклу донизу функцію 1C , встановлюємо 
таку теорему. 

Теорема 1. З виконання для 
εu  нерівності (3) з функціями kuuUk −=)( , 

))()()(()( kukusignuF iii ϕϕ −−=  випливає, що εu –наближений розв’язок задачі (1), (2). 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 
 
 

149 

Означення 4. Наближений метод розв’язування задачі (1), (2) називається стійким, 
якщо існують функції ( ) ( ) 0,0 →> σµσµ  при 0→σ  і ( ) ( ) 0,,0, 2121 →> σσνσσν  при 

02
2

2
1 →+σσ  такі, що для модулів неперервності ( )ελ utkx ,,  (в 1L  по x ) і ),,( ελ utkt  (в 1L  по 

t ) виконуються рівномірні оцінки 
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В [1], [5] показано, що у випадку ),(,,...,1, 11 RBVBniC xi ==∈ϕ  
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де 
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γ
γδ , а у випадку 02 =c , )

2

1
,min(γδ = . 

2. Метод в’язкості 
В TΠ  розглянемо задачу Коші для рівняння 
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з початковою умовою (2), )()( 1
10 RLxu ∈ . 

Означення 5. Обмежена вимірна функція ),( xtuε  в TΠ  називається узагальненим 

розв’язком задачі (8), (1), якщо 0),(),(),( ,0 =Π∈∀ ∞ xfCxtf x ττ . 
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Теорема 2. Узагальнений розв’язок задачі (5), (1) існує, причому 

2,1],1,0( =∈∀ iiε  ],0( τ∈∀t  
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Доведення: нехай )(uh
iϕ  – середні функції для )(uiϕ , а ε

hu  – розв’язок задачі (5), (2) з 
h
ii ϕϕ ≡ , huu 00 ≡ . З гладкості даних задачі випливає існування класичного розв’язку і 

виконання рівномірної по h оцінки ([2]) 
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тому виділяємо послідовність { }∞
1

ε
mhu  при ∞→m  рівномірно збіжну на будь-якому компакті 

в TΠ  до 
εu  – розв’язку задачі (5), (2) у сенсі означення 5. 

Зауважимо ([1]), що в оцінці (4) 02 =c , а 1c  не залежить від )((sup u
u

h
i

u
ϕ

∂
∂

, отже, і від h. 

Застосовуючи техніку граничного переходу, виводимо оцінку (9). 

3. Метод згладжування 

В методі згладжування ([1]) для задачі (1), при n=1, (2) з 2
1 C∈ϕ  наближений розв’язок 
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смузі ττ ktk ≤<− )1(  з початковим даним ),)1(( xku k τ−  – середньою функцією від 

),)1((1 xku k τ−− . 

Нехай тепер )(1 uϕ  неперервна з модулем неперервності )(σρ  і k
iϕ  – середня функція 

для δϕ1 , а ),( xtuδ  – розв’язок задачі (1), (2) з δϕϕ 11 ≡ . Припустимо також, що ),( xtuε
δ  – 

наближений розв’язок в методі згладжування з δϕϕ 11 ≡ . 

Розглянемо функції 
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Для кожного ]1,0(∈ε  визначимо )(εδ –таке, що  
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Теорема 3. Нехай ε
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Доведення: з результатів роботи [3] випливає, що  
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Врахуємо, що для 
ε
δu  – наближених розв’язків, одержаних за допомогою методу 

згладжування з гладкою )(uϕ , виконується оцінка 
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Використовуючи прийом з нерівністю трикутника, після оптимізації по 2,1, =iiδ  

виводимо оцінку (10). 

Зауваження. У випадку ]1,0(,)(,)( 21 ∈== ασσρλ αBhBh  в оцінці (10)  

.)(, 4/1
4/1 σσε

εε =Λ= i

ii
uv  

4. Схема Лакса 

Скінченнорізницевий метод розв’язання задачі (1), (2) був запропонований Лаксом в 
1957 р. Для наближених розв’язків, одержаних за допомогою цього методу, у випадку лише 
неперервної функції )(1 uϕ  запропонований вище підхід дає змогу встановити аналогічну 

оцінку (10). 

У випадку ]1,0(,)(,)( 21 ∈== ασσρλ αBhBh  для наближених розв’язків 
ε
εε α−α= )23(uv  

оцінка швидкості збіжності має вигляд .)()( )46/(
2121

ααεεεε −+=+Λ  
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For a polylinear equation and system of partial differential equations the solution 

of Cauchy problem with the initial conditions at the left edge node has been obtained 
by means of the passage to the limit in the solution of the boundary value problem with 
the local multipoint conditions with respect on time for the same equation and system if 
all nodes tend to this left edge node. 
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