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The application of continued fractions to the development of numerical method
for the solution of nonlinear second order Volterra-like integro-differential equation is
proposed.

� 2)�2���� ���1%'-��&�$#��"%�)�*�(*�� ��(�&��#,)��"%9#)#�:& -.�%6�)&��
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������� ��� �������� [ ]� � � �� � �� � + � ������� ��!�� ���� ���������
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����������

[ ]� � � � � � � � � � � ��
�
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� � � � � �� � � � � �=










∫

�

         (1)

[ ]� � � � � � �� � � �� � � �= ∈ + .        (2)

)�����	���, $������’������������ ���, (2) ������ ��������, ���������� �  �� � ��������	

����������� 
������	�.� #����"���, $�� ��������� ���� ��"��� ����	����	�� �� ���������	��
���	���

[ ] [ ]� � � � � � 	 � 	 � � � � � � ��
�

�

� � � � � �� � � � � � � � � � �= = ∫
�

    (3)

��� �������� �
�
� �������� ��	��� { }σ� � �� � � � � �= < < < < = +−� � � �� � �� ������


 � �
� �

= −+� , � �= −� �� .������"���������’����������������, (2) ��	����� � � 

� �= +  �!������
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=

−

∑

�

          (4)

'�$� � �+ = 	  ( )� �= =� 	 � �� 
 �

� �� �= , �
�� �
�

�
� = −

δ
,   �

�

�� �
�
�

� �

� �
� =

−δ δ
δ

,   �
�

�
� �

�
�

� �

�

�

� =
−δ δ

,      (5)

δ� �� �= � 
� ,    ( )δ� �� � �� �= +
 � � � � ,    [ ]� � � 
 �� � � � � �= + α � � ,
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[ ]� � � 
 � 
� �� � � � �� � �� �= + +α β γ� � ,    [ ]� 
� � 
 � 
 � 
�� � � � �= + + +α β γ� � ,

������� , ��� , ��� , α , α� , α� , β , β�� , γ  –���������������$��������	���

/��������������’����������������, (2) ������(���������������	����� �� �������
���:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }� � 
 � � 
 � 
 � � � � �� � �� � �
�

� � � � �

�

	
+ = + + + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){+ + + + + + +



� � � � � � � � � � ��� �� �� � � �� ��
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� � � �

�

� � � �

�

� � ��
	 	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + + +	 	
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � ��� � � � � � 	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) } ( )+ + +� � � � � � 
� � �
�

� � � � �

� ( 6)

'�$�� � = � , � = �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )� � 
 �  � � 
 � 
 � � � � � � 
� � �� � � � � � �
�

� � � � �

��

	
+ − = + + + + +







×� � � � � �

( ) ( ) ( ) ( )× − − − +
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α

( ){ } { } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − + − −






+� � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � 
�� � �

�
�� � �

�
� � �� �

�
�� � � �

��
�

	
� � α .

'�$��������	����� �= , α� �=  ����������	�� ( )
�

� �� 
 �− +�
����������������������	���


 ,����������	�:

( ) ( )
( )� 


� � � �

�
� 
� � �

� �

� �
�

� �
�

�

�

�

�

	=
−

+         (7)

��������������������������������
����:

�
�



�

�

�
�

�

�

�

=
−

,     ( )� � � �� � � �= � � .     (8)

/��
�������	��������������������������$�� � = � , � = � :

( )

�
�



� �

�


� � � � � � �

� � �

�

� � �

�� �

�

��
�

�
�

� �� � �� �

� �� �

�

�

� � � =

−

+
− +

,  (9)

( )� � � 
 �� � � � �= + α � � ,    ( )� � � 
 � 
� �� � � � �� � �� �= + +α β γ� �

( )� 
� � 
 � 
 � 
�� � � � �= + + +α β γ� � .     (10)
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���������������	�����
 , α 
  ( )� �= =� 	 � 	� 
 � , β�� , γ �� , α , β , γ  ����������������, $��

����������� ��
� �� � �

�������(���������������	����� � �= � ����
������������������������������

����������������������
� ��������. &�����
�������	�������	������������������������
����

( )� �

� �

� � � � �
�
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�� �� � �� �

�

� �

� �

� � � � � �

� � �

�

�= +
− −

= +        (11)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }�
� � � � 
 � 
 � � 
 � � � � 
� � ��� � ��
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� �
�

� �

�
�
�

� �
�

� �

�	= + + + +α α α , (12)

( ) ( )( ) ( )[ ]( ){�
� � �� � � � � � � � � � 
 � � � ��� � �� �� � �� � �� �� �� � �� �� � �� � �

= − − = − − + − − −α α

( ) ( ) ( ) ( ) } ( ) ( )− − + − −
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 � � � �� � ���� �� � � �� �� � �
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�� ��
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�
�

�	 	
β γ

α α

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − −
�
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	�� ��
�

� �

�
�� ��

�

�

�

� �� � �� � �� � � � � � � � ��� �� ��β γ α β

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − −� � � � � � � � ��� �� � ��� � �� � � �� �� �� � � �� �� � � �
α γ β γ β α

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) } ( )− − − +� � � � � � � � � � � 
� � � � � 	�� �� � � �� �� � � � �� �� � �

�γ α γ γ γ β . (13)

(���

( ) ( ) [ ] ( )[(� � 
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��� �� � � �� �� � � �� �� � �
� � � � � � � � � �� � � � � 	αγ γ γ γ β

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )(+ + + − − −
�

�

�

�

�

	

�

� � � � � � �� �� � �� � �
� � � � � � � � � � �� � � �� � α α

( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )[ ]} ( )− − − + +� � � � � � � � � � � 
� � � ���� �� � � �� �� � � ��
�

�
�

� � �

�β γ α .
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)����������� ��� ����� ���������	�� ���������� ���� 
 � �
� , �	�������� ���	���
��
����������������

( ) ( )

( )

( )

� � � �

� � � � � � �

� � � �

� � � �

�� �� �� ��
�

�� �� � �� � �� �� �� ��
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− − =

− − + − − =
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= − −
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α α α

β

γ

(14)

#��������	���������������������, $��β γ�� ��= . )�����	�� ��� �����������������, $��

���� �������� ������ ���� ������� �����"����� ��� 	����
�� ����’����� �������� ( )� 
�  (���.

���������#��. (���

( )

�

� �

� �

�
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�� ��

�� � �� �

�� ��
��

�

� �

�
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�

	

=
− − =

+ + =

= =
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�

�

�

α α

β γ

              (15)

'�$��α α� �≠ ,�	������’��������	������
����������������������	����:

��� �= ,    � ��� ��= ,    ( )���
�

� �

� 	

	
=

−
−
α

α α
,    β γ

α α
α�� ��

� �

�� 	
= =

−
−

,    ( )� 	 ��− ≠α � (16)

����$��α α� �= �	�

��� �= ,    α α� �

�

	
= = ,    � ��� ��= − ,    β γ�� ��

��

�

	
= =

�
,       (17)

��� ���  –��������������������������������. *�������α β γ� � ���������	������	��������, 	����

��"��������	�����������, ���������, ������	�� α β γ= = = � .����������������������	��

���������������	���, $����������	������������(16), (17) :

1) α� �= , α�

�

	
= , � ��� �� �= = , ��� �= − ,  β γ�� ��

�

	
= = , 	��	�

( )
�

�


� �


� � � �

� �

�

� � �

� �

�
�

� � �

� �

�

�

� � �

�
=

−

+
− −

,          (18)

��� ( )� � � �� � � �= � � , � � �



� 
� �� � � � �	

�

	

�

	
= + +



� � , ( )� 
� � � �� � � �= � � .

2)  α� �= , α� �= , ��� �= , ���

�

	
= − , ���

�

	
= ,  β γ�� �� �= = ,

3)  α α� �

�

	
= = ,  ��� �= , ���

�

	
= − , ���

�

	
= ,  β γ�� �� �= = ,
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4)  α� �= ,  α�

�


= , ��� �= , ���



�
= − , ���



�
= ,  β γ�� ��

	


= = .

.�"��� �����	�� ������	��� � ��� �� � � �� ��� � � � � � � �α α β γ α β γ � 	��, $��� ����!�	�

������	� ��������� ���� 
� . ���������, ��������� α� �= , α�

	


= , β γ�� ��

	


= = , α =

	


,

β γ= =
�


, ��� �= , ���



�
= − , ���



�
= ,�	���

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
� � � 
 �


 � � � � � � � 


� 
� � � 


�

� � �

� � �

� � � �

� �
� � � �

� �

�
� � � �

�
�

� �
�

�

�

�

�

�

	

== + − =
−







+

− +
=

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )= − +
�

�	
	 �

� � � � �
�
 � � � � � � � 
�� � � � � .                 (19)

#����"���, $������������������������$��������	���� ( ) ( )a k a k hu x21 1 22 2 0+ ≅ ' '  ����$�

( )Fu 0
0= , 	������������"������	�	���������������������������������� R[ , ]1 1 .

/��
�������	��������������������$�� k = 2 , l = 0 :

[ ]u
u

ha k

u

h a k hu a k a k

u

P

Q1
2 0 0

11 1

0

2
11
2

1
2

0 21 1 22 2

0

2 0

2 0
1

[ , ] [ , ]

[ , ]

=

− +
− +

= ,         (20)

��� P u[ , ]2 0 0
3= , ( )[ ]Q u hu a a k a k h a k[ , ]2 0 0

2
0 11 21 1 22 2

2
11
2

1
2= − + + + ,� �� k k1 2, � ��������	��

������������ �. (���

( ) ( ) ( ){ }u x h Q P hu F a a a0 2 0 2 0 0
2

0 11 21 221+ − = − + + +[ , ] [ , ]

( ) ( ) ( ) ( )+ − + −




+ −



 +





h u F a a a u F F ax u
2

0
2

0 11 21 1 22 2 0
2

0 0 22 21

1

2

1

2
α α β

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )u F g a u F a a a a O hz0
2

0 0 22 21 0 0
2

11
2

11 21 22
31

2
−



 − − + +




+γ .

#�������	�����������	������
����������������

( )
� � �

� � �

�

�

� � � �

�� �� ��

�� �� � �� �

�� �

�� ��

�� �� �� ��
�

�

�

	

�

	

�

	

+ + =

+ + =

=

=

+ + =


















�

�

�

�

�

α α

β

γ

(21)

����’������������������	������������� ����, (17). '�$�, ��������������������	������	�� ��
�������������� �,�	�
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( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )� 
 � � �
� � � � �

�
� 
�� � � � �

� �
	 �

�

�

�

� �

� � �
�

�

�
�

�= −
−












+ .

*	"�, �������������� ������������� �������, ���� ���	� ���
�� �������	�� �����"���
��������� ������� �����	�� �� 	����� x1 . &��� ������"����� �����"��� �� ���	������ 	������ xn

( )n ≥ 2 �������	���������������������
������	���&	'. )����	����!�������������������
����

( ) ( ) ( ) ( )[ ]� � � � � � � � � ��� � �= + ,

��

( ) ( )( )� � � � � � � ���

�

�
�

= ∫ � �

�

,        ( ) ( )( )� � � � � � � ��
�

�

�

= ∫ � � ,

����"���� ������� �� ������ ����	���� ��	�
�������� ( )�� , ���� ����’��������� ����� �����

���	����	����������� ����� ��#�� ���� �	 �, ������� �����"����� ��� ( )w xn � ���������� ��

������
���������	������������.

1.������&�$	�������.�� �����%� ����%1���%� ���
��� ���&�'� �� ��� ����0�
��� �

���������
�'��	���	������������������ Baker C. T. H. The numerical treatment of integral
equations. Oxford, 1977.

�����������

��2 1���
�
)�������	�������������	�	�����,.�-	���������+���0��������

��	��	�	��
�
��������
����
��	��

������������������������
�����

����
��������7����	�	��
5���
;�
���

 ���	���� ����	00

The new theorems about a two-sided estimation of the solutions for integral

equations of a type ( ) ( ) ( ) ( )( )∫+=
t

a

dssxsxstKtftx ,,,  are proved, when ( )qpstK ,,,  is

slave by some more weak for nondecrease rarher p and noncrease rather q to
conditions.

�-(� &��#,) -.�%6� )&��(�.� �%,-("�� ( ) ( ) ( ) ( )( )∫+=
t

a

dssxsxstKtftx ,,, � "��#"#�&

���&��#�)#$%�2)��"��'��)���&��:&�+%�)�*��(*+&�	�+�-%� ( )qpstK ,,, �2&"2�)("+�� ��

"#(+%$�'- /+&<%$�* �&*�����&'�.�=�"��p�� � ��%����&'�.�=�"��q��$�� $�
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