
285

1.����'�	��8���(������������6���	�����%����	������	�������	�����
��������	 ��
�������	�#��	%������	� ���� ���	�� ������	����������6���������������������� %���������
�	�������	�����
��������	 ���������
�#��	%�����
���#���������	���9��	�	�����	� //
�������IX-� �����������������
������#�	����#��"�����
��	���������(�,��:�����II, .�����
���
�����	����
��+���$�������������4�����%��������-�%�$���-���%�’�%�������������&�"�6��
���������&� %����$� ���� �	������$�����6�� �$������� %� ����	��	�	� #�
$��	�	� $� ����	�	
����$�$;����	�// ����������	�����$%����
��#�����������	�����	����������	��<��"��-����+��
���'�	��8�=�� 8�6����������� %������ ���� 6$#��"��$��	
� �$������ �� ����$� �����$ �� �� 4�
#��$��	��	
�#��#��������	
�%�$��	
�// ����������	�����$%����
��#�����������
��������������
5.�8���	������� ���'�	��8���� ����6��8�5�� �����6� ���6�������� � %����	� ���� 6	#��"��
�	�����6���������	����#���������	���9��	�	�����	� // !	��������� �������	��� ���� �
�
��	������
��	��

����
�������

��)���7,�������	(1!(1-�,������	(1!(1-�,�������"'�3+8 (�<�
�

���������	
��������
���������
�����������������	��
��

�����������������
�;�������=������
�=
���������=����<����<=

���#���-��1�5����� �� ����+������� �� ����3�+���3	���$;���>���������

One method for optimal control synthesis for moving robot capture on the given
trajectory is proposed. It is based on the special choose of quality functional and
leading optimal control synthesis problem to the variation one. The methods of
variation theory allows to write in the evident form the system of differential equations
for optimal control calculation. That is why the problem of optimal control synthesis
can be solved as Cauchy problem.

���)���8#$%&� �!"�� +.� '�#�!+ � %"�#�.�� �)#"'(0$��2�� ,��� (��&� !0&
.(4�.)�-��&���6��.(6 (#����4�#(��()���!�.(!(��7�#�(8,#��+87���+��4(.�8#$%&��(
%)�*+(0$��'�� "4��+�3��,*+��(0(�&,�%#+� +�. �!���+�.(!(-+�%"�#�.��!�� (�+(*+1��9
.(!(-+��
�#�!"�  (�+(*+1��2�� -"%0���&� !�. �0&7#$�  ")"%(#"�  � & ��'��  "20&!+
%"%#�'�� !"3����*+(0$�"6� �+ �&�$� !0&� .�(6�!:���&� �)#"'(0$��2�� ,��� (��&�
�� �"'�-"��'� "4�(�+�.('+�"�.'+��"6�)���# ��77#$��!��:(���%"%#�'���(.�'�+.
)�-(#,� "'"��'� ('"�!��.(!(-+���/+�

&������ �����	���,���������
����������� �������
������ ������ ��������� ����������

���
����
���������	�����
������

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tcbtKtOtO jjjjjjj θα−++= −−−−
1

1111 1 ,

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]EtACtKtK jj
T

jjjj α−+θα= −− 1111 ,                                           (1)

( ) ,00 =tO ( ) ,0 EtK = 1...2,1 += mj ,

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



286

��� ���1
�

�����	����	����
�������	
������� & �/����	
��������!������
������	����
����� ���	
�

�� ����
��� ���������/� & �/� ���	
� �� �����!����� �
������ 	����
�����
�

� � �� ��	���� 	����
���

���	
��
����� & �/����	
������������
������	����
����� ���� ���

����
222� = �������
������������


�	�/������
����������������������
������	����
�������
����� 021 =ccT , 213 ccc ×= , 
�

α ����
�

������������� ��� −& �!� ��� & �!����	��
�� �� �� �����	������ �� �� ����������� )(1 θA � ������
��

��������������������������
















θθ
θ−θ=θ

cossin0

sincos0

001

)(1A , )(tjθ ���������������	����
������,�

�
������������,����� & �/����	
���������� )1( −j �/�

1	,�� ������ �	���������� �� - � ����	�� ��� ��	���� ��
�
�1

�+ � ������ ��������� ��������

+��������� �����
� ��	�� 	��������� )(tjθ �� ,��� �������� ����	������ ����� �������� ������

��
�
�1

�+ ������	��������
��	�!����������/�����	����/� ���� ��+�������*����������	
���
��	����

���������	�������
	��
�����!��� ��	������

( ) ( )∫ →−+

1

0

min
2

1

t

t

m dttTtO ,

��������� ⋅ �������������	�����������������
�
�������� �����������.���	���������	�
��
�
������������������*�����������
���,����*
��	�
�����

( ) ( ) ( ) ( )∫ →−+− ++

1

0

min
2

1

2

1

t

t

mm tTtOtTtO �� ,                        (2)

�	
���������������
*������
�������������������	������
�����������
����/�����
�
�

'��
*�������������������������������������������������
�����

[ ]∑ ∏
=

+++

−

=
++++ θα−+





α−+θα=

m

i
iiii

i

j
jj

T
jjm tcbEtACtO

0
1

1
11

1

0
11111 )()1(])1())((([)( .

"���

⋅θθα





α−+θα= ∑∑ ∏

=
+++

−

=

−

=
++++

m

i
kk

T
kk

i

k

k

j
jj

T
jjm ttBCEtACtO

0
1111

1

0

1

0
11111 )())((])1())(([)( ��

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

+=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1
1111 tcbEtAC iiii

i

kj
jj

T
jj

          ∑ ∏
−

=
+++

−

=
+++ θα−





α−+θα+

1

0
1

1
11

1

0
1111 )()1(])1())(([

i

j
iii

i

j
jj

T
jj tcEtAC � ,

���
















θ−θ
θ−θ−=θ=θ

sincos0

cossin0

001

)()( 11 AB � .

$�
�������	�����������������
�����

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



287

[ ] +−θα−+





α−+θα= ∫ ∑ ∏

=
+++

−

=
+++

2

0
1

1
11

1

0
1111

1

0

)()()1(])1())(([
t

t

m

i
iiii

i

j
jj

T
jj tTtcbEtACJ

⋅θθα





α−+θα+ ∑∑ ∏

=
+++

−

=

−

=
+++

m

i
kk

T
kk

i

k

k

j
jj

T
jj ttBCEtAC

0
1111

1

0

1

0
1111 )())((])1())(([ �

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

+=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1
1111 tcbEtAC iiii

i

kj
jj

T
jj                        (3)

min)()()1(])1())(([

2

0
1

1
11

1

0
1111 →−θα−





α−+θα+∑ ∏

=
+++

−

=
+++ dttTtcEtAC

m

i
iii

i

j
jj

T
jj

�� .

&
�
*���� ���� ������� ���� �
������ �������� 6�������.�	���	
� ���� ��/� ��������������

 ��	�����������
���//������� ),,,( 121121 ++ θθθθθθ mmF ����� ���������
������������ t ��������*�

��������
���!����
����� constFF
ss =θ− θ�

�� ,  1...2,1 += ms ������*�����
���	�

⋅





θθα





α−+θα= ∑ ∑∑ ∏

= =
+++

−

=

−

=
+++θ

3

1 0
1111

1

0

1

0
1111 )())((])1())(([2

r

m

i
kk

T
kk

i

k

k

j
jj

T
jj ttBCEtACF

s

��
�

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

+=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1
1111 tcbEtAC iiii

i

kj
jj

T
jj

⋅





−θα−





α−+θα+∑ ∏

=
+++

−

=
+++ r

T
m

i
iii

i

j
jj

T
jj etTtcEtAC )()()1(])1())(([

0
1

1
11

1

0
1111

��

⋅





θα





α−+θα⋅ ∑ ∏

=
−

−

=
+++

m

i
s

T
ss

i

j
jj

T
jj tBCEtAC

0
11

1

0
1111 ))((])1())(([                       (5)

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1111 tcbEtAC iiii

i

sj
jj

T
jj

r

T

ss

s

j
jj

T
jj ecEtAC






α−





α−+θα+ ∏

−

=
+++

1
2

0
1111 )1(])1())(([ ,

��� re  – r �
����������
�
������������������1	,���������
�
� ������ �	�������
�������������

6��������������
�����

      [ ] +−θα−+





α−+θα∑ ∏

=
+++

−

=
+++

2

0
1

1
11

1

0
1111 )()()1(])1())(([ tTtcbEtAC

m

i
iiii

i

j
jj

T
jj

⋅





θθα





α−+θα+∑ ∑∑ ∏

= =
+++

−

=

−

=
+++

3

1 0
1111

1

0

1

0
1111 )())((])1())(([

r

m

i
kk

T
kk

i

k

k

j
jj

T
jj ttBCEtAC �

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

+=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1
1111 tcbEtAC iiii

i

kj
jj

T
jj

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



288

⋅





−θα−





α−+θα+∑ ∏

=
+++

−

=
+++ r

T
m

i
iii

i

j
jj

T
jj etTtcEtAC )()()1(])1())(([

0
1

1
11

1

0
1111

��








⋅θθα





α−+θα⋅ ∑ ∑ ∏

=
+++

−

−≠
=

−

=
+++

m

i
kk

T
kk

i

sk

k

k

j
jj

T
jj ttBCEtAC

0
1111

1

1

0

1

0
1111 )())((])1())(([ �      (6)

[ ]+θα−+





α−+θα⋅ +++

−

+=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1
1111 tcbEtAC iiii

i

kj
jj

T
jj

−−θα−





α−+θα+ ∑ ∏

−≠
=

+++

−

=
+++ )()()1(])1())(([

1

0
1

1
11

1

0
1111 tTtcEtAC

m

si

i
iii

i

j
jj

T
jj

��

⋅θθα





α−+θα−∑ ∏

=
−

−

=
+++ )())((])1())(([

0
11

1

0
1111 ttBCEtAC s

m

i
s

T
ss

i

j
jj

T
jj

�

[ ]−θα−+





α−+θα⋅ +++

−

=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1111 tcbEtAC iiii

i

sj
jj

T
jj

constetcEtAC r

T

sss

s

j
jj

T
jj =






θα−





α−+θα− ∏

−

=
+++ )()1(])1())(([ 1

2

0
1111

� .

#������������� ����
�� ������	� �� �
���&��� �� ����!� �����	��� ���������
	���� ��� ���

����
� ����	����� ��� �
���	��� 	�� ��������� 	���� )(tsθ� �� �	�� ��������!����� ���	��
�� "���

	����������	�����������
�
�����
��!������	����������1	,������������
�


[ ] ,)()()1(])1())(([

2

0
1

1
11

1

0
1111 tTtcbEtACP

m

i
iiii

i

j
jj

T
jj −θα−+





α−+θα= ∑ ∏

=
+++

−

=
+++






⋅θα





α−+θα= ∑ ∏

=
−

−

=
+++

m

i
s

T
ss

i

j
jj

T
jjsr tBCEtACa

0
11

1

0
1111 ))((])1())(([

[ ]−θα−+





α−+θα⋅ +++

−

=
+++∏ )()1(])1())(([ 1

1
11

1

1111 tcbEtAC iiii

i

sj
jj

T
jj

,)1(])1())(([ 1
2

0
1111 r

T

ss

s

j
jj

T
jj ecEtAC






α−





α−+θα− ∏

−

=
+++

����
�������
�����
*��������	

( )∑ ∑∑
= =

+

≠
=

=θ−















−θ+

3

1

3

1

2

2

1

1

)()(
r r

ssr

m

si

i
riir constaetTtaP ��� ,     1...2,1 += ms .         (7)

%��	�
�����������	
�������������	�� ������
��������������� iθ� ��1	,������������
�


∑
=

=
3

1

2:
r

irii ak , ∑
=

=
3

1

:
r

jririj aak , ∑
=

=
3

1

)(:
r

riri etTak � ����������������
�����

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



289

.

,

,

111332211

42243223
2

111
22

222
2
111

21122111112

31132112
2

111
22

222
2
111

1221111

31132112
2

111
22

222
2
111

TPconstkkkk

kkkkkk

TPconstkkkk

kkkkkk

TPconstkkkk

kkkkkk

mmmmmmm

mmmmmm

mmmmmm

mmmmmm

mmmmmm

mmmmmm

−−=θ++θ+θ+θθ+

++θθ+θθ+θ+θ++θ+θ−

−−=θ++θ+θ+θθ+

++θθ+θθ+θ+θ−+θ+θ
−−=θ++θ+θ+θθ+

++θθ+θθ+θ−θ++θ+θ

+++++

+++

+++−+−

+++

+−

+++

������

����������
������������������������

������

����������

������

����������

      (8)

%��������� ���� ��������� 121, +θθθ m
���� �� #����!�������� ������������ ���� �������� �

�����
	�!�	���	���!�����	�

1. 1=m ��(
���������������
����

,

,

222
2
222

2
111

111
2
222

2
111

Qkkk

Qkkk

=θ+θ+θ−
=θ+θ−θ

���

���
                    (9)

��� ������ 1Q � ��� 2Q � ���������� ����������� TPconst −−1 � ��� TPconst −−2 �� (���� �
�

�������� ���� 212211 QQkk +=θ+θ �� �� '����
������ �
���
�
� 1θ� � ������ 2θ� ��-���� ������������

�
�������� 1θ� ��������������������������������������������	������������������ 2θ� ����������

2. 2=m ��(
���������������
����

.333223223
2
333

2
222

2
111

233113113
2
333

2
222

2
111

122112112
2
333

2
222

2
111

,

,

Qkkkkkk

Qkkkkkk

Qkkkkkk

=θ+θ+θθ+θ+θ+θ−
=θ+θ+θθ+θ+θ−θ
=θ+θ+θθ+θ−θ+θ

�������

�������

�������

        (10)

&
	�!�
�������/��������������
�������
	���� 1θ� ��-�������������������*��������������������

����������,�

1212

33223223
2
22231

1

22/2/

kk

kkkkQQ

+θ
θ+θ−θθ−θ−+

=θ
�

�����
� .

2���������������*��*
�����
�!����*����������������������������
��

313212

3322
2
333

2
22221'

1

2/2/

θ−θ
θ+θ−θ+θ−−

=θ
��

����

kk

kkkkQQ
.

#�
����!!�
�����������
�
�������

083726325
2
34

2
232

2
323

2
21 =+θ+θ+θθ+θ+θ+θθ+θθ AAAAAAAA ���������� ,        (11)

��� 231213221 kkkkA −= ,  331213232 kkkkA −= , 2121223 kkkkA −= ,

1333134 kkkkA −= , 3122135 22 kkkkA −= , ( ) 2/3212216 QQkkkA ++= ,

( ) 2/3113317 QQkkkA +−−= , ( )1218 QQkA −= .

-�������������������������

�����'(�� -��� ������	
�� 	�� ��������� 821 , AAA � �� ��� 01 ≠A � ��� 02 ≠A � ������ ��	�

�����������������������
�

222 : θ∆+θ=θ ��� ,        333 : θ∆+θ=θ ��� ,      (12)

�����������!��	�/�����������������������	����
��������
	


( )( ) 0332213233221 =+θ+θ+θθ+θ+θ PPPBBB ������ . (13)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



290

�� �!���&���#�
����!������������������	�� ������
���
����������
����������� 2θ� ���� 3θ�

��������������
������

3
2
2θθ �� : 11 AB = , 2

2
3θθ �� : 22 AB = , 2

2θ� : 13131 // AABAP == , 2
3θ� : 24242 // AABAP == ,

32θθ �� : 1422415122153 // AAAAAAAPBPBAB −−=−−= , 1: 383 / BAP = .

"��������	�� �����������
� 2θ� ���� 3θ� ������!�������������

( ) ( )
( ) ( )




=−−−−−+
=−−−−−+

.0/////

,0/////

13224156
2

13224151381

13224157
2

13224152482

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA
         (14)

'����
����,����
�������������	�� ������
� 821 , AAA � �����!!�������	�

11 AA = ,   22 AA = ,   3133 θ∆+= �AAA ,   2244 θ∆+= �AAA ,   322155 22 θ∆+θ∆+= �� AAAA ,

3523
2
3232166 22 θ∆+θ∆+θ∆+θ∆θ∆+= ����� AAAAAA ,

2534
2
2132277 22 θ∆+θ∆+θ∆+θ∆θ∆+= ����� AAAAAA ,

3726325
2
34

2
232

2
323

2
2188 θ∆+θ∆+θ∆θ∆+θ∆+θ∆+θ∆θ∆+θ∆θ∆+= ���������� AAAAAAAAA .

#��������!�
�����
���
��� ��	��� �'����������,�����*�� ��������� �������� ����
��� ���

2θ� ���������������� 3θ� ��.����������������������
���������������� 211 / RR=θ∆� , 432 / RR=θ∆� ,

��

+−−−−−= 3
4

4
14

2
3

4
28

4
2

2
173

4
2174

2
2

3
175

3
2

2
11 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAR

543
3
21

2
54

2
2

2
13

2
4

2
2

2
152

2
4

3
1 222 AAAAAAAAAAAAAAAAA +−−+ ,

54
3
2

3
153

4
21

2
42

4
16

4
2

2
1

2
3

5
27

3
2

3
12 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAR +−−++−= ,

−−++−−= 2
53

2
2

2
165

2
2

3
15

2
3

3
218

2
2

4
163

3
2

2
13 2 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAR

3
3

4
2642

4
15432

3
1

2
43

4
14

2
3

2
2

2
1 22 AAAAAAAAAAAAAAAAAA −−+−− ,

542
4

153
3
2

2
1

2
4

5
16

3
2

3
1

2
3

4
217

2
2

4
14 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAR −++−−= .

"����������������

'���������� //������������������ �
����
� ������ '� ����� �
��
�����,�� ��
�� ��� ��������

�
	���������!����������+����������
	�����������
�������*
������
	��"������
���
�*
� 2θ�

������ 3θ� � �����������!�
�������� ����������
��� �
���������*�/��
�������������� �	�/�����

�����	����	���
�
���������2�������������������������
��������	��
�������!�������������
�

��������
	�

.������
� 1>m ���������������������*����
��
����������
����
����������������
�//

��������� 121, +θθθ m
���� ��1	,�������	������������
������	��������
����� )()(),( 111 ttt m+θθθ � ,

�����������
���������
���������	�������������
���������������$�*��

1.���#���-��1�5�������-����������#�	�$%��$���	������#����$���� %���%6���4�����
����������*���$��$������������	�	������(�1�����#���-��1�����	�����	����	��	��	���	����
�	�� �����	� ��
�������
� �	����� ��� ���"����� �#������	�� 	� 	�������	�	�� ������ � 6.
����������
����#���-��1�����1������������������	��������#	���	�������������
������
��
��	����� ������"������#������	��	�	�������	�	�� �������
��������
	�� 	� Sopronjuk F.
Methods of Control and the Converse Problem for Mechatronic Systems // Development and
application systems. Suceava, Romana, 1998. � 10. 5. Gaidaichuk�+��� ���������� T. Optimal

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



291

control synthesis for moving robot capture on the given trajectory // Development and application
systems. Suceava , Romana, 2000. P.97–100. 6. Surdu A., Lazoric V. The Method of Successive
Approximation in Converse Problems for Mechatronic Systems // Development and application
systems. Suceava, Romana, 1998. ����.

�����������

��)���7,��������"'�3+8 (�<�
���	(1!(1-�,����
���������	
��������
���������
������.��������	��
��

������
���������������
����������
���
���=����������=

 ��#���-��1�5���3	���$;���>������� �� ����3�+�������

The method for optimal synthesis of control systems with structure change with
continuous or discrete argument was proposed on the bases of maximum principle.
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