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The method for optimal synthesis of control systems with structure change with
continuous or discrete argument was proposed on the bases of maximum principle.

�0&�,��� (�"6�%"%#�'�.+�.'+��7� "'+���%#+�3(.� �2��)��%#����&,�.�!"%,��#�
�"'�� #(,� +� .� ��)���� �"'� (�2�'��#�'� .()��)��� (���'�#�!� ��. �&.(��&� .(!(-+
)����)#"'(0$�"1�%"�#�.��(��%�� +�)�"�*")��'(,%"'�'��

%���������� �������� �
������ 	��������� ��� �����!� �
���������  �������� ��������� �

�
�	����
������������

( ) +++=++ −−− )()1( 1)(11)( kkxkkAkkx jjjjjj

                           ( )( ) )( 1)(1 kkukkb jjjj +++ −− , [ ],1,0 1 −−∈ −jj kkk (1)

                          ( ) )(1)1(1)( )()( jjjjjjj vdkxCkx += −−− , Nj ,1= ,          (2)

)()(0)1( )(,0)( NNN xkxkx == , (3)

��� jjj kkx Χ∈+− )( 1)( , jΧ  – jn -�
����
��  ����
�� ��������� )( 1 kkA jj +− , )( 1 kkC jj +− –

����
��� ����������� ��������� jj nn × , 1−× jj nn , )( 1 kku jj +− , jv � �� �	������� ���
�
�
�

( )( ),1 kkb jj +− ( )jd  – jn ��
������ ��	���
�� Nkkk <<< ...10  – ��������� ����������� ��
� �	
�

����!�������
��������� �����������������

1	,�� ����� ���� 	�������� ��� [ ]Nkk ,0 �� ���� �	� ��	������ �� ����� 	��������� )(ˆ 1)( kku jj +− ,

1,...,1,0 1 −−= −jj kkk �� ��� ��������
� 	�������� �� ����	�!������ ����	���� )(� jv , Nj ,1= �� �	�

������������
��������������� 10)1( 0)( Χ∈=kx ��������� NNNN xkx Χ∈= )()( )( ����!����
����

)(0
1

11 ),(),(),()(ˆ NNNjN
T
Njj

T
jjj xkkVkkkkkWkku −

−− Φ+=+ , (4)

)(0
1

1)( ),(),(),(ˆ NNNjN
T
Njj

T
j

T
jj xkkVkkkkXdv −

− Φ= ,    (5)

��

),()...2()1(),( 11111 skAkkAkkAskkkX jjjjjjjjj +−+−+=++ −−−−−

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



292

×+=+Φ −−−− jjjjsjj CkkkXkkk ),(),( 1111 ,),(...),( 11211 ssssjjjj CkkXCkkX −−−−−

),(),(),( 1)(1111 skbskkkXskkkW jjjjjjjj +++=++ −−−−−

ks ≤ , 10 1 −−≤≤ −jj kkk , Nj ,1= ,

∑
=

−− +Φ=
N

j
jj

T
j

T
jjjjjjNNN kkXddkkXkkkkV

1
1)()(10 ),(),()(,(),(

) .),(),(),(
1

0
11

1

∑
−−

=
−−

−

Φ+++
jj kk

k
jN

T
Njj

T
jjjj kkkkkWkkkW (6)

���������������������	
���������������

���������������	
�����
�����������	������
����������������������
��� 0)( 0)1( =kx �����
� )()( )( NNN xkx = ��
���
��	�	��	����

( ) ( ) ( )( ){ :,1,...,1, 11, jjjjjjjvu vkukuku −+=Ω −− ( ) ,1 Rkku jj ∈+−

[ ] ,,1,,1,0 1 NjRvkkk jjj =∈−−∈ −  ( )( ) ( )( ) ( )}NNN xkxkx == ,001 ,

�����,�	���������������
���������������������������
��������������� �������
��� ������ 	�]–[3], 	��
� �����
���	����� vu ,Ω � �� ���	�

��������

�������������	
��� �� ( )0,kkV NN �������������
��
��������	�������

++++=++ −−−− )(),()(),1( 101101 kkAkkkVkkAkkkV j
T
jjjjjjj

( )( ) ( )( )kkbkkb j
T
jjj +++ −− 11 , Nj ,...,2,1= , (7)

( ) ( )( ) ( )( )0101001 , kbkbkkV T= , (8)
T

jj
T
jjjjjj ddCkkVCkV )()(0111 ),()( += −−− , Nj ,...,2= . (9)

!
�
	�� ��"
����	����������� NΧ �	����� ������ ( ) ( ) ( ){ }M
NNN yyyY ...,,, 21= ��!
�
������

����	
���#� ������ �����	�� �����
�� �������� ����� ���� ���
	�� ��� �
�
��� ����	
�����

�����
�������	�����������
��
��	���������	��������

                   ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

∑
= =−+=+

−

−−

→
M

s
Npdkkqqkb

s
NNN

Ts
N

ppppp

ykkVy
0 ,1,,1,...,1,0,

0
1

11

min, .                     (10)

$
�
�����
���
��
�
����������������	����
������������������	������
������	���

��	�������"
����������������

��������’��
���
�
�������	
��������������������������������
����������%��&�#
�� ��� �
�������� 
� ���#� �
�������� "�� ��
�
� ����� ���� ��������

( ) ( ) 1...,,1,0, 11 −+=+ −− pppp kkqqkb , ( ) Npd p ,1, = �� 
� �����#� �� 
� ��������
�� "�� ��

'
	�����
�	�����

(������	�� ������ �����	�� �����
�� ��� �	���� ��	������� "
������� ��������� �

��������	�
���	���	�[1]��)��
# [ ]10 ,TT  ������������
�������������	

{ } { }112100 ...0, TtttttTNjt NNj =<<<<<==≤≤ − ,


�����������
������
���
�
���������������

        ),()()(
)(

)()(
)( tubtxtA

dt

tdx
jjjj

j +=  [ )jj ttt ,1−∈ , (11)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



293

                  ,)()( )(1)1(1)( jjjjjjj vdtxCtx += −−− (12)

���� )()( tx j  − jn ���	���#����������
��
������
��� [ )jj tt ,1− , jj CtA ),( ���	
��� �����������

���	����� jj nn × ��
� 1−× jj nn , )()( , jj db  – jn ���	������������� )(tu j ��� jv �����
�������������

[ )jj ttt ,1−∈ , Nj ,1= �� �����	�� ��	������ 	
��� �� )(tAj � �� �����
�� )(tu j � � ��������

��������� ���� [ )jj ttt ,1−∈ , 11 EC =  −� �����
� 	
��� �� �������� 1n �� 
� )1(d  −� ������#

������� ���	���� 1n �� $����� ��� ����	�� �� ������� ����
#��� ��"��� �
����� ������� ����� �

����#� ����������������#� ���������� ������ ����� − )()( tx j , [ )jj ttt ,1−∈ �� � ���#� ��������
�

"�� ��	������
�� )(tu j , [ )jj ttt ,1−∈ ���
�
	���
	������
�� ������������� ��������� jv ,

Nj ,1= �����
������������
�������	���� ( ) ( )10)1( xTx = .

)��
#� ),( τtX j � ����	
��
�"��
	��
��
� �	
��� ����������������#�����������

�����	�

),()(
),(

τ
τ

tXtA
dt

tdX
jj

j = , [ )jj ttt ,, 1−∈τ , (13)

                        jj EX =),( ττ ,    (14)

��� jE ��������
�	
��� ���������� jn .

%��
��	�

jjjjk CttXtW ),(),( 1−=τ ...),( 1211 −−−− jjjj CttX 111 ),( +++ kkkk CttX )(, )( kkk btX τ , (15)

[ )kk tt ,1−∈τ , [ )jj ttt ,1−∈ , jk ≤≤1 ,

jjjjk CttXtW ),()( 1−= ...),( 1111 −−−− jjjj CttX )(1,111 )(),( kkkkkkkk dttXCttX −+++ , (16)

[ )jj ttt ,1−∈ , jk ≤≤1 , Nj ,1= .

*����� ������
������ ��� ���������� ������ ������ ���#� �
��������� ���
������ �	���

( ) ( )10)1( xTx = ��	
��������

( )∑ ∫∫
−

=
++=

−−

1

1
)(

11

),()(),()(
j

k

t

t

kjk

t

t

jjjj

k

kj

dutWdutWtx ττττττ

+∑
=

j

k
kjk vtW

1

)( + ( )11011 ),(...),( xCttXCttX jjj − , [ )jj ttt ,1−∈ .

��	
����� ����� �����	
� ������ �����  ����	� �����

�� ��� 	���
� vu ,Ω � ����� "�� �#

�����
�� ( ) Rtu j ∈ , [ ]jj ttt ,1−∈ �� �
� �
�
	������ �����
�� jv � �� ����������� ���������

Nj ,1= �� ���� ����������� ������� ��
�� �����	�� ������ ����� �� 10)1( 0)( Χ∈=kx � �

NNNN xkx Χ∈= )()( )( ��	
��������

( )( ){ :,, jjvu vtu=Ω  ( ) ,Rtu j ∈  [ ],,1 jj ttt −∈  ,Rv j ∈

−+= )()(�)( tututu jjj  ×−1),( WttW N
T

jN

∑ ∫
= 










+×

−

N

m
mNmN

t

t

mNmN vtWdutW
m

m
1

)()(),(
1

τττ ,

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



294

×−+= −1)(ˆ WtWvvv N
T

jNjjj

∑ ∫
= 










+×

−

N

m
mNmN

t

t

mNmN vtWdutW
m

m
1

)()(),(
1

τττ , }Nj ,1= ,        (17)

��� ( ) Rtu j ∈ � �� ��������� �������
�� 
� �����
��� [ ]jj tt ,1− � "�� ���� −∈ Rv j � �������� ��
���

( ) ( )NN
T

jNj xWttWtu 1,)(ˆ −= , [ ],,1 jj ttt −∈ , ( )NN
T

jNj xWtWv 1)(ˆ −= , ),( ttW NjN � �
� )( NjN tW  –

���
�
�����������������
�"��	��
	������������� Nj ,1= ,

∑ ∫
= 












+=

−

N

j
N

T
jNNjN

t

t

N
T

jNNjN tWtWdtWtWW
j

j
1

)()(),(),(
1

τττ ,

1−W  −������
�	
��� �����	
��� ��W .

)��
#� �� "
����	�� ��������� NΧ � �
�

� 	���
� ��������� ( ) ( ) ( )},...,,{ 21 M
NNNy yyy=Ω .

!
�
������������������	������
���������� ������ ������"��	����	����� �
�
������������

��������� ( ) ( )Nbb ,...,1 , ( ) ( )Ndd ,...,1 ��
�������	��	����
���"�� ��
�

( )∑ ∫
= 












+

−

N

j

t

t

jj

j

j

vdu
1

22

1

ττ


� ��
��������� �����	�� ������ ������������������� ���� �����	�� ����������� ��
�� �������

���#���
���	����� yΩ .

(���
��
�� �����
�
��������
���������
��
���
�
��

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )NN ddbb

M

j

j
N

Tj
N yWy

,...,,,...,
1

1

11

min)( →∑
=

−                   (18)


���
��������������	�

( ) ( ) ( )+= tUtA
dt

tdU
jj

j ( ) ( ) ( ) ( )
T
jj

T
jj bbtAtU + ,                                     (19)

( ) ( ) +−=+ −−−
T
jjjjjj CtUCtU 00 111 ( ) ( )

T
jj dd ,                                      (20)

��� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tVtVdtWtWtU T
jjjj

T
jj

t

t

jjj

j

+= ∫
−

τττ ,,
1

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
−

= 









++

−

1

1

,,
1

j

k

T
jkjk

T
jk

t

t

jk tVtVdtWtW
k

k

τττ � ���

[ ]jj ttt ,1−∈ , Nj ,1= , ( ) ( )Myy ,...,1 ���������� Nn ���	������������

���� ����
��
�� �
�
��� ���������� ������ �
������	�� ��� ��� 	
���	�	��%������
�

!
����
��	���
���"�� ���

)))()()()((()),(),(( )()()(1
T

jj
T
jjjj

T
jjjjj bbAtUtUtAtPtrbtPtUH ++= ,

��� ( )tPj ���	
��� �����	���� jj nn × , [ ]jj ttt ,1−∈ , Nj ,1= ������������
���
	��	
������������

( ) ( ) ( )−−= tPtA
dt

tdP
j

T
j

j ( ) ( )tAtP jj ,                                         (21)

( ) ( ) 111 00 ++− +=− jjj
T
jjj CtPCtP ,                                            (22)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



295

( ) ( ) ( )∑
=

=
M

j

Tj
N

j
NNN yytP

1

)( ;                                                   (23)

)))0()(0(()),0(),0(( )1()1(111)1(12
T
jj

T
jjjjj

T
jjjjjjj ddCtUCtPtrdtPtUH +++++++ +−+=+− ,

1,...,1 −= Nj .

!
#&��&�� ����
����� �
�
��� ����������� �
������	�� ��� ����
��
�� �
�
��� ���������

��
��������� ����������� �����������	���������������� ( ) ( ) ( ) ( )
00

1
00

1 ,...,,,..., NN ddbb � ���������


������� ��������� ( ) ( ) ( ) ( )NN ddbb ,...,,,..., 11 ��+�����	�� ��������� ���
��� ���� ��������

)1( +s �����
��������
������������� ( ) ( ) ( ) ( )NN ddbb ,...,,,..., 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
b

ss btPtUHgradbb 1111111
1

1 ,,
1

γ−=+ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
b

ss btPtUHgradbb 2222122
1

2 ,,
2

γ−=+ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
NNNNbN

s
N

s
N btPtUHgradbb

N
,,1

1 γ−=+ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
d

ss dtPtUHgraddd 212111212
1

2 ,0,0
2

+−−=+ η ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
NNNNNNdN

s
N

s
N dtPtUHgraddd

N
,0,0 1121

1 +−−= −−−
+ η

��� �����#� ������ ��
�
�� �	��� ����
 ���� 111 ,...,,,..., −NN ηηγγ � �� ������ ��
���� ( )1,0∈jγ ,

Nj ,1= , ( )1,0∈jη , 1,...,1 −= Nj �� 
� ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
s
j

T
jj

s
jjjjb btPtPbtPtUHgrad

j
+=,,1 ����������

������ t , [ ],,1 jj ttt −∈  Nj ,1= , ( ) ( ) ( ) ( )( )=+− +++

s
jjjjjjd dtPtUHgrad

j 112 ,0,0
1

( ) ( )( ) ( )
s
jj

T
jjj dtPtP 111 00 +++ +++= , 1,...,1 −= Nj .

����������� �� )
�����#� ����� 
������	� ����
��
�� �
�
��� ����	
������ ������
	��
� ��
�
������ 
� ���
���� ��������� "�� �#� �����
�� �
� �
�
	������ �����
�� �

��������������������

������������� ����������	
������
�����
 ��
�
������
�������

��������

��� ����
� 	���� ����� �
������

� ���� ������� �
���� �����	�� �� ����#� ��� �� ��� ����
��

	����� �	��� �
�
	���
� t � �� 
������� ���������� 
������	
 �#� �����	��� "�� �#

( )( ) ( )( )tbtb N,...,1 ��
��
#���	������
���	������������
������
�
�� [ ) Njttt jj ,1,,1 =∈ − .

���������� 3.����� ����
��
�� �
�
��� ����	
������ ������� �����	�� �����
�� ��
�	���� ����������� �� ��������	� 
���	���	� ����� ���� �
� ��������	� ����� ������ �
���
��

"�� ��� '
	�����
�%������
� �� �����
��� ���������� ��������� ��������&��� ���

�
�������� ( )( ) ( ) Npdkkqqkb ppppp ,1,,1,...,1,0, 11 =−+=+ −− .

1.��
�	
���������
������������� 
����������� ������� �	������� �� 	
�����������
��	���	�� ��	������� ������ �� ��	����
� �����  ����

!	�"����� ���	��� �� �#
	��		����
���� �� ������#� �
����	
������ �� ��	�������� 		�  	
!���$� ��	�������� �
��%
	������� ������&� ��� ��� ��
������ ����	����
� ����� '���������
�� �	�����������
�
���"���(� �����

!	���$#����	��� 		���!�	������ �� �������$(� �������� ������&� �����
98–107. 3.���	����
������)������������
	������!�����������������������������
��*�!��

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



296

*����� +�	�"��
� ��+��� ��	����
� ����� ��	���	�
���	����	������� 
����������� �
���
(���
���� �������� ���
��� ���� ������ ����
�	
��������� ,��
%�-��� .����� *�	�� ,�/�
������� ������� �	������� ��� ����
�� ����	�
���� %��
�
�
� �	
��
	�� 		� �������� �	
!����
���������������	����������	�������
�%���������������������������

��������

���������
*��������#�
 ��
���#�������������	��,��-�
�


����������������������������� ���!���������
 ��"�!��� ��������� ������#�

 ���#���0�, 2000

���$�%&�'(�&)�� 	*+�� 
��,%&���������� -
	�.�%&�
�/�0��,%&�+-%�1��+��	0
$
,-+���%����*�%	1�%&�+��-	%�������+-�*	1���%����*�-)��*	%	1�%&�+��-	%���

)��
#� �� �� �
�
���� ���
���� ����� ��� ������������	� �
�.���	� � 	��� ����	� ��
���

��&�����(������	�� ����� �� ������� ��
������	� ���)��
#� �� �� ��	��
�� ����� ��� 
� �� �

������������	��
���������	��
�����
����/������K, PK, UK����
��	�����������

���� ��  ������ ���
�� ��	��
�� �
� ������ ���� �� ����� ������� ���
� �� ���������� �������

���
��	���D, BD, UD��/�����π������������Π�����
�
�	����"��	������#����	���������

���������������������∈ OK��������������∈ OD�������� � ����
��	����� !�"K�������������

mod BD��������"���	
���	
���������������
������� ����� ���	��"��	�ϕ : D ⊗K P ≅ Mn (P).
������
����#$!D/K(a) = det ϕ (x ⊗����
���
�����������
�����	����%��
��	���

(1) =
SL1 (D) = { x ∈ D* | NrdD/K�%��&��'�������������	������������(����������
�����	�����

)��
#�)i = 1 + BD
i, Ci = Ui ∩ D(1), (i ≥�������
�
�	������)0 = UD, C0 = D(1)

�������*� ��+��

��������� ������ ,�� ��� ������ 	*�+�� ���
��	�� ��
�	�#� ��	��
��  ��� ��������� �����

���������������������	��
���
	���-�
-1b-1

���������∈ A,  b ∈ B.
0��
� ���������������
�
������
����
�������������
����������������������
����

(�	
�	�������"�����
 ���	���������
���������������
���
�����
���	�����	��.��
	���������

���
��������
�����
���	������	������
�������#��
��#��������
��

��	
�����)��
#���.���$���
1) [C1, Ci] = Ci+1������������/≥ 1.

2) [C0, Ci] = 
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