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The mathematical model on the basis of electrohydraulic analogy intended for 
analysis of steady-state regimes of electric receiving apparatus – frequency-controlled 
asynchronous motor with centrifugal pomp is created. A new method of steady-state 
regimes analysis of frequency-controlled asynchronous motor with centrifugal pump as 
element of power distribution system load center is offered for the first time.  Static 
characteristic of  hydraulic network are taken into consideration.  
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    ������ IU3QgHS =ρ= ;       (1) 

    �
2
����� SU3QgHZ =ρ= ,       (2) 

�	���, Q� –���������
����������
��	

�����������
����
�������������
�����������������, 
U��, I�, Z� –� ��������
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(� �	��������� �����
�� ���	����
�� ���	��� �����	
���� �	���� 	�	������������

)%*����������������������
���

��������
��������	
�������������+����������������� 

0'QQQ dd�d =−− ∞Σ ;          (3) 

0QQQ '
qq�q =−− ∞Σ ;          (4) 

0QQQ Tddd =−− µ∞ ;          (5) 

0QQQ qTqq =−− µ∞ ;          (6) 

0QQQ dd�
'
Td =−− ∆ ;                     (7) 

0QQQ qq�
'

qT =−− ∆ ;          (8) 

0HQxQrk d0q���rd��v =−ω− ∗ ;                    (9) 

0HQrkQx q0q��vd���r =−+ω ∗ ;                  (10) 

( ) 0HQxQxx d0qQ�r
'

qHt�r =+ω++ω µµ∗∞µ∗ ;                (11) 

( ) 0HQxQxx q0dQ�r
'

dHt�r =ω++ω −µµ∗∞µ∗ ;                (12) 

0QxQrkQx qQ�rdQvqQ�r =ω−+ω ∆∆∗∆∆µµ∗ ;                (13) 

0QxQrkQx dQ�rqQvdQ�r =ω++ω− ∆∆∗∆∆µµ∗ ;                (14) 

0HQxQrkQxQrk d�qQ�rdQvq�H�rd�Hv =−ω−+ω+− ∆∆∗∆∆∆∗∆ ;                                   (15) 

0HQrkQxQrkQx q�qQvdQ�rq�Hvd�H�r =−+ω+−ω− ∆∆∆∆∗∆∆∗ ;                                   (16) 

0HHH ���0
2
�r

2
q0

2
d0 =ω−+ ∗ ;                   (17) 

( ) 0QHHQQ ��d��d� =− ;                    (18) 

( ) 0QHHQQ ��q��q� =− ;                    (19) 

( ) 0QQQHH �d���d� =− ;                      (20) 

( ) 0QQQHH �q���q� =− ;                   (21) 

( ) ( ) 0UIxIrIxxIrr d1q2a�sd2aq1a1�sd1a1 =−ω+−+ω−+ ∗∗ ;               (22) 

( ) ( ) 0UIrIxIrrIxx q1q2ad2a�sq1a1d1a1�s =−−ω−+++ω ∗∗ ;                         (23) 

( ) ( ) 0IxxIrsrIxIr q2a2�sd2a2q1a�sd1a =+ω−++ω+− ∗∗ ;                         (24) 

( ) ( ) 0IrsrIxxIrIx q2a2d2a2�sq1ad1a�s =+++ω+−ω− ∗∗ ;                         (25) 

( ) 0s�s�r�s =−ωω−ω ∗∗∗ ;                   (26) 

( ) ( ) 0fcosfIIIIx 21d2q1q2d1a =−− ,                                                   (27) 

( ) ( ) 0fcosfkf2U 21m126
2
m1 =−− ,                                        (28) 

�	����, Q�� –��������
����������
�����������
�����	
�����������������
	
�������

��������� �	���� ��� ���������
�� ��������

���� �µd, Qµq –� �������
����� �����
�� ������

���
������
	
�����
�	

�"���������"�������	����∆d Q∆q –��������
����������
��������
���
� �	�	�� �+���
	

��� �Σd, QΣq  –� �	��������
�� �������
����� �����
�� ������ ���
�
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����	
������� ������ �∞d, Q∞q –� �������
����� �����
�� ������ ���
� ��	�������
���
����	
������� ������ �

’
��, Q’

�� –� �������
����� �����
�� ������ ���
� �	��	��
���

����	
������������� 2
q�

2
d�� QQQ +=  –�����
�������
������������
��	���
�������	
�-

������ ������ 2
q�

2
d�� HHH +=  –� ����
�� 
����� 
�� ������ �	���
��� ����	
������� ������

� � �� �� �
�

�
�= +  –� �������
����� 
����� ��	�������
��� ����	
������� ������ ( )�� QH  – 

�����
��
����
��������	������ ���������
����	�	���� ��, x� –�������
�� ���	����
��
�����������+�����������"����	��
��
��������	
	���������	
������������
�������	��	����

��� ���������
	� ��������

��� �∆�, x∆� – ������
�� ��� �	����
�� ����������� +��
���������"��� ���������
�� ������ �� �������
���� �������� ������ �∆Q, x∆Q –� ������
�� ��
�	����
�� �����������+�� ���������"��� ����� ������
�� ��’������ �	�	�� �+���
	

�� 
��
�������
�����	
��������������µ�� xµQ –��	����
�������������+���������"�����������
��
����� ���
�	

��� ���������� ������	�� 
�� ���� �� ��’��
�� ������� ���
� ������ �t – 
�
����'
��� �	����
�� ���������� ����	
������� ������ �v –� ��	�����
�� ���������� ��������
���
�����	
�������������ωr�� –����
��
�������������������	���

�������
���������#��– 
$%��ω��� –����
��
�����������������
���������	

������������
���

��������
���ω�  – 
�����	� �
��	

�� �������� ������� �	��	�� �

-1
��� ,� = f1cos(f2) – �	��
��
�� ���	
��

����	
��������������-1d��-1q��-2d��-2q –���������
���������������������	�	
�����
�����������
�������#��� m1U  –� ��������
	� �
��	

�����
��� 
���������	

�� �������� ��
���

����

����
����1, x1 –��	����
������
�����
������������"��

����������������� -�����
���
������
��� ��	�� ��
���

���� ����
��� �2, x2 –� ��	�	
�� ��� �������� �	����
�� ���
�
�����
�� ����� �����"��

�� ������� �������  -�����
��� ������
��� ��	�� ��
���

����

����
��� ��, x� –� ��	�	
�� ��� �������� �	����
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���
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����������
���������������
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����
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�� -�����
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#��� �� –� �����

�� ������� ��
���

���� ����
��� �m –� ���
�'	

�� ��������
����
	�	�������
��
���� ���	
��� ��
���

���� ����
�� ���� ����
���� �����

�� ��� ���	
���

�����
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���	

�� 
(������
�-�	����
��������������	������
�
����–�������������������� 

( ) 0x =f ,   (29) 

�	� ( )� � �� ��� ����� �= ωω
�
��	����–�����	��������
����	�������	����� 

( )
tqd

'
Tq

'
Td

'
q

'
dq�d� Q,Q,Q,Q,QQQQ ΣΣ∞∞= ,,,Q1 ; ( )

tq�d�qdqd Q,Q,Q,QQQ ∆∆µµ= ,,Q2 ; 

( )
t����q0d0 HHHH ,,,H = ; ( )� � � �= � � � �� � � �

�
� � � � ; ( )� �= � �� �

�
� � ; ( )

t�r,�s s,� ∗∗ ωω= . 

������
��
��
������������������	�����
�
������
	�����
����������������������� 

U1q=0;  d1
2
q1

2
d1m1 UUUU =+= . (30) 

.	��
��
�� ���	��� ���
�
�� �����
��������
�'	� �����������	������.�"��
����������

�����������������������������
��� 
( ) ( ) ( )ll1l xxx ∆−=+ ,                                                                  (31) 

�	� ( )lx∆  –��	����–�����	������������� 
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/����
	
�� �	����-�������� ��������� �����"������ '������ ��������

�� ���	��
��
	������
�����
�
�����
��#�–$%��	������0������������������� 

( ) ( ) ( ))(f)( lll xxxW =∆ .   (32) 

,������1������������	�����
�
����������������

���������������������� 

( )� �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�� ��

�� �� �� ��

�� ��

�� �� ��

�� ��

�� �� �� �� ��

=
� �

,                              (33) 

�	 

•••••••
•••••••
••−••••
•••−•••

•••−•−•
••••−•−

=

�

�

��

��

���

���

��� ;��� =

• • • • • •
• • • • • •

− • • • • •
• − • • • •
• • − • − •
• • • − • −

�

�

� �

� �

; 

( )
( )

••••••••
••••••••
••••••••
••••••••
••••••••
•••••+ω−••
••••+ω•••
••••••ω
••••••ω−

=
µ∗

µ∗

∗

∗

H��r

H��r

�v��r

���v

xx

xx

rkx

xrk

21W ;  

••••••
−ω−ω••
ω−ω−••

••ω•ω
••ω−ω•
•••••ω
••••ω•
••••••
••••••

=

∆∆∗∆∆∗

∆∗∆∆∗∆

∆∆∗µ∗

∆∗∆µ∗

µ∗

µ∗

HvH�rQvQ�r

H�rHvQ�rQv

QvQ�rQ�r

Q�rQvQ�r

Q�r

Q�r

rkxrkx

xrkxrk

rkxx

xrkx

x

x

22W ;  
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��� =

− • − •
• − • −

• •
• •
• • • •
• • • •
• • • •
• • • •

− + − + • •

� �

� �

� �

� �

� �
�

�
�

� �
�

�
�

� � � � � �� � � � � �

;  

( )
( )

••ω−
••+−
••−
••+−
••−
••++
••++
••
••−

=

∗

∆∆

∆∆

∆∆µ

∆∆µ

µ∞µ

µ∞µ

’0�r

d�Qd�H

q�Qq�H

dQd�Q

qQq�Q

d�Q
'

dHt

q�Q
'

qHt

d��

q��

H2

QxQx

QxQx

QxQx

QxQx

QxQxx

QxQxx

Qx

Qx

26W ;  

( )
( ) •−•••••

••−••••
•••••

•••••

=

���

���

QQH

QQH

1

1

32W  

( )
( )

1

1

QHQ

QHQ

���

���

•••
•••

−•••
•−••

=33W ;  

( )
( ) aa�sa1a1�s

a�saa1�sa1

rxrrxx

xrxxrr

−ω−++ω
ω−+ω−+

=
∗∗

∗∗
44W ; ��� =

−
•
�

;  

( )
( ) •−+•

•++−•
=

d2ad1a1

q2aq1a1

IxIxx

IxIxx
46W ;  

( )
( ) •−+•

•++−•
=

d1ad2a2

q1aq2a2

IxIxx

IxIxx
56W ;  

( )
( ) a2a2�saa�s

a2�sa2a�sa

rsrxxrx

xxrsrxr

++ω−ω−
+ω−+ω−

=
∗∗

∗∗
54W ;  
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12m11m

1111

fkfk

ff

••••••
••••••

••••••••
=61W ;

13m13m

1313

fkfk

ff

••
••

••••
=63W ;  

••••
−−

••••
= d1aq1ad2aq2a IxIxIxIx64W ; ��� =

•
•

−� ��� �� �

; 

( ) •−
••

−ωω•
=

−−

∗∗

526
'

526
2
d114m

14

2
�s�r

f4fUfk

f

1

66W ,  

�	� ( )( )2
q

2
d

2
q0

2
d01 QQHHf ΣΣ ++= ; ( ) ( )dqd0q02 QQarctgHHarctgf ΣΣ−= ; 

( ) ( ) ( )( )2
q0

2
d021q012d013 HHfsinfHffcosHf +−= ; 

( ) ( ) ( )( )2
q0

2
d021

2
d012q014 HHfsinfHffcosHf ++=  

( ) ( ) ( )( )2
q

2
d21q12d11 QQfsinfQffcosQf ΣΣΣΣ ++= ; 

( ) ( ) ( )( )2
q

2
d21

2
q12q12 QQfsinfQffcosQf ΣΣΣΣ +−= ; 

( )( ) 12
2

211�*s
2

1111126 cxcxrrcf 


 +ω++=− ;  1242611526 cfcf −− = ; 

12
'

42611426
'
1

'
526 cfcfcf −−− += ;    ( )326

'
326

'
426 f2ff −−− −= ;   � � ��� � � �� �− −= + ; 

( )226
'

226�*s226�*s
'

326 fff2f −−−− +ωω= ;   ( )2226�*s
2

1326 frf −− ω+= ;   2
'
1

'
226 xcf =− ; 

122111226 cxcxf +=− ;  � � �� �� ��= ;    ( )2a�*s
2
a12 xr� ω+= ;  

( ) 2
12

'
121112

'
11

'
1 cccccc −= ;    �*s

2
a

'
12 x2c ω= ; 

( )( ) ( )( )2a1a1�*s
2

a1
2
a

2
�*sa1

2
a11 xrrxxxxrrrc −ω++ω++= ;  

( ) ( )( ) ( )( ) 11
2

a1a1a1
2
aa1

2
a

2
�*sa1

2
a�*s

'
11 cxrrxrrrxxxxxx2� −++++ω⋅+ω−= . 

���� 	�	���
���� ��������

�� 
	��
��
��� ���	�� ����� 
	�����
�� ���� ��������
��

���������� 
����	

��'���
�� 
	�������� !� ���"� �	��"� ��������� 
	�����
�� �������

����������
����	

�����������	���

�������
������������	��ωr���������

��������� ���

�������ωs���
���������	

����������U1d���
���

��������
����������	

�����������

+��
�����+���	�����������
��������������������'������������� 

( ) ( )[ ] 025,0
���

0
�*r QHQ=ω ;     (34) 

( )
�

0 s35,0s = ;      (35) 
( ) ( ) ( ))s1( 00

�*r
0
�*s −ω=ω ;                          (36) 
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( ) ( ) ( )[ ] 3,0
���

0
�*s

0
d1 QHQU ω= ;              (37) 

%������������������������
��	

��Q�d, Q�q, H�d, H�q ����������������� 

( )0�d� cosQQ γ= ;      (38) 

( )0�q� sinQQ γ= ;      (39) 

( ) ( )0��d� cosQHH γ= ;              (40) 

( ) ( )0��q� sinQHH γ= ,              (41) 

�	� ( ) ( ) �q���q�o�d���d�o QQQHH)sin(;QQQHH)cos( ==γ==γ .  

(�����������	

��#�����	��������������
���)%*���
��	

������� oγ ���
�����
���

������
���%�����
	�����
���������������	��� ����
�
�� ���–(16), (22)–(25�����������'���


��U1d, U1q, Q�d, Q�q, H�d, H��, γ, ω���, ωr��, s, – ���������

������	�
���	�����������–(41). 

�������
��� �
��
� �����	
�� �	����� ���	����� #�� –� $%� �����
"������ '������

���
�����
��������������Q�����	��������Q�min����Q�max����������+�� ( ) ��	
���
��

= ��1��

�������� �������	

��� ������
�� �'	� ��
� ���� ����������� ���������� 
����	

�� ���


��	�	
���+	�����������–��	�������������	�'���������	
�����	�����������������


����	

��� ���� �������
��� 
�����
���� �����	
���� �	���� �� �	�������� �������
���

���	�	�
�������	���� 

!����������"������	
������	����
������	�������	�	
���	�������������
�������
���

�����	
�����	�������	�����#�–$%������������������ 

• ���	�����������������������.,-1250-����������
��#�	������#!,-	��������(23�� 

• ���	�����������������������.,-1250-����������
��#��������#!,-���������(23�. 

/������
���
��	

��
���
���
�������	����������.,-1250-260: 

x�=11,6208; r�=0,2678; xt=0,059; xµ�=0,003; xµq=0,256; x∆q=11,6; r∆q=24,95; x∆�=0,44; 

r∆�=0,0051; H��=1,387; H����������Q��=1250 �3
������P�=1107 �$��� �=3000 �����. 

/������
���
��	

��
���
���
�������	���������
��#�	������#!,-	��������(23�� 

r1=0,0057; x1=0,1193; r2=0,0033; x2=0,1937; ra≅0; xa=5,888; P��	�����$���!�����$��

kmax=2,1; cosϕ�=0,9; n�=2975 ���������=0,0083333. 

/������
���
��	

��
���
���
�������	���������
��#��������#!,-2000/6000(23�� 

r1=0,00508; x1=0,11664; r2=0,00292; x2=0,18936; ra≅0; xa=6,707; P��������$���!�����$��

kmax=2,1; cosϕ�=0,91; n����������������=0,00833. 

�������
�� ����	�	
�� ���� ���
�� �
��	
�� �m� �������
�'	

�� ���� ��������
��

	�	�������
��
�����	
����#�������	
������������������	�����	�����������.��������������


��	�	
�� �	�������� ��� �������
���� ���� �m = k������ �� ������� ������
�� ���	�
���	��

�����
����	�������	�����#��–�$%����������
������������
����� ���������������

��

��������
���
���
������������
�
�����������������=1. 
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���� 2� ��
	������ ������ ������� �s ������� ��	���� ������  
� ��	������ ������ �� �r ������ ������ ��� �������� ������� ����. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

���� 3� ��
	������ ������� ���
	��� �� U1 ��� ��’����� ������� Q���. 

 
 
 
 
 
 

���� 4� ��
	������ �������� P � �	�������� Q  
���������	� �� ��� �������� ������� Q���. 

1,5 

2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7,5 

0,05 0,25 0,45 0,65 0,85 1,05 1,25 

 Q  ��� 
 

U 1� �� 

AD#1 

AD#2 

2800 

2850 

2900 

2950 

3000 

3050 

3100 

3150 

3200 

0,05 0,25 0,45 0,65 0,85 1,05 1,25 

Q 
��� 

n ������ 
n s 

nr 

0 

400 

800 

1200 

1600 

2000 

0,05 0,25 0,45 0,65 0,85 1,05 1,25 

Q 
��� 

P, ��� Q� ���� 

P 

Q 

AD #1 
AD #2 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 

 

67 

���	�
�� 
(�	�'	� �������
���
�� 	�	���
�� �� ��	����
�� ���	����
�� ���	��� �����	
����

�	����	�	������������–���
���

������
�–�����	
�������������–����	�	�	
���������

���
���	

�� )%*��&����
�� �	�������� �������� ������
����� ������'�� �������	
�� ���

�	��"� �����	

�� �������
	
��� ���	����
��� ���	��� �
������ �����	
�� �	����� 	�	����-
���������
�� ���	�� �� �������

��� �����
���� ������ �����
��� ������	����� ������-
���
����	�	��� 

1.  ��������� ��	�� 
���������� �������� ������� ������������� �������� ��� �������
���������������������������–� �����-������������ ������–� ���� ��� ������������
� ��� ���-
������!�"�
��#�����������������$����� �. –�"��� �	
���–����������� �����������������$��
�$��������$����������%������������������������ ��������&�'��	��������–�
����	
���– 
���� ��� ��� (�)����� *�#��� +��������� ,�-��� .������� ��	�� #������������ �����$� �� �����-
�����$�� –�
��� �		��� –� ���� ��� ��� ��������	��
����������� /������ ������������������ – 
"�������	�	��–������� 

 
 
 

����������� 

���� ������
����� 
.����
���
���
��	���	��"3��������������	�
���#�� 

���	�����
��������
�-����"����
����	�
�� 

���������  !��"��"������#�$#%� 
�&!���'��(� ��������$#�!��)#��&!��)"� " �*�'���+#�

"&"����+ �*�����,��-#* 

�*����������
�
������� 

�������.��/�	���0��	�1��2�	��
�������		���������/	�3	�4��������5���

������4��6���.�	���7�������8�!��9�����	����.��/�
���.�����	���.
	2.���5�2��4�
.���3��9�.������3	�/�5�/�9����5�����		�/����	3�		�-��.	���
���������� 

Method is based on electrical theorem of variation. The Jacobean matrix can be 
calculated after single direct problem solution without methodical errors that are 
inhered for the finite-difference method.  

6���	�
���5��9���� 
)�	����
�� ���������"� ���������"��� ���� �
�����	

�� ������������� ����������

������
��������	�	����
������
�
�����������	��
���������
���������
��
������
�
��������

�
'���������
����
���	��
���	�	�
��������������	��������������"��
�����
�'
�� 
	�	����
�� �	��
� 
	–���*���� ����������� 	�	����
��� ������
����� �������� �� ������+��
������� �� ���
�� ����������� ��������� �����"��� ���
�'
����� 	�	����
���� �����	

"�

���
����

"�� ������""���������	����"�
����� �����	

��� ������� ����
��
�"������
��

�	���������� ����"��
�� �
�������� ����������� ��������� ������
����� ��	�	�
�� �������� 
[1–������������	

��������"��

�����������"���	�	����������������+	
��
�����
�'
���
���	��
����������� 
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