
 157 

��������� 

��������
�" 
2���	������	�����	���������������	���������	�	�����9�.��(�����	��$�� 

����������������-��/��������8��������
������������� 0�������� 

�'������	�
�������� 

�$'�#�
"�  '�%!$����

-� '��
-
	���#�� %�-� "!�!�#�$'�3
"+� (�%�3�� &� �� �%�&�

%"���	
�,� "*�<#
�,� !��� 3�'�(� �(�<#
"� 
�� (��-(�
�� %��� :&
�.�+�� �
�9%�
�9� $"3
�9�

-�
�9� '"(��-("�� '��
-
	���#�� %�-���
�9
"4"�'"( "%��&�'�%���	
�,�
���
$�)�
	�
��
*"�"��9� "��',
����� '" "
"��
��#�$"%����'"('�,&
�&�$"�!$"!$�

"4"�.���
%'�� '��

�&!�"�"-��
�9
�,�
���
$�)�
-,�
��*"�"��9� "��',
�� 

3�������	�����$������	���	�����'����	�����	$�������	�����������
�������������-
���� ���� �� �������������������#'� �����������	��������������6���������� ���	������������
�
���	��� ������	
�� �� ����	�	� ����������� �� �	������� ���	� ������������ �����������
������	�������������������������������������[1]. 

3���
����������������#����������������	
��	�������������%��
��������– 1R �������%��
�– 2R , 

����	���– L ��"������	�����	$����	����������	����� xr ,,θ �������� x ������#��������������

�	���� � �	�������� ����*���� �����$	��� ����������� uvw ,, �� (�$����� �����	����

������	��� �� �	����'� ������'�� 5	������ �������	
� �������	�	� ���	���	$�	�	�

���#��	�	��	���	�����������	�	�������������	������*������*���� uw, �����������

������������������θ ��������*���� v �������'#����'��6�����������'����� ����	���	$�� �
����$������ �������������	���$�����	����������������������� 
����������6�������� �������
����*��������������	�������������������	�	�
���������	����� 

0,0
1 2
2

2 =+
∂
∂+∇=+−

∂
∂+∇

G

V

x

e
u

G

V
w

rr

e
w xr χχ ,                   (1) 

�� �
ν

χ
21

1
,,

1
2

2

2

2
2

−
=

∂
∂++

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

x

u

r

w

r

w
e

xrrr
, G – ������� ������� ν  – 

������#��� (��������� xr VV ,  –� ��������	� ���#��	�� �	��� "����� ������ � ����*���

( ) ( )rxrx/ ,,, Ψ ���� [2]: 

 
rr

w
∂
Ψ∂+

∂
Φ∂= ,

xx

/
u

∂
Ψ∂−

∂
∂=        (2)  

(������	��� ������������ ���� �� �	����� �������� ����� ������ �������	�� �������� 
���	��#�� 

( ) ( ) 021
2

3
2 =+

∂∂
Ψ∂−Ψ+∇

∂
∂+

G

V

rx
/

r
rχχ , 

( ) ( ) 0211
3

3
22 =+

∂
Ψ∂−Ψ∇

∂
∂−+∇

∂
∂+

G

V

xx
/

x
xχχχ .   (3) 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 158 

(���	�����'#�����%�����������	���	��������������
�x, �������–����������
�r���
������	��� �������������*������	��#�� 









∂
∂−

∂
∂=Ψ∇

∂∂
∂

rx V
x

V
rGrx 2

12
2

; 

 








∂
∂

−
−

∂
∂−

∂∂
Ψ∂

−
=∇

∂∂
∂

rx V
x

V
rGrx

/
rx ν

ν
ν 12

1

1

1
3

4
2

2

.           (4) 

.	�����������������������	��#�������-���������	
�������(1.���	�����	$�	���������
����������
�������#'����#��	���	��$������������� ��"	���	����%	����������%���� ���� ���	����
��������
�[1������������	��#���������������������������	����� 

( )Ψ+Φ
∂
∂+=

2

2

2
r

Ger λσ ;     ( )Ψ−Φ
∂
∂+=

2

2

2
x

Gex λσ ; 

 ( )Ψ+Φ
∂
∂+=
rr

G
e

2λσθ ;  Φ
∂∂
∂=

xr
Grx

2

2τ ,   (5) 

�� ( )( )νν
νλ

211 −+
= E

,  ( ) Ψ
∂
∂−Ψ+Φ∇=

2

2
2 2

x
e , E  –��������=�����(����������� ���� ����

��'������������
�	�(1.��	�����	$�	��������$������������	�	����� ����� ������������5�
���������������������	������ ���
�	�����%�� ��$�����������	��������	��������������
1�����	������ ���
����(1.��	�����	$��������������� ��������������	��'� ��	���������� γ ) 

����	�����H.�1����������	�����������������������	$�������	������������������������	�
���	����� 

( ) Hx����Hx����HxRr��� rrrx ≥=≤−=== 0,,01 σγστ ; 

 0,0,0;0,02 ==−===== rxxrxr LxxRr τστσ ,   (6) 

5��������������	����������	���	� ( )γ+
HF �������	������%�#�������������������'#�

( ) Hx���Hx���Hx rr ≤=≥−−= 0, σγσ �� ��� �������������������������	���	�

( )γ−
HF ��(����������'������������	�	��*�����*���	����	������� �����*�������	����� 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,0,;,0,

0,
16

ln
4

, 32

=Φ≤≤=Ψ

≤≤−
−

+




 +−=Ψ

rxLxH����rx

Hx����Hxcrar
c

Hxrx
ν

ν
  (7) 

� 

( )
( )

( )
( ) ,
12

1
,

12 2
2

2
1

2
2

2
1

ν
νγν

−
+

=
−

−−
=

cR
a

RRE

R
c  

��������������	����������������%���� ���������������������� �����������������	$�������	�

�����!�����	����	���	���$�	
���������������������� ������������1��������������� ( )γ−
HF  

������ �����*��������������	���������'$	��	���	$����������������������	
��	����� 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,0,;0,0,

,
16

ln
4

, 32

=Φ≤≤=Ψ

≤≤−
−

−




 +−−=Ψ

rxHx����rx

LxH����Hxcrar
c

Hxrx
ν

ν
  (8) 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 159 

0��'$	� �	���� � ������
� ��������� ����� ��� ��������	� ���� ������	��� ����*����� �� ���
��������	� ���� –� ����������� (�	� ������� ����������� ��
����%	�	� ��� ���$����	� �������

����������������������� θσ ������������''��� ( ) ( )
��



��







+
+

−
=

�

� νν
σθ �����������$	�	��

*������	���������$���������������������������������'�����	� 1Rr =  ��������''�� 

 x
RR

RR
2
1

2
2

2
1

2
2

−
+

= γσθ .           (9) 

1����	�����	$�� ��������	����������������������	������	����� 

 




 −=

R

h

h

R
x

4
γσθ ,      (10) 

��
2

, 12
12

RR
RRRh

+
=−= ��,���������	�����$���������������������������� 

6����������(1.�����������������	�������������#'�������%�������	�������������
����
�����������	������������ �����*������'����	���� 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22

4
ln,,

2
, r

f
rdrrxrx

b
rx +=+Φ+=Ψ ϕϕ ,   (11) 

��
( )
( )

( )
( ) 02

2
2
1

2
2

2
1

2
20 ,

1
,

1

12
,

1
pfb

R

d
f

RRE

RRp
d

ν
ν

ν
νν

−
=

+
−=

−

+
−=  – �����	
�������%��
��	��� 

�������'$	� ������ � ����*��� ����� ����� ������ ������ ������������	� �������������
�����%��� ������������� ����	������ �����%�#� ������������ �� �	������ ��������������
��	����	�������%	��'������	����	������� 

( ) 0
2

0,;
2

, 1 ==≤≤−=≤≤−= rxrr Rr���
L

xxLx
L

Lx τγσγσ . 

&��� ������������ ����#����� ���������#'� ����� ������
� ( )γ+
LF  + ( )γ2

2

−+
LF � ��

����������������� �����*�����'����	���� 

( ) ( ) ( ) ( ) Lx
L

����Lxcrar
c

Lxrx ≤≤−
−

+




 +−=Ψ

2
,

16
ln

4
, 32

ν
ν

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .0,0,

2/),2/2(
16

ln
4

, 332

Lxrx

LxL����LxLxcrar
c

xrx

≤≤=Φ

≤≤−−−
−

+




 +−=Ψ

ν
ν

         (12) 

&��� ���$����������#����� ca, � ��������������������� �����"	���	�����'$	�������	�

������������	���$	�	� ������������%����	� ����� ��������*���� ������������������-���
�
��$�������������������	������� 

���)���������*���	�������4�<���7���,��	�*������"����� �� ���������� ����������������
�����–��������	��–�	���������LoveA.E.H. A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. –  London, 
1944. –��������
��:���2����(�
����������3���:����+�����"������–��������	��–�	����� 
 

 
 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


