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Тобто FD -метод є експоненційно збіжним. 
Наслідок 2.1. З (2.20) випливають двосторонні явні апріорні оцінки для власних 

функцій задачі (1.1), (1.2): 
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ЗА ПАРАМЕТРОМ 
ДО ПОБУДОВИ РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ СИСТЕМ 

ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

 Й. Р. Желізняк,2000 

Розглянуто застосування методу диференціювання за параметром для побу-
дови розв’язку задачі Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь з 
малим параметром у правих частинах. 

The application of a method of differentiation on parameter for construction of 
the decision of a task Cauсhy  for system of the ordinary differential equations with 
small parameter in the right parts is considered. 

Теорема 1. 
Розглянемо задачу Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь 
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де функції −),y,,y,x(f ,n1i εK визначені в деякій області D:{ ,axx 0 ∞<<−  

,byy i0ii ∞<<− }10 ≤≤ ε , i = 1,2,..., n, мають в D неперервні похідні за своїми аргу-

ментами до другого порядку включно, ε – малий параметр. Нехай відомий розв’язок задачі 
(1)-(2) при ε =0: ),x(y 0ii ϕ=  де −)x(0iϕ  неперервно – диференційовні функції і нехай в D 

існують неперервні похідні n,,2,1i,
d

dyi K=
ε

. Тоді розв’язок задачі (1)-(2) можна пред-

ставити у вигляді рівномірно-збіжних рядів 
KK +++++= ),x(),x(),x()x(),x(y im1i0i0ii εηεηεηϕε , 

де ),( εη xis  , i = 1,2,3, ..., n,  s = 0,1,2,...,m, є розв’язки задачі Коші: 
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матриці Коші [2] задачі (3)-(4). 
Доведення.   
Диференціюємо (1)-(2) за параметром ε [3,4] 
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Міняємо в (3) порядок диференціювання і розв’язуємо лінійну задачу Коші відносно  
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У результаті одержимо 
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матриці Коші  [2] задачі (3)-(4). Представимо розв’язок задачі  (5)-(6) у вигляді  
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,n,,2,1i),,x()x(),x(y 0i0ii K=+= ερϕε                                              )7(   

де ),x(0i ερ  – деякі залишки. Підставляючи (7) в (5), одержимо 
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Підставляючи (10) в (9), отримуємо 
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Функції ),x(0i εη   вибираємо так, щоб вони були розв’язками задачі 
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Для залишків ,n,1i),,x(1i =ερ  маємо задачу 
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Тепер за нове початкове наближення беремо ),x(),x(),x( 0i0i1i εηεϕεϕ += ,а новими  

залишками будуть .n,1i),,x(1i =ερ  Розв’язок задачі (5)-(6) шукаємо у вигляді 

n,1i),,x(),x(),x(y 1i1ii =+= ερεϕε , і підставляємо в (5) 
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Розкладаємо праву частину в (16) в ряд Тейлора до першого порядку включно 
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 (17) 

.n,1i,10 i =≤≤θ  

Представимо залишки ),x(1i ερ у вигляді  ),x(),x(),x( 2i1i1i ερεηερ += .  
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Підставляючи  ),x(1i ερ   в (17), одержимо 
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Функції ),x(1i εη  вибираємо так, щоб вони були розв’язками задачі 
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Для залишків ,n,1i),,x(2i =ερ  маємо задачу 
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Тепер за нове початкове наближення беремо ),x(),x(),x( 1i1i2i εηεϕεϕ += ,а новими  

залишками будуть .n,1i),,x(2i =ερ  Розв’язок задачі (5)-(6) шукаємо у вигляді 

n,1i),,x(),x(),x(y 2i2ii =+= ερεϕε , підставляємо в (5) і т.д. У результаті розв’язок задачі 
буде мати вигляд  

),,x(),x(),x(),x()x(),x(y 1imim1i0i0ii ερεηεηεηϕε ++++++= K      )23(  

 де ),( εη xis  , i = 1,2,3, ..., n,s = 0,1,2,...,m, є розв’язки задачі Коші 
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 де ),x(),x(),x()x(),x( is1i0i0i1is εηεηεηϕεϕ ++++=+ K , s = 0,1,2,..., i = 1,2,..., n. 
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Oцінимо залишки n,1i,),x(y),x( 1mii1mi =−= ++ ϕεερ . Так як функції 

,n,1i),,y,,y,x(f n1i =εK  мають неперервні похідні в D до другого пор’ядку включно, а  

My iii ≤−= 00 ϕρ ,  =M const, то 
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і т.д. Внаслідок отримаємо   .,3,2,1m,n,1i,
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При 0:m mi →∞→ ρ . Отже, послідовність ,n,1i,,,,,, mi2i1i0i =KK ϕϕϕϕ  рівномірно 

збігається до розв’язку ),( εxyi  нашої задачі (1)-(2) в області D, що і треба було довести. 
Підвищення гладкості правих частин впливає на швидкість збіжності рядів до 

розв’язку вихідної задачі. 
Теорема 2. 
Розглянемо задачу Коші (1)-(2) для системи звичайних диференційних рівнянь, де 
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.n,1i,10 0i =≤≤θ  Представимо залишки ),x(0i ερ  у вигляді 
).,x(),x(),x( 1i0i0i ερεηερ +=                                      )27(  
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Для залишків ,n,1i),,x(1i =ερ  маємо задачу: 
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Тепер за нове початкове наближення беремо ),x(),x(),x( 0i0i1i εηεϕεϕ += ,а новими  

залишками будуть .n,1i),,x(1i =ερ  Розв’язок задачі (5)-(6) шукаємо у вигляді 

n,1i),,x(),x(),x(y 1i1ii =+= ερεϕε ,  і підставляємо в (5)-(6). Одержимо 

.n,1i),,,,,x(F
d

d

d

d ____

1n1n1111i
1i1i =++=+ ερϕρϕ
ε
ρ

ε
ϕ

K                )29(   

Розкладаємо праву частину в (29) в ряд Тейлора до другого порядку включно 

,dtdt),t(),t(
yy

),,,,t,t,x(F

!2

1

dt),t(
y

),,...,,t,x(F
),,...,,x(F

d

d
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∂
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∑ ∫ ∫

∑ ∫

=

=

K
 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 113 

.n,1i,10 1i =≤≤θ                                                        )30(  

Представимо залишки ),x(1i ερ у вигляді  
).,x(),x(),x( 2i1i1i ερεηερ +=                                       )31(  

Підставляючи (31) в (30), одержимо 

,dtdt),t(),t(
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dt),t(
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n,1i,10 1i =≤≤ θ .                                                  )32(  

 Функції ),x(1i εη   вибираємо так, щоб вони були розв’язками задачі 



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Для залишків ,n,1i),,x(2i =ερ  маємо задачу 
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)36(

)35(

 

Тепер за нове початкове наближення беремо ),x(),x(),x( 1i1i2i εηεϕεϕ += ,а новими  

залишками будуть .n,1i),,x(2i =ερ  Розв’язок задачі (5)-(6) шукаємо у вигляді 

n,1i),,x(),x(),x(y 2i2ii =+= ερεϕε ,  і підставляємо в (5)-(6) і т.д. . У результаті розв’язок 

нашої задачі одержимо у вигляді 
),x(),x(),x(),x()x(),x(y 1imim1i0i0ii ερεηεηεηϕε ++++++= K        )37(  

де ),x(is εη  , i = 1,2,3, ..., n,s = 0,1,2,...,m, є розв’язки задачі Коші: 
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де 
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 ),,x(),x(),x()x(),x( is1i0i0i1si εηεηεηϕεϕ ++++=+ K              )40(  

.,2,1,0s K=  Для залишків ),x(),x(y),x( 1mii1mi εϕεερ ++ −=   маємо 


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Дослідимо залишки K,2,1,0m,n,1i),,x(1mi ==+ ερ .Від останньої задачі перейдемо до 

системи інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду 
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Звідси одержимо 
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(41) 

де −ikR елементи резольвенти системи (41), iV  – вільні члени системи. Оцінимо залишки  

n,1i,),x(y),x( 1mii1mi =−= ++ ϕεερ . Оскільки функції ,n,1i),,y,,y,x(f n1i =εK мають 

неперервні похідні в D до третього пор’ядку включно, а  My 0ii0i ≤−= ϕρ ,  =M const, то 

виходячи з (41), одержимо 
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і т.д. У результаті маємо 
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−⋅⋅
⋅

⋅−⋅⋅
≤

ε
ε

ρ , 

де K – константа, яка не залежить від m. Отже, якщо 1
4

M)xx(K 0 <
⋅−⋅⋅ ε

, то 0m →ρ  при 

∞→m  і послідовність KK ,.,,,, im2i1i0i ϕϕϕϕ  рівномірно збігається до розв’язку ,),x(yi ε   
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n,1i = нашої задачі (1)-(2) в області D, що і треба було довести. 
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Применение метода малого параметра к численному решению дифференциальных 
уравнений. М., 1982. 4. Желизняк И.Р. Построение решения дифференциального уравнения 
первого порядка с малым параметром.Вест. Львов. политехн. ин-та, 1986, №202. С.63-64.  

УДК 512.64  

    В.М. Петричкович  
    Інститут прикладних проблем механіки і математики НАН України, відділ алгебри  

ПРО НАПІВСКАЛЯРНУ ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ МНОГОЧЛЕННИХ 
МАТРИЦЬ 

 В.М. Петричкович , 2000 

Узагальнено для довільних многочленних матриць результат П.С. 
Казімірського і автора про звідність многочленних матриць повних рангів напів- 
скалярними еквівалентними перетвореннями до трикутних виглядів з інваріант-
ними множниками на головних діагоналях. 

P.S. Kazimirsky’s and author’s result on the reducibility of polynomial matrices 
of full ranks by semiscalar equivalent transformations to triangular forms with the 
invariant factor along the principal diagonal for any polynomial matrices is 
generalized.  

Нехай M m n P x( , , [ ])  – множина m n× -матриць над кільцем многочленів P x[ ]  з кое-
фіцієнтами із поля P . Нагадаємо, що матриці A x1( ) , A x2( )  ∈M m n P x( , , [ ])  називаються 
напівскалярно еквівалентними, якщо A x1( )  = UA x V x2( ) ( )  для деяких оборотних матриць 
U GL m P∈ ( , )  і V x GL n P x( ) ( , [ ])∈ . У роботах [1,2] щодо таких перетворень встановлена 
спеціальна трикутна форма многочленних матриць та їх наборів над різними полями у ви-
падку m n≤  і матриці є повних рангів m . У статті ці результати узагальнені для довільних 
матриць.  

Надалі будемо позначати через d xk
A ( )  – найбільший спільний дільник мінорів k -го 

порядку, µk
A x( )  – k -ий інваріантний множник, D xA ( )  – канонічну діагональну форму мат-

риці A x( ) ∈M m n P x( , , [ ]) , тобто  

D xA ( )  = U x( ) A x( ) V x( )  = diag x xA
r
A( ( ), . . . , ( ), , . . . , )µ µ1 0 0 , µ r

A x( ) ≠ 0 , 

для деяких матриць U x GL m P x( ) ( , [ ])∈ , V x GL n P x( ) ( , [ ])∈ .  

Лема 1. Нехай A x( ) ∈M m n P x( , , [ ]) , rangA x r( ) = > 1. Якщо deg ( )d xr
A < | |P , то 

існує рядок  
u u um= 1 2 . . . , u Pj ∈ , j m= 2, . . . , , 
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