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âóë. Ñ.Áàíäåpè 12, 79013, Ëüâiâ, Óêðà¨íà

(Îòðèìàíî 30 âåðåñíÿ 2005 ð.)
Âèâåäåíî ðiâíÿííÿ, ÿêi îïèñóþòü içîïòè÷íi êðèâèõ, çàäàíèõ ïàðàìåòðè÷íî. Ðîçãëÿíóòî

içîïòè÷íi êðèâi äåÿêèõ êóáiê. Ïîáóäîâàíî ãðàôiêè içîïòè÷íèõ ïiâêóái÷íî¨ ïàðàáîëè, öè-
ñî¨äè Äiîêëåñà, ëèñòêà Äåêàðòà, ñòðîôî¨äè, òðèñåêòðèñè Ìàêëîðåíà, êóáiêè ×èðíãàóçåíà,
âåðçi¹ðè. Ãðàôiêè ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíèõ ñèñòåì MathCAD i AutoCAD.
Îïèñàíî äåÿêi âëàñòèâîñòi içîïòè÷íèõ êóáiê.
Êëþ÷îâi ñëîâà: içîïòè÷íà êðèâà, îðòîïòè÷íà êðèâà, êóáiêà.
2000 MSC: 53A04
ÓÄÊ: 514.74

Âñòóï

Içîïòè÷íà çàäàíî¨ ïëîñêî¨ êðèâî¨ � öå òàêà òðà¹êòî-
ðiÿ ïåðåìiùåííÿ â ïëîùèíi âåðøèíè êóòàα ⊂ (0, π),
êîëè â áóäü-ÿêîìó ïîëîæåííi ñòîðîíè êóòà äîòèêà-
þòüñÿ äî çàäàíî¨ êðèâî¨ [1, 2]. ßêùî êóò ïðÿìèé
(α = π/2), içîïòè÷íà íàçèâà¹òüñÿ îðòîïòè÷íîþ. Içî-
ïòè÷íi êðèâi âïåðøå âèâ÷àëè ôðàíöóçüêi ìàòåìàòè-
êè Ôiëiï äå ëÿ Ãið (1704) òà Ìiøåëü Øàëü (1837).
Ðîçãëÿäàëèñü içîïòè÷íi öèêëî¨ä, çîêðåìà åïi- òà ãiïî-
öèêëî¨ä [3, 4], ëîãàðèôìi÷íèõ [1, 3] òà ñèíóñî¨äàëüíèõ
ñïiðàëåé [3, 5], êîíiê (êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó) [3,6], êàð-
äiî¨äè [5]. Ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ içîïòè÷íèõ êóáiê
(ïëîñêèõ êðèâèõ 3-ãî ïîðÿäêó) àâòîðîì íå âèÿâëåíî.
Ëèøå â [3] íàâåäåíî ðiâíÿííÿ îðòîïòè÷íî¨ ïiâêóái-
÷íî¨ ïàðàáîëè.

Ìåòîþ ïîäàíî¨ ðîáîòè ¹ âèâåäåííÿ ðiâíÿíü, ùî
îïèñóþòü içîïòè÷íi êðèâèõ, çàäàíèõ ïàðàìåòðè÷íî,
÷èñëîâå ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåð-
íèõ ñèñòåì äà¹ çìîãó ïîáóäóâàòè ãðàôiêè êðèâèõ òà
äîñëiäæóâàòè ¨õ âëàñòèâîñòi.

I. Ðiâíÿííÿ içîïòè÷íèõ êðèâî¨, çàäà-
íî¨ ïàðàìåòðè÷íî

Äëÿ ïëîñêî¨ êðèâî¨, çàäàíî¨ â äåêàðòîâié ñèñòåìi êî-
îðäèíàò ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè x = v(ϕ),
y = u(ϕ), içîïòè÷íó âèçíà÷à¹ìî ÿê òðà¹êòîðiþ ïå-
ðåìiùåííÿ â ïëîùèíi òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ äîòè÷íèõ
äî íå¨, ðiâíÿííÿ ÿêèõ

y =
u′

v′
· x− v2

v′
·
(u

v

)′
, (1)

ïðè÷îìó êóò ìiæ íèìè � ñòàëà âåëè÷èíà α =
= β1 − β2, äå β1 i β2 � êóòè ìiæ âiññþ àáñöèñ i
âiäïîâiäíî ïåðøîþ òà äðóãîþ äîòè÷íîþ. Ïîçíà÷èìî
ki = tan(βi) = u′i/v′i, äå vi,ui � çíà÷åííÿ ôóíêöié ïðè
ϕ = ϕi , i = 1, 2 � iíäåêñè, ùî âiäïîâiäàþòü ïåðøié
òà äðóãié äîòè÷íié. Ðiâíÿííÿ tan(α) = tan(β1 − β2)
çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

sin(α) · (1 + k1k2)− cos(α) · (k1 − k2) = 0. (2)

Ïðèðiâíÿâøè çíà÷åííÿx òà y â äâîõ ðiâíÿííÿõ (1)
ïðè ϕ = ϕ1 i ϕ = ϕ2 , ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

x =
q1 − q2

k1 − k2
, y =

k1q2 − k2q1

k1 − k2
, (3)

äå qi =
(

ui

vi

)′
· v2

i

v′i
.

Ââàæàþ÷è îäèí ç ïàðàìåòðiâ íåçàëåæíèì, íàïðè-
êëàä 0 < ϕ1 < 2π, äðóãèé ïàðàìåòð ϕ2 âèçíà÷à¹ìî
ÿê êîðiíü ðiâíÿííÿ (2), à ïiäñòàâèâøè ¨õ çíà÷åííÿ â
(3), âèçíà÷èìî êîîðäèíàòè òî÷îê içîïòè÷íî¨ êðèâî¨.
Îòæå, âèðàçè (2), (3) � öå ðiâíÿííÿ içîïòè÷íî¨ êðè-
âî¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî. Íàéáiëüøà ñêëàäíiñòü ïiä
÷àñ ïîáóäîâè içîïòè÷íèõ êðèâèõ ïîëÿãà¹ â ðîçâ'ÿçàí-
íi íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (2), òîìó ùî âîíî ìîæå ìàòè
äåêiëüêà êîðåíiâ. Ïðàâèëüíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàëåæèòü
âiä íàëåæíîãî âèáîðó ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ϕ2=ϕ0

òà îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâϕi .
Ó òàáëèöi íàâåäåíi ôîðìóëè âèçíà÷åííÿ ki, qi çà-

ëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ ϕi àáî ti = tan ϕi äëÿ äå-
ÿêèõ íàéöiêàâiøèõ êóáiê. Ó ïðèìiòêàõ ïîäàíî îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ ôóíêöié içîïòè÷íèõ àáî ñïiââiäíîøåííÿ
ìiæ ïàðàìåòðàìè.
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� Íàçâà êðèâî¨ òà ¨¨ Ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ Ôîðìóëà âèçíà÷åííÿ Ïðèìiòêè
ï/ï ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ki qi

Ïiâêóái÷íà
1 ïàðàáîëà 3at

2
at3

2
−π/2 < ϕ1 < π/2

(ïàðàáîëà Íåéëÿ)
v = t2, u = at3

Ñòðîôî¨äà
2 v = a

t2 − 1
t2 + 1

, t4 + 4t2 − 1
4t

a
(t2 − 1)2

4t
π/4 ≤ ϕ1 ≤ 7π/4

u = at
t2 − 1
t2 + 1

Ëèñòîê Äåêàðòà
3 v =

3at

1 + t3
, t

t3 − 2
2t3 − 1

3at2

2t3 − 1
−π/4 ≤ ϕ1 ≤ 2π

u =
3at2

1 + t3

Òðèñåêòðèñà
Ìàêëîðåíà

4 v = a
cos(ϕ)

cos (ϕ/3)
, −2 cos 2ϕ

3 + cos 4ϕ
3

4 sin 2ϕ
3 · cos2 ϕ

3

3a

4 sin 2ϕ
3 · cos2 ϕ

3

π/3 ≤ ϕ1 ≤ 5π/3

u = a
sin(ϕ)

cos(ϕ/3)
Êóáiêà ×èðíãàóçåíà

5 v =
a sin(3ϕ/2)
2 sin3(ϕ/2)

, cot ϕ
a

sin ϕ · (1− cosϕ)
ϕ2 = ϕ1 − α + π

u =
a cos(3ϕ/2)
2 sin3(ϕ/2)

Öèñî¨äà Äiîêëåñà
6 v =

at2

1 + t2
, t

3 + t

2
at3

2
−π/2 ≤ ϕ1 ≤ π/2

u =
at3

1 + t2

Âåðçi¹ðà
7 (êó÷åð Àíü¹çi) − 2a3t

(a2 + t2)2
−a3 a2 + 3t2

(a2 + t2)2
0 < ϕ1 < π

v = t, u =
a3

a2 + t2

II. Ãðàôiêè içîïòè÷íèõ êðèâèõ êóáiê
Çà ðåçóëüòàòàìè îá÷èñëåíü, âèêîíàíèõ â ñåðåäî-

âèùi êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ñèñòåìè MathCAD
2001, ïîáóäîâàíî ãðàôiêè içîïòè÷íèõ êðèâèõ äåÿêèõ
êóáiê. Îòðèìàíi ãðàôiêè åêñïîðòîâàíî â ñèñòåìó Au-
toCAD 2000, â ÿêié êðèâi íàâåäåíî ñïëàéíàìè. Ñèñòå-
ìà äà¹ çìîãó ïîáóäóâàòè â áóäü-ÿêié òî÷öi äîòè÷íi
äî êðèâèõ òà ïîìiðÿòè êóòè ìiæ íèìè, ïåðåâiðèâøè,
â òàêèé ñïîñiá, ïðàâèëüíiñòü âèêîíàíèõ ðîçðàõóíêiâ
òà ïîáóäîâ. Ïðåäñòàâëåíî ãðàôiêè òàêèõ êóáiê: ñòðî-
ôî¨äè (ðèñ. 1), ëèñòêà Äåêàðòà (ðèñ. 2), òðèñåêòðè-
ñè Ìàêëîðåíà (ðèñ. 3), êóáiêè ×èðíãàóçåíà (ðèñ. 4),
ïàðàáîëè Íåéëÿ (ðèñ. 5), öèñî¨äè Äiîêëåñà (ðèñ. 6),
âåðçi¹ðè (ðèñ. 7). Íà ðèñóíêàõ çàäàíi êóáiêè ïîêàçàíî
ïîòîâùåíèìè ëiíiÿìè, îðòîïòè÷íi (α=90�) � òîíêè-
ìè ñóöiëüíèìè, içîïòè÷íi çà iíøèõ êóòiâα � øòðèõî-
âèìè òà øòðèõ-ïóíêòèðíèìè ëiíiÿìè. Òîíêèìè ïðÿ-
ìèìè ëiíiÿìè ïîêàçàíî êîîðäèíàòíi îñi, äîòè÷íi äî
îñîáëèâèõ òî÷îê, àñèìïòîòè.

Ðèñ. 1. Içîïòè÷íi ñòðîôî¨äè
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Ðèñ. 2. Içîïòè÷íi ëèñòêà Äåêàðòà Ðèñ. 3. Içîïòè÷íi òðèñåêòðèñè Ìàêëîðåíà

Ðèñ. 4. Içîïòè÷íi êóáiêè ×èðíãàóçåíà Ðèñ. 5. Içîïòè÷íi ïiâêóái÷íî¨ ïàðàáîëè

Ðèñ. 6. Içîïòè÷íi öèñî¨äè Äiîêëåñà

78 Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà
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Ðèñ. 7. Içîïòè÷íi âåðçi¹ðè

III. Äåÿêi âëàñòèâîñòi içîïòè÷íèõ ðîç-
ãëÿíóòèõ êóáiê

Içîïòè÷íi êóáiê � àëãåáðà¨÷íi êðèâi âèùèõ ïîðÿäêiâ,
ðiâíÿííÿ ÿêèõ ó âèãëÿäi f(x, y) = 0 äîñèòü ãðîìiçä-
êi òà ìàëî ïðèäàòíi äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ.
Ëèøå îðòîïòè÷íi äåÿêèõ êóáiê îïèñóþòüñÿ ïîðiâíÿ-
íî ïðîñòèìè ôîðìóëàìè.

Äëÿ äâîõ çíà÷åíü êóòiâ α, ïîâ'ÿçàíèõ ñïiââiäíî-
øåííÿì α1 = π−α2, ðiâíÿííÿ (2), (3) îïèñóþòü îäíà-
êîâi êðèâi. Içîïòè÷íi ïðè ãîñòðîìó i òóïîìó êóòàõα1

i α2 áóäóòü ðiçíèìè ãiëêàìè öi¹¨ êðèâî¨, àáî ÷àñòèíà-
ìè òi¹¨ æ ãiëêè, îáìåæåíi òî÷êàìè äîòèêó äî çàäà-
íî¨ êóáiêè, òî÷êàìè, ðîçòàøîâàíèìè íà àñèìïòîòàõ,
àáî äîòè÷íèìè äî êóáiêè â îñîáëèâèõ òî÷êàõ. Ðîç-
ãëÿíóòi êóáiêè ñõîæi íà äåÿêi àëãåáðà¨÷íi êðèâi âè-
ùèõ ïîðÿäêiâ àáî òðàíñöåíäåíòíi êðèâi. Íàïðèêëàä,
ñòðîôî¨äà íàãàäó¹ îäíó ç ãiëîê êîíõî¨äè Íiêîìåäà,
öèñî¨äà Äiîêëåñà � òðàêòðèñó, âåðçi¹ðà � êðèâó Ãàó-
ñà òîùî. Içîïòè÷íi ñõîæèõ êðèâèõ áóäóòü ìàòè ñõîæi
âëàñòèâîñòi.

Içîïòè÷íi âåðçi¹ðè iñíóþòü ïðè α<γ i α>π-2γ, äå
γ � êóò ìiæ âiññþ àáñöèñ i äîòè÷íîþ â òî÷öi ïåðåãèíó
(γ = arctan 3

√
3/8 ≈ 33◦). Ïðè π − 2γ < α < π − γ öå

äóãè êðèâî¨, îáìåæåíi äîòè÷íèìè äî òî÷îê ïåðåãè-
íó, áiëÿ âåðøèíè âåðçi¹ðè (ðèñ. 7, α=120�). Içîïòè-
÷íi iíøèõ ðîçãëÿíóòèõ êóáiê iñíóþòü çà áóäü-ÿêîãî
α ⊂ (0, π). Âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç äåêiëüêîõ ãiëîê (çà
âèíÿòêîì îðòîïòè÷íèõ), ïðè÷îìó äëÿ äîïîâíÿëüíèõ
ãîñòðîãî i òóïîãî êóòiâ ãiëêè ñõîäÿòüñÿ â òî÷êàõ, ðîç-

òàøîâàíèõ íà àñèìïòîòàõ, à äëÿ êóáiê, ùî íå ìàþòü
àñèìïòîò (ïàðàáîëà Íåéëÿ, êóáiêà ×èðíãàóçåíà), �
ó íåâëàñíèõ òî÷êàõ. Õî÷à á îäíà ç ãiëîê içîïòè÷íî¨
(α 6= π/2) äîòèêà¹òüñÿ äî êóáiêè â äâîõ ñèìåòðè÷íèõ
òî÷êàõ, i â öèõ òî÷êàõ içîïòè÷íà äëÿ êóòàα ïåðåõî-
äèòü â içîïòè÷íó äëÿ êóòà π − α.

Îðòîïòè÷íi êóáiê ç àñèìïòîòàìè � çàìêíåíi êðè-
âi ç òî÷êàìè çâîðîòó, ðîçòàøîâàíèìè íà àñèìïòîòàõ
(óñi ðîçãëÿíóòi êóáiêè), òî÷êîþ çâîðîòó, ùî çáiãà¹-
òüñÿ ç âóçëîâîþ òî÷êîþ êóáiêè, (ñòðîôî¨äà, ëèñòîê
Äåêàðòà) òà ç òî÷êàìè äîòèêó äî êóáiêè (òðèñåêòðè-
ñà Ìàêëîðåíà, öèñî¨äà). Îðòîïòè÷íà ïàðàáîëè Íåéëÿ
� äîòè÷íà äî íå¨ â òî÷êàõ (2/9a,±2

√
2/27a) ïàðàáîëà

729a2y2 = 108ax−16. Ïðè =1 öå ðiâíÿííÿ íàâåäåíî â
[3], àëå ç ïîìèëêîþ. Îðòîïòè÷íà êóáiêè ×èðíãàóçåíà
� êðèâà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi
ãiëêè ãiïåðáîë (îäíà ç íèõ äîòè÷íà äî êóáiêè â äâîõ
ñèìåòðè÷íèõ òî÷êàõ) ç ïàðàëåëüíèìè àñèìïòîòàìè.

IV. Âèñíîâêè
Âèâåäåíi ðiâíÿííÿ içîïòè÷íèõ êðèâèõ, çàäàíèõ ïà-

ðàìåòðè÷íî, äàþòü çìîãó ÷èñåëüíî ïîðàõóâàòè êîîð-
äèíàòè òî÷îê i ïîáóäóâàòè ãðàôiêè. Îòðèìàíî ãðà-
ôiêè içîïòè÷íèõ äåêiëüêîõ êóáiê, àíàëiç ÿêèõ äà¹
ìîæëèâiñòü âèÿâèòè ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïåðñïåêòèâîþ
ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ó öüîìó íàïðÿìêó ââàæà¹òüñÿ äî-
ñëiäæåííÿ içîïòè÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ êðèâèõ âèùèõ
ïîðÿäêiâ, òðàíñöåíäåíòíèõ êðèâèõ, à òàêîæ äîñëi-
äæåííÿ içîïòè÷íèõ ïîâåðõîíü.
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ISOPTIC CURVES OF SPECIAL CUBICS
I. Wrublewsky

�Lviv polytechnic� National University
12 S.Bandera Str., 79013, Lviv, Ukraine

The equations describing the isoptics of parametrically determined curves are obtained. The
isoptics of special cubics are investigated. For the next cubics: semicubic parabola of Neil, cissoid
of Diocles, folium of Decartes, strophoid, trisectrix of MacLaurin, Tschirnhausen's cubic, witch
of Agnesi the graphs of the isoptics are constructed with aid of the computer systems MathCAD
and AutoCAD. The properties of the isoptics of special cubics are described.
Keywords: isoptic curve, orthoptic curve, cubic.
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