
ÂIÑÍÈÊ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒÓ
�ËÜÂIÂÑÜÊÀ ÏÎËIÒÅÕÍIÊÀ�

�Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè�
� 566, 2006, c. 52�58

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

�Physical and mathematical sciences�
� 566, 2006, p. 52�58

ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß
ÒÈÏÓ ÊÎËÈÂÀÍÜ ÁÀËÊÈ Ï'ßÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

Â ÎÁÌÅÆÅÍIÉ ÎÁËÀÑÒI
Ï. Ïóêà÷

Íàöiîíàëüíèé óíiâåpñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�
âóë. Ñ. Áàíäåpè 12, 79013, Ëüâiâ, Óêðà¨íà

(Îòðèìàíî 1 ëèïíÿ 2006 ð.)
Äîñëiäæó¹òüñÿ ïåðøà ìiøàíà çàäà÷à äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ï'ÿòîãî ïîðÿäêó

â îáìåæåíié îáëàñòi. Ðîçãëÿíóòå ðiâíÿííÿ óçàãàëüíþ¹ ðiâíÿííÿ utt + autxxxx + buxxxx+
+|ut|p−2ut = f , p > 2, ùî âèâ÷à¹òüñÿ â òåîði¨ ïðóæíîñòi. Îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà
¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi öüîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ ñîáîë¹â-
ñüêèìè ïðîñòîðàìè ôóíêöié.
Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ êîëèâàíü áàëêè, ìåòîä Ãàëüîðêiíà.
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Âñòóï
Ó öié ðîáîòi äîñëiäæåíî ïåðøó ìiøàíó çàäà÷ó â

îáìåæåíié îáëàñòi äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

utt +
∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ (aαβ(x, t)Dαut) +

+
∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ (bαβ(x, t)Dαu) +

+
∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαu + g(x, ut) = f(x, t), (1)

äå Dα =
∂|α|

∂x1
α1 · · · ∂xn

αn
, α = (α1, ..., αn), αi ∈

N ∪ {0}, i = 1, ..., n, |α| = α1 + ... + αn. Êîåôiöi¹í-
òè aαβ , bαβ (|α| = |β| ≤ 2), cα (1 ≤ |α| ≤ 2), g òà
ïðàâà ÷àñòèíà f ðiâíÿííÿ (1) ¹ äiéñíèìè ôóíêöiÿ-
ìè, âëàñòèâîñòi ÿêèõ îïèñàíî íèæ÷å. Ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó (1), ùî óçàãàëüíþþòü ìîäåëü êîëèâàííÿ áàëêè
ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì, âèâ÷àþòü ó òåîði¨ ïðóæíîñòi.
Çîêðåìà, â [1] äîñëiäæåíî iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ìiøàíèõ çàäà÷ â îáìåæåíié îáëàñòi äëÿ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
îäíà ç íåâiäîìèõ ôóíêöié ó ÿêié îïèñó¹ âåðòèêàëüíå
çìiùåííÿ áàëêè. Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ òàêî¨ ñèñòåìè
¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (1) çà óìîâ
n = 1, aαβ = 0, bαβ = 0, 0 ≤ |α| = |β| ≤ 1, cα = 0,
1 ≤ |α| ≤ 2, g(x, ut) = 0. Àêòóàëüíiñòü âèâ÷åííÿ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ïîÿñíþ¹-
òüñÿ ïðîáëåìîþ çíîøóâàííÿ êîíòàêòíèõ ïîâåðõîíü,
ÿêà ¹ ãîëîâíèì ôàêòîðîì íåäîâãîâi÷íîñòi âèêîðèñòà-
ííÿ ïðîìèñëîâîãî óñòàòêóâàííÿ [1]. Ôîðìóëþâàííÿ
çàãàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôiçèêî-ìåõàíi÷íèõ
ïðîöåñiâ, çîêðåìà, äèíàìi÷íèõ êîíòàêòiâ ó ïðóæíèõ
ñòðóêòóðàõ, ùî îïèñóþòüñÿ âèùåçãàäàíèìè ðiâíÿí-
íÿìè òà ñèñòåìàìè, ¹ àêòóàëüíîþ â iíæåíåðíié ëiòå-
ðàòóði ïðîáëåìîþ (äèâ. äëÿ ïðèêëàäó [2�6]).

Çîêðåìà, çàäà÷à äèíàìi÷íîãî â'ÿçêîïðóæíîãî
òåðòÿ çi çíîøóâàííÿì âïåðøå áóëà ñôîðìóëüîâàíà
â [2]. Çàãàëüíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíà-
ìi÷íèõ êîíòàêòiâ ìiæ áàëêîþ òà ðóõîìîþ ïîâåðõíåþ
çäiéñíåíî â [3]. Òåðìîïðóæíèé êîíòàêò âèâ÷åíî â [5].
Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó êâàçiñòàòè÷íî¨
çàäà÷i êîíòàêòó ç êîâçàþ÷èì òåðòÿì äëÿ â'ÿçêîïðó-
æíîãî ìàòåðiàëó äîâåäåíî â [6].

I. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó

Â îáëàñòi QT = Ω × (0, T ), Ω ⊂ Rn, 0 < T < ∞
ðîçãëÿäà¹ìî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ìiøàíó çàäà÷ó ç ïî÷à-
òêîâèìè óìîâàìè

u|t=0 = u0(x), (2)
ut|t=0 = u1(x) (3)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè

u|ST
= 0,

∂u

∂ν

∣∣∣∣
ST

= 0, (4)

äå ST = ∂Ω × (0, T ) � ái÷íà ïîâåðõíÿ îáëàñòi QT ;
ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõ-
íi ∂Ω.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàä-
êîþ ìåæåþ ∂Ω êëàñó C1. Ïîçíà÷èìî Qτ = Ω× (0, τ),
Ωτ = QT ∩ {t| t = τ} äëÿ äîâiëüíîãî τ ∈ [0, T ],
V = H2

0 (Ω) ∩H4(Ω).
Ñòîñîâíî êîåôiöi¹íòiâ, ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ

(1) òà ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ïðèïóñêà¹ìî âèêîíàííÿ òà-
êèõ óìîâ:

(À) ôóíêöi¨ aαβ , aαβ,t íàëåæàòü äî ïðîñòîðó
L∞(QT ), |α| = |β| ≤ 2, ïðè÷îìó

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)ξαξβ ≥ a0,2

∑

|α|=2

|ξα|2
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Ìiøàíà çàäà÷à äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òèïó êîëèâàíü áàëêè ï'ÿòîãî ïîðÿäêó â îáìåæåíié îáëàñòi

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ξα, |α| = 2, òà äëÿ
ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT , a0,2 = const > 0; ôóíêöi¨
D2aαβ(|α| = |β| = 2), D1aαβ(|α| = |β| = 1) íàëåæàòü
äî ïðîñòîðó L∞(QT ); aαβ(x, t) = aβα(x, t) äëÿ ìàéæå
âñiõ (x, t) ∈ QT , 1 ≤ |α| = |β| ≤ 2;

(B) ôóíêöi¨ bαβ , bαβ,t íàëåæàòü äî ïðîñòîðó
L∞ (QT ), |α| = |β| ≤ 2, ïðè÷îìó

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, t)ξαξβ ≥ b0,2

∑

|α|=2

|ξα|2

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ξα, |α| = 2, òà äëÿ
ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT , b0,2 = const > 0; ôóíêöi¨
D2bαβ(|α| = |β| = 2), D1bαβ(|α| = |β| = 1) íàëåæàòü
äî ïðîñòîðó L∞(QT ); bαβ(x, t) = bβα(x, t) äëÿ ìàéæå
âñiõ (x, t) ∈ QT , 1 ≤ |α| = |β| ≤ 2;

(C) ôóíêöi¨ cα, cα,t íàëåæàòü äî ïðîñòîðó
L∞ (QT ), 1 ≤ |α| ≤ 2;

(G) ôóíêöiÿ g(x, η) � âèìiðíà çà x, íåïåðåðâíà
çà η, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíèõ ξ, η ∈ R òà äëÿ ìàé-
æå âñiõ x ∈ Ω: (g(x, ξ)− g(x, η)) (ξ − η) ≥ g0 |ξ − η|p,
|g(x, η)| ≤ g1 |η|p−1, äå g0, g1 � äîäàòíi ñòàëi, p > 2;
ôóíêöiÿ gξ � íåïåðåðâíà çà çìiííîþ ξ äëÿ ìàéæå âñiõ
x ∈ Ω;

(F) f ∈ Lp′(QT ), p′ = p/(p− 1); ft ∈ L2(QT );
(U) u0 ∈ V , u1 ∈ V ∩ L2p−2(Ω).

Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(1)�(4) â îáëàñòi QT íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ

u ∈ C([0, T ]; H2
0 (Ω)),

ut ∈ C
(
[0, T ]; L2(Ω)

) ∩ L∞
(
(0, T ) ; H2

0 (Ω)
) ∩ Lp (QT ) ,

utt ∈ L∞
(
(0, T ); L2(Ω)

) ∩ L2
(
(0, T ) ; H2

0 (Ω)
)
,

óìîâè (2) òà iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

∫

Qτ


−utvt +

∑

|α|=|β|≤2

aαβ(x, t)DαutD
βv


 dxdt +

+
∫

Qτ


 ∑

|α|=|β|≤2

bαβ(x, t)DαuDβv − f(x, t)v


 dxdt +

+
∫

Qτ


 ∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαuv + g(x, ut)v


 dxdt +

+
∫

Ω

[ut(x, τ)v(x, τ)− u1(x)v(x, 0)] dx = 0 (5)

äëÿ äîâiëüíîãî τ ∈ (0, T ] i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
v∈L2((0, T ); H2

0 (Ω)) ∩ Lp((0, T ); Lp(Ω)) òàêî¨, ùî vt ∈
L2((0, T ); L2(Ω)).

II. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À),
(B), (C), (G), (F), (U). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëü-
íåíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1)�(4) â QT .

¤ Äîâåäåííÿ.
Iñíóâàííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i (1) � (4) âèêîðèñòà¹ìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 6.1 [7, ñ. 234]. Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi QT ïî-
ñëiäîâíiñòü ãàëüîðêiíñüêèõ íàáëèæåíü uN (x, t) =
N∑

k=1

CN
k (t)ωk(x), äå N = 1, 2, ..., {ωk} � îðòîíîðìîâàíà

â L2(Ω) ñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ åëåìåíòiâ ïðî-
ñòîðó V ∩L2p−2(Ω) òàêèõ, ùî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ {ωk}
ùiëüíi â V ∩L2p−2(Ω). Ïðè öüîìó ôóíêöi¨CN

k âèçíà-
÷à¹ìî ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

∫

Ω


uN

tt ωk+
∑

|α|=|β|≤2

aαβ(x, t)DαuN
t Dβωk


 dx +

+
∫

Ω

[
g(x, uN

t )ωk −f(x, t)ωk

]
dx +

+
∫

Ω

∑

|α|=|β|≤2

bαβ(x, t)DαuNDβωkdx +

+
∫

Ω

∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)DαuNDβωkdx = 0, (6)

CN
k (0) = uN

0,k, k = 1, ..., N , uN
0 (x) =

N∑
k=1

uN
0,kωk(x),

CN
kt(0) = uN

1,k, k = 1, ..., N , uN
1 (x) =

N∑
k=1

uN
1,kωk(x),

∥∥uN
0 − u0

∥∥
V
→ 0,

∥∥uN
1 − u1

∥∥
V ∩L2p−2(Ω)

→ 0,

N → +∞. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [8, ñ. 54]
iñíó¹ íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i Êîøi, ùî
ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ïîõiäíó ïî t íà ïðîìiæêó
[0, τ0] äëÿ äåÿêîãî τ0 ≤ T . Ç îòðèìàíèõ íèæ÷å îöiíîê
âèïëèâàòèìå, ùî τ0 =T . Ïîìíîæèìî êîæíå ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (6) íà CN

kt , ïiäñóìó¹ìî óñi ðiâíÿííÿ çà k âiä
1 äî N òà ïðîiíòåãðó¹ìî ðåçóëüòàò ïî t íà ïðîìiæêó
[0, τ ], τ ≤ T . Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ðiâíiñòü
∫

Qτ

uN
tt u

N
t dxdt +

∫

Qτ

∑

|α|=|β|≤2

aαβ(x, t)DαuN
t DβuN

t dxdt +

+
∫

Qτ

[
g(x, uN

t )uN
t −f(x, t)uN

t

]
dxdt+

∫

Qτ

∑

|α|=|β|≤2

[
bαβ(x, t)×

×DαuNDβuN
t +

∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)DαuNuN
t

]
dxdt = 0. (7)
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Ï. Ïóêà÷

Ç âðàõóâàííÿì óìîâ òåîðåìè ïðîâåäåìî ïåðåòâî-
ðåííÿ òà îöiíêè iíòåãðàëiâ (7). Çîêðåìà, îòðèìà¹ìî
∫

Qτ

uN
tt u

N
t dxdt =

1
2

∫

Ω

∣∣uN
t (x, τ)

∣∣2 dx− 1
2

∫

Ω

∣∣uN
1 (x)

∣∣2 dx;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαuN
t DβuN

t dxdt ≥

≥ a0,2

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2dxdt;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, t)DαuNDβuN
t dxdt =

=
∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

(
bαβ(x, t)DαuNDβuN

)
t
dxdt −

− 1
2

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

bαβ,t(x, t)DαuNDβuNdxdt ≥

≥ b0,2

2

∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN (x, τ)
∣∣2 dx −

− b1,2n

2

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt−

− 1
2

∫

Ω

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, 0)DαuN
0 DβuN

0 dx,

äå b1,2 = max
|α|=|β|=2

esssup
(x,t)∈QT

|bαβ,t(x, t)| ;

∫

Qτ

∑

|α|=2

cα(x, t)DαuNuN
t dxdt ≤ C1(c2, δ1, n)×

×
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt + δ1T

∫

Ωτ

∣∣uN
t

∣∣2 dx,

äå δ1 > 0, C1 > 0, c2 = max
|α|=2

esssup
(x,t)∈QT

|cα(x, t)|.
Äëÿ ïîäàëüøèõ îöiíîê âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü
∫

Ω

∑

|α|=1

|Dαw|2 dxdt ≤ δ0

∫

Ω

∑

|α|=2

|Dαw|2 dxdt +

+ C(δ0)
∫

Ω

|w|2dxdt, (8)

δ0 > 0, C(δ0) > 0, ïðàâèëüíó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
w ∈ H2

0 (Ω). Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (8), çàïèñàâøè î÷å-
âèäíó ðiâíiñòü

∫

Ω

∑

|α|=2

Dαwwdxdt =
∫

Ω

∑

|α|=1

Dα(Dαww)dxdt−

−
∫

Ω

∑

|α|=1

|Dαw|2 dxdt = −
∫

Ω

∑

|α|=1

|Dαw|2 dxdt.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìà¹ìî (8), âèêîðèñòîâóþ÷è íå-
ðiâíiñòü Êîøi.

Íà ïiäñòàâi (8) ìàòèìåìî
∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

aαβ(x, t)DαuN
t DβuN

t dxdt ≤

≤ δ2C2(a1, n)
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 dxdt + δ3C4(a1, n)×

×
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 dxdt + C5(a1, δ3, n)
∫

Qτ

|uN
t |2dxdt,

äå a1 = max
|α|=|β|=1

esssup
(x,t)∈QT

|aαβ(x, t)|, δ2 > 0, δ3 > 0,

C2 > 0, C3 > 0, C4 > 0, C5 > 0.
Ó ïîäiáíèé ñïîñiá îöiíèìî iíòåãðàë

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DαuNDβuN
t dxdt =

=
∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DβuN
t Dα

[
uN (x, 0) +

+

t∫

0

uN
t (x, τ)dτ

]
dxdt ≤ b1δ4

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 dxdt +

+ b1C6(δ4, T )
∫

Qτ

|uN
t |2dxdt+C7(δ4)

∫

Ω

∑

|α|=1

|DαuN
0 |2dx,

äå b1= max
|α|=|β|=1

esssup
(x,t)∈QT

|bαβ(x, t)|, δ4 > 0 � äîâiëüíà

ñòàëà, C6 > 0, C7 > 0.
Çàâåðøèìî îöiíþâàííÿ iíòåãðàëiâ ðiâíîñòi (7):

∫

Qτ

∑

|α|=1

cα(x, t)DαuNuN
t dxdt ≤

≤ c1

2
nκ

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt +

c1

2

∫

Ωτ

∣∣uN
t

∣∣2 dx,

äå c1 = max
|α|=1

esssup
(x,t)∈QT

|cα(x, t)|, κ � êîíñòàíòà íåðiâíî-

ñòi Ôðiäðiõñà [9, c. 33] â îáëàñòiQT ;
∫

Qτ

a00(x, t)
∣∣uN

t

∣∣2 dxdt ≤ a0

∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt,

äå a0= esssup
(x,t)∈QT

|a00(x, t)| ;
∫

Qτ

b00(x, t)uNuN
t dxdt =

∫

Qτ

b00(x, t)[uN (x, 0) +

+

t∫

0

uN
t (x, τ)dτ ]uN

t dxdt ≤ C8(b0, T )
∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt+

C9(b0, T )
∫

Ω

∣∣uN
0

∣∣2 dx, äå b0= esssup
(x,t)∈QT

|b00(x, t)| ;
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∫

Qτ

g(x, uN
t )uN

t dxdt ≥ g0

∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣p dxdt;

∫

Qτ

fuN
t dxdt ≤ δ5

∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣p dxdt + C10

∫

Qτ

|f |p′ dxdt,

äå δ5 � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà, C10 � äåÿêà äîäàòíà
ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä p, δ5.

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå îöiíêè, îòðèìà¹ìî

(1− 2δ1T )
∫

Ω

∣∣uN
t (x, τ)

∣∣2 dx + 2(a0,2 − δ2C2 − δ3C3 −

− 2b1δ4)
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2dxdt + b0,2×

×
∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN (x, τ)
∣∣2dx+2(g0− δ5)

∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣p dxdt ≤

≤ 2
(
C3 + C5 + C6 + C8 +

c1

2
+ a0

) ∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt +

+ (b1,2n + 2C1 + c1nκ)
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2dxdt+

+
∫

Ω

∣∣uN
1

∣∣2 dx + 2C10

∫

Qτ

|f |p′ dxdt +

+
∫

Ω

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, 0)DαuN
0 DβuN

0 dx+

+2C7

∫

Ω

∑

|α|=1

|DαuN
0 |2dx + 2C9

∫

Ω

∣∣uN
0

∣∣2 dx.

ßêùî ïîçíà÷èòè

y(τ) =
∫

Ω


∣∣uN

t (x, τ)
∣∣2 +

∑

|α|=2

∣∣DαuN (x, τ)
∣∣2


 dx,

òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ïiñëÿ âèáîðó äîñòàòíüî ìà-
ëèõ ñòàëèõ δ1 − δ5 ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó

y(τ) ≤ C11 + C12

τ∫

0

y(t)dt,

äå C11, C12 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä
uN . Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè Ãðîíóîëà

∫

Ω


∣∣uN

t (x, τ)
∣∣2 +

∑

|α|=2

∣∣DαuN (x, τ)
∣∣2


 dx ≤ C11e

C12T .

ßêùî âðàõó¹ìî íàâåäåíi âèùå îöiíêè, òî îòðèìà-
¹ìî

∫

Ω


∣∣uN

t (x, τ)
∣∣2 +

∑

|α|=2

∣∣DαuN (x, τ)
∣∣2


 dx + (9)

+
∫

Qτ


 ∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 +
∣∣uN

t

∣∣p

 dxdt ≤ C13

äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ (0, T ], äå C13 � äîäàòíà ñòàëà, ùî
íå çàëåæèòü âiä N .

Ç íåðiâíîñòi (9) ðîáèìî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ
äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi {uNk} ïîñëiäîâíîñòi {uN} òà-
êî¨, ùî

uNk → u ∗ � ñëàáêî â L∞((0, T ); H2
0 (Ω));

uNk
t → ut ∗ � ñëàáêî â L∞((0, T ); L2(Ω));

uNk
t → ut ñëàáêî â L2((0, T ); H2

0 (Ω));

uNk
t → ut ñëàáêî â Lp((0, T ); Lp(Ω))

ïðè Nk →∞. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî
∥∥uN

t

∥∥
Lp((0,T );Lp(Ω))

≤ C14, C14 = const > 0. (10)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ñèñòåìó (6) çà çìiííîþ t, ïî-
ìíîæèìî íà CN

ktt, ïiäñóìó¹ìî óñi ðiâíÿííÿ çà k âiä 1
äî N òà ïðîiíòåãðó¹ìî ðåçóëüòàò ïî ïðîìiæêó [0, τ ],
τ ≤ T. Îäåðæèìî ðiâíiñòü
∫

Qτ

uN
tttu

N
tt dxdt +

∫

Qτ

( ∑

|α|=|β|≤2

aαβ,t(x, t)DαuN
t DβuN

tt +

+
∑

|α|=|β|≤2

aαβ(x, t)DαuN
tt D

βuN
tt +

+
∑

|α|=|β|≤2

[
bαβ,t(x, t)DαuN + bαβ(x, t)DαuN

t

]
DβuN

tt +

+
∑

1≤|α|≤2

[
cα,t(x, t)DαuN + cα(x, t)DαuN

t

]
uN

tt

)
dxdt +

+
∫

Qτ

[
gt(x, uN

t )uN
tt − ft(x, t)uN

tt

]
dxdt = 0. (11)

Ç âðàõóâàííÿì óìîâ òåîðåìè ïðîâåäåìî ïåðåòâî-
ðåííÿ òà îöiíêè iíòåãðàëiâ ðiâíîñòi (11). Îòðèìà¹ìî
∫

Qτ

uN
tttu

N
tt dxdt=

1
2

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, τ)

∣∣2 dx− 1
2

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαuN
tt D

βuN
tt dxdt ≥

≥ a0,2

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2dxdt;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

aαβ,t(x, t)DαuN
t DβuN

tt dxdt ≤

≤ a1,2δ6

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2 dxdt +

+ C15(a1,2, δ6, n)
∫

Qτ

∑

|α|=2

|DαuN
t |2dxdt,
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a1,2 = max
|α|=|β|=2

esssup
(x,t)∈QT

|aαβ,t(x, t)|, δ6 > 0, C15 > 0;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

aαβ(x, t)DαuN
tt D

βuN
tt dxdt ≤

≤ a1δ7

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2dxdt +

+ C16(a1, δ7, n)
∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt, δ7 > 0, C16 > 0;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

aαβ,t(x, t)DαuN
t DβuN

tt dxdt ≤

≤ a1,1δ8T

∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t (x, τ)

∣∣2 dx +

+ C17(a1,1, δ8)
∫

Qτ

|uN
tt |2dxdt +

+a1,1δ9

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2 dxdt + C18

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt,

a1,1 = max
|α|=|β|=1

esssup
(x,t)∈QT

|aαβ,t(x, t)|, δ8 > 0, δ9 > 0,

C17 > 0, C18(a1,1, δ9, n) > 0;
∫

Qτ

a00,t(x, t)uN
t uN

tt dxdt ≤ a0,1

2

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt+

+
a0,1

2

∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt, a0,1 = esssup
(x,t)∈QT

|a00,t(x, t)| ;

∫

Qτ

a00(x, t)
∣∣uN

tt

∣∣2 dxdt ≤ a0

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt.

Êðiì òîãî, îòðèìà¹ìî
∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, t)DαuN
t DβuN

tt dxdt ≥

≥ b0,2

2

∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t (x, τ)

∣∣2 dx−

− b1,2n

2

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 dxdt −

− 1
2

∫

Ω

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, 0)DαuN
t (x, 0)DβuN

t (x, 0)dx;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=2

bαβ,t(x, t)DαuNDβuN
tt dxdt ≤

≤ b1,2δ10

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2 dxdt +

+ C20(b1,2, δ10)
∫

Qτ

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt, δ10 > 0, C20 > 0;

∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DαuN
t DβuN

tt dxdt ≤

≤ b1δ11T

∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t (x, τ)

∣∣2 dx + C21(b1, δ11)×

×
∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt + b1δ12

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t

∣∣2 dxdt +

+C22(b1, δ12)
∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt,

δ11 > 0, δ12 > 0, C21 > 0, C22 > 0;
∫

Qτ

∑

|α|=|β|=1

bαβ,t(x, t)DαuNDβuN
tt dxdt ≤

≤ b1,1δ13

∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2 dxdt + C23(b1,1, δ13)×

×
∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt + C24(b1,1,κ)
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt,

b1,1 = max
|α|=|β|=1

esssup
(x,t)∈QT

|bαβ,t(x, t)|, δ13 > 0, C23 > 0,

C24 > 0;∫

Qτ

b00,t(x, t)uNuN
tt dxdt ≤ C25(b0,1,κ)×

×
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt +

b0,1

2

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt,

b0,1 = esssup
(x,t)∈QT

|b00,t(x, t)|, C25 > 0;

∫

Qτ

b00(x, t)uN
t uN

tt dxdt ≤ b0

2

∫

Qτ

[ ∣∣uN
t

∣∣2 +
∣∣uN

tt

∣∣2
]
dxdt.

À òàêîæ îòðèìà¹ìî
∫

Qτ

∑

|α|=2

cα,t(x, t)DαuNuN
tt dxdt ≤

≤ C26(c2,1, n)
∫

Qτ

[ ∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 +

∣∣uN
tt

∣∣2
]
dxdt,

c2,1 = max
|α|=|β|=2

esssup
(x,t)∈QT

|cα,t(x, t)|, C26 > 0;

∫

Qτ

∑

|α|=2

cα(x, t)DαuN
t uN

tt dxdt ≤ c2δ14T×

×
∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t (x, τ)

∣∣2 dx + C27(δ14, c2)×

×
∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt, C27 > 0;
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∫

Qτ

∑

|α|=1

cα,t(x, t)DαuNuN
tt dxdt ≤ C28(c1,1, n,κ)×

×
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 dxdt +

c1,1

2

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt,

c1,1 = max
|α|=|β|=1

esssup
(x,t)∈QT

|cα,t(x, t)|, C28 > 0;

∫

Qτ

∑

|α|=1

cα(x, t)DαuN
t uN

tt dxdt ≤ c1δ15T×

×
∫

Ω

∑

|α|=2

∣∣DαuN
t (x, τ)

∣∣2 dx + C29(δ15, c1)×

×
∫

Qτ

∣∣uN
t

∣∣2 dxdt +
c1

2

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt, C29 > 0;
∫

Qτ

gt(x, uN
t )uN

tt dxdt ≥ 0;

∫

Qτ

ftu
N
tt dxdt ≤ 1

2

∫

Qτ

∣∣uN
tt

∣∣2 dxdt +
1
2

∫

Qτ

|ft|2 dxdt.

Ïiñëÿ íàëåæíîãî âèáîðó äîñòàòíüî ìàëèõ ñòàëèõ
δ6 � δ15 òà ïiñëÿ âðàõóâàííÿ îòðèìàíèõ âèùå çáiæíî-
ñòåé ç íàâåäåíèõ îöiíîê iíòåãðàëiâ ðiâíîñòi (11) îäåð-
æèìî íåðiâíiñòü

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, τ)

∣∣2 dxdt +
∫

Ω

∑

|α|=2

|DαuN
tt (x, τ)|2dx+

+
∫

Qτ

∑

|α|=2

∣∣DαuN
tt

∣∣2 dxdt ≤ C30

∫

Qτ

∑

|α|=2

|DαuN
t |2dxdt+

+C31 + C32

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx, (12)

äå äîäàòíi ñòàëiC30, C31, C32 íå çàëåæàòü âiäN . Ðîç-
ãëÿíåìî äàëi ñèñòåìó (6) ïðè t = 0, ïîìíîæèìî ¨¨ íà
CN

ktt(0). Îäåðæèìî ïiñëÿ ïiäñóìîâóâàííÿ çà k âiä 1
äî N , ùî
∫

Ω

[ ∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2+
∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ
(
aαβ(x, 0)DαuN

t (x, 0)
)×

×uN
tt (x, 0) +

∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ
(
bαβ(x, 0)DαuN (x, 0)

)×

×uN
tt (x, 0) +

∑

1≤|α|≤2

cα(x, 0)DαuN (x, 0)uN
tt (x, 0)

]
dx+

+
∫

Ω

[
g(x, uN

t (x, 0))− f(x, 0)uN
tt (x, 0)

]
dx. (13)

Çà óìîâ òåîðåìè ïðîâåäåìî ñòàíäàðòíi îöiíêè äî-
äàíêiâ ðiâíîñòi (13). Îòðèìà¹ìî, ùî

∫

Ω

∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ
(
aαβ(x, 0)DαuN

t (x, 0)
)×

×uN
tt (x, 0)dx ≤ C33

∥∥uN
1

∥∥2

V
+ δ16

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx,

δ16 > 0, ñòàëà C33 > 0 çàëåæèòü âiä D2aαβ(x, 0)
(|α| = |β| = 2), D1aαβ(x, 0) (|α| = |β| = 1), aαβ(x, 0)
(|α| = |β| ≤ 2) òà δ16;

∫

Ω

∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ
(
bαβ(x, 0)DαuN (x, 0)

)×

×uN
tt (x, 0)dx ≤ C34

∥∥uN
0

∥∥2

V
+ δ17

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx,

δ17 > 0, ñòàëà C34 > 0 çàëåæèòü âiä D2bαβ(x, 0)
(|α| = |β| = 2), D1bαβ(x, 0) (|α| = |β| = 1), bαβ(x, 0)
(|α| = |β| ≤ 2) òà δ17;

∫

Ω

∑

1≤|α|≤2

cα(x, 0)DαuN (x, 0)uN
tt (x, 0)dx ≤

≤ C35

∥∥uN
0

∥∥2

H2
0 (Ω)

+ δ18

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx,

δ18 > 0, ñòàëà C35 > 0 çàëåæèòü âiä cα(x, 0), δ18;
∫

Ω

g
(
x, uN

t (x, 0)
)
uN

tt (x, 0)dx ≤ 1
8

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx+

+ 2g2
1

∫

Ω

∣∣uN
1 (x)

∣∣2p−2
dx;

∫

Ω

f(x, 0)uN
tt (x, 0)dx ≤ 1

2

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dxdt+

+
1
2

∫

Ω

|f(x, 0)|2 dxdt.

Ïiñëÿ íàëåæíîãî âèáîðó äîñòàòíüî ìàëèõ ñòàëèõ
δ16 � δ18 îäåðæèìî íåðiâíiñòü

∫

Ω

∣∣uN
tt (x, 0)

∣∣2 dx ≤ C36

∥∥uN
0

∥∥2

V
+ C37

∥∥uN
1

∥∥2

V
+

+ C38

∥∥uN
1

∥∥2p−2

L2p−2(Ω)
+ C39

∫

Ω

|f(x, 0)|2 dx, (14)

ïðè÷îìó äîäàòíi ñòàëi C36 � C39 íå çàëåæàòü âiä N .
Îòæå, âðàõîâóþ÷è (14), ç íåðiâíîñòi (12) ïiñëÿ çàñòî-
ñóâàííÿ ëåìè Ãðîíóîëà ìîæíà îòðèìàòè: iñíó¹ ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi{uN}(ïîçíà÷èìî ¨¨ äëÿ çðó-
÷íîñòi çíîâó {uNk}) òàêà, ùî

uNk
tt → utt ∗ � ñëàáêî â L∞((0, T ); H2

0 (Ω)),

uNk
tt → utt ñëàáêî â L2((0, T ); H2

0 (Ω)),

uNk
t → ut ∗ � ñëàáêî â L∞((0, T ); H2

0 (Ω))

ïðè Nk →∞.
Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi îöiíêè (10)

g(x, uNk
t ) → χ ñëàáêî â Lp′(QT )

ïðè Nk → ∞. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.1 [7,
ñ. 70], áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî
uNk

t → ut ñèëüíî â L2(QT ) i ìàéæå âñþäè uNk
t →

ut â QT ïðè Nk →∞. Îòæå, χ = g(x, ut).
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Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî ïðè äîâå-
äåííi òåîðåìè 1.1 [7, ñ. 20], îäåðæèìî, ùî u ∈
C([0, T ]; H2

0 (Ω)), ut ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
. Îñêiëüêè

uNk(·, 0) → u(·, 0) ñëàáêî â V , uNk
0 → u0, ñèëüíî â V ,

òî u(x , 0) = u0(x), x ∈ Ω. Êðiì òîãî, àíàëîãi÷íî äî
[7, ñ. 236] ïîêàæåìî, ùî ut(x , 0) = u1(x), x ∈ Ω. Ëåã-
êî ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié
òîòîæíîñòi (5). Îòæå, u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1)�(4).

�äèíiñòü. Ïðèéìåìî w = u1 − u2, äå u1, u2 �
äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1)�(4). Îñêiëüêè
u1(x, 0) = u2(x, 0), u1

t (x, 0) = u2
t (x, 0), òî, ìiðêóþ÷è

àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê îòðèìàíî íåðiâíiñòü (9), îäåð-
æèìî

∫

Ω


|wt(x, τ)|2 +

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2

 dx +

+
∫

Qτ


 ∑

|α|=2

|Dαwt|2 + |wt|p

 dxdt ≤ 0.

Îòæå, u1 = u2 ìàéæå ñêðiçü â QT . ¥

Âèñíîâêè
Ïðîáëåìà âñòàíîâëåííÿ îïèñàíèõ âèùå êëàñiâ

êîðåêòíîñòi âèêëèêà¹ iíòåðåñ íå ëèøå ç ïîãëÿäó
ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, à é ç òî÷êè çîðó òåîðå-
òè÷íîãî âèâ÷åííÿ ðiçíèõ êðàéîâèõ çàäà÷, êðàéîâi
óìîâè â ÿêèõ îïèñóþòü ìåõàíi÷íi ìîäåëi, ÿêi âèâ-
÷àþòü â òåîði¨ ïðóæíîñòi. Âèäà¹òüñÿ âàæëèâèì òà
öiêàâèì ðîçãëÿíóòè â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ àíà-
ëîãi÷íi ïèòàííÿ äëÿ ìiøàíèõ çàäà÷ â íåîáìåæåíèõ
îáëàñòÿõ. Ïðè öüîìó ïëàíó¹ìî äîñëiäèòè óçàãàëüíå-
íi ðîçâ'ÿçêè ÿê ó âàãîâèõ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðàõ,
òàê i â ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié.
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THE MIXED PROBLEM FOR FIFTH ORDER NONLINEAR EQUATION
OF BEAM VIBRATIONS TYPE IN BOUNDED DOMAIN

P. Pukach
National University �Lvivska Politechnika�
12 S. Banderà Str., 79013, Lviv, Ukraine

The paper is devoted to investigation of the �rst mixed problem for nonlinear equation of
the �fth order in bounded domain. Described equation generalizes the equationutt + autxxxx+
+buxxxx + |ut|p−2ut = f , p > 2, which is studied in elasticity theory. The conditions of the
existence and uniqueness of generalized solution have been obtained. The classes of the existence
and uniqueness are Sobolev spaces of functions.
Keywords: nonlinear equation of beam vibrations, Galerkin method.
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