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I. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè i ¨¨ çâ'ÿçîê ç
âàæëèâèìè íàóêîâèìè çàâäàííÿìè

Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè ìåòîäîì Ôóð'¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ïèòàí-
íÿ çáiæíîñòi öüîãî ìåòîäó.

Öþ ïðîáëåìó äîñëiäæóâàëè áàãàòî ìàòåìàòèêiâ,
íàïðèêëàä [1�6], ïðè÷îìó îäåðæàíi íèìè ðåçóëüòàòè
ñòîñóâàëèñü ïåðåâàæíî ðîçâèíåíü åëåìåíòiâ ãiëüáåð-
òîâîãî ïðîñòîðó â ðÿä çà âëàñíèìè åëåìåíòàìè ñàìî-
ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ (êëàñè÷íèé ìåòîä Ôóð'¹).

Ó ðîçãëÿäóâàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çáiæíiñòü ðîç-
âèíåíü çà âëàñíèìè òà ïðè¹äíàíèìè åëåìåíòàìè íå-
ñàìîñïðÿæåíîãî àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðà ç êðàòíèì
ñïåêòðîì. Òàêèé îïåðàòîð òðàïëÿ¹òüñÿ â äåÿêèõ çà-
äà÷àõ ç íåêëàñè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (íåëî-
êàëüíi óìîâè òèïó Iîíêiíà, Áiöàäçå-Ñàìàðñüêîãî òî-
ùî). Äîäàòêîâèì óñêëàäíåííÿì ñôîðìóëüîâàíî¨ çà-
äà÷i îêðiì íåñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà ¹ òàêîæ òå,
ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê çðîñòàííÿ êðàòíîñòi éîãî
âëàñíèõ çíà÷åíü iç çáiëüøåííÿì ¨õ ìîäóëÿ.

Ó ðîáîòi çàïîçè÷åíà ìåòîäèêà âèêîðèñòàííÿ äðî-
áîâèõ ñòåïåíiâ ñòðîãî ïîçèòèâíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ
îïåðàòîðiâ äî âèâ÷åííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ çà âëàñíèìè åëå-
ìåíòàìè [5, 6], à òàêîæ âèêîðèñòàíà òåîðiÿ óçàãàëü-
íåíîãî ìåòîäó Ôóð'¹, ðîçðîáëåíà Ï.I. Êàëåíþêîì [7].

Íàñòóïíi ïóíêòè îïèñóþòü äîñëiäæóâàíèé àáñò-
ðàêòíèé îïåðàòîð A, ùî äi¹ â àáñòðàêòíîìó ñåïàðà-
áåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðiH:

1) A � îáîðîòíèé îïåðàòîð ç òî÷êîâèì ñïåêòðîì
σp(A) = {zk ∈ C : k ∈ N}; âëàñíi çíà÷åííÿ zk çàíó-
ìåðîâàíi òàê, ùî |zk| ≤ |zk+1|;

2) V =
{
vj

k ∈ H : k ∈ N, j = 0; νk

}
� ñèñòåìà

âëàñíèõ òà ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A, ÿêà
óòâîðþ¹ áàçèñ Ðiññà â H.

Av0
k = zkv0

k, Avj
k = zkv

j
k + ξj

kv
j−1
k ,

ξk ∈ C, k ∈ N, j = 1; νk;

3) |ξj
k| ≤ M0|Rezk|, 0 < M0 < 1, k ∈ N, j = 1; νk;

4) ∃ ν > 0 ∀ k ∈ N 1 + νk ≤ ν;
4*) Óìîâà 4) íå âèêîíó¹òüñÿ, àëå ∃ c > 0, τ > 0

∀ k ∈ N 1 + νk ≤ c|zk|2τ .
Êëàñ âñiõ îïåðàòîðiâ A, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

1) - 4), ïîçíà÷èìî ÷åðåçK0(H), à óìîâè 1), 2), 3), 4*)
� ÷åðåç Kτ (H).

Îòæå, êëàñè K0(H), Kτ (H) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå
âëàñòèâîñòÿìè êðàòíîñòåé âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòî-
ðiâ: äëÿ K0(H) êðàòíîñòi ðiâíîìiðíî ïî k ∈ N îáìå-
æåíi, äëÿ Kτ (H) � âîíè òàêèìè íå ¹, àëå íàêëàäåíî
îáìåæåííÿ òèïó 4*) íà ¨õ ðiñò.

Äàëi ÷åðåç D(A), R(A) ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíî
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòü çíà÷åííÿ îïåðàòîðà
A; B(X;Y ) � ïðîñòið ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ
A : X → Y ç D(A) = X; Ë.Î. {ui}p

i=1 � ëiíiéíà îáî-
ëîíêà ñèñòåìè âåêòîðiâ u1,u2, . . . ,up; ||u|| = ||u||H �
íîðìà âåêòîðà u ∈ H.

II. Ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ
îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

1. Âíàñëiäîê ï.2) ââàæàòèìåìî, ùî âH çäiéñíåíî
âiäïîâiäíå ïåðåíîðìóâàííÿ i áàçèñ ÐiññàV = {vj

k} ïå-
ðåòâîðèâñÿ â îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðóH (òå-
îðåìà Ì. Ê. Áàði).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hk
def
= Ë.Î.

{
vj

k

}νk

j=1
, òîäi, î÷å-

âèäíî,

Hk⊥Hl (k 6= l) i H =
∞⊕

k=1
Hk.

2. Ó [7, 8] äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð A ∈ K0(H)
(A ∈ Kτ (H)) ¹ ïîçèòèâíèì îïåðàòîðîì [6] i òîìó âè-
çíà÷åíi ñòåïåíi Aβ äëÿ ∀β ∈ R.

Ñïî÷àòêó Aβ âèçíà÷àþòüñÿ íà âåêòîðàõ vj
k, ÿêi

óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðóHk:

Aβvj
k =

j∑
r=0

[
1
r!

(
Dr

zk
zβ
k

)
ηj,r

k vj−r
k

]
, (1)
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äå
ηj,r

k = ξj
k · ξj−1

k · . . . · ξj−(r−1)
k ,

à ïîòiì çà ëiíiéíiñòþ çàäàþòüñÿ íà âñüîìó Hk, áî
Aβ îáìåæåíi â Hk. Äàëi Aβ âèçíà÷àþòüñÿ íà âñüî-
ìó ïðîñòîði H òàê:

D(Aβ) =
{
u ∈ H :

∞∑

k=1

∥∥AβnpHk
u
∥∥2

< ∞
}

,

∀u ∈ D(Aβ) Aβu
def
=

∞∑

k=1

AβnpHk
u.

3. Íåõàé u ∈ H i u =
∞∑

k=1

νk∑
j=0

uj
kv

j
k � ðÿä, ùî äà¹

ðîçâèíåííÿ âåêòîðà u çà âëàñíèìè òà ïðè¹äíàíèìè
âåêòîðàìè vj

k îïåðàòîðà A. Òîäi ÷åðåç un ïîçíà÷àòè-
ìåìî òàêó n-òó ÷àñòèíó ñóìè öüîãî ðÿäó:

un
def
=

n∑

k=1

νk∑

j=0

uj
kv

j
k.

4. Òåîðåìà 1. Íåõàé îïåðàòîð A ∈ K0(H)
(A ∈ Kτ (H)), à âåêòîð u ∈ D(Aω) (u ∈ D(Aω+τ )),
ω > 0, òîäi

||u− un|| = 0
(
|zn|−ω

)
, n →∞. (2)

Êîìåíòàð äî òåîðåìè 1. Òåîðåìà ñâiä÷èòü ïðî
çâ'ÿçîê ìiæ ãëàäêiñòþ âåêòîðà u ∈ H ùîäî îïåðà-
òîðà A (u ∈ D(AS) i îçíà÷à¹, ùî âåêòîð u ìà¹ ïîðÿ-
äîê ãëàäêîñòi S ùîäî A) i øâèäêiñòþ çáiæíîñòi éî-
ãî ðîçâèíåííÿ çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ òà ïðè¹äíàíèõ
âåêòîðiâ ó òåðìiíàõ ñïåêòðà. Âîíà âiäîáðàæà¹ òàêå:
ùîá ðîçâèíåííÿ u ∈ H çà âëàñíèìè òà ïðè¹äíàíè-
ìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A ∈ Kτ (H) ìàëî òàêó ñàìó
øâèäêiñòü çáiæíîñòi, ÿê âiäïîâiäíå ðîçâèíåííÿ äëÿ
A ∈ K0(H), ïîòðiáíî âèìàãàòè âiä âåêòîðà u áiëü-
øèé ïîðÿäîê ãëàäêîñòi ùîäî A (çàïàñ ãëàäêîñòi íå
ìåíøèé, íiæ τ). Îòæå, íàðîñòàííÿ êðàòíîñòåé âëà-
ñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà ïðèçâîäèòü äî ñïîâiëüíåííÿ
øâèäêîñòi çáiæíîñòi ðîçâèíåíü çà éîãî âëàñíèìè òà
ïðè¹äíàíèìè âåêòîðàìè.

¤ Äîâåäåííÿ.
4.1. Âèïàäîê A ∈ K0(H).
Îñêiëüêè u ∈ D(Aω) i 0 /∈ σp(A) (ï. 1)), òî

∃w ∈ H òàêèé, ùî u=A−ωw,w=
∞∑

k=1

νk∑

j=0

wj
kv

j
k. (3)

Âðàõîâóþ÷è (3) òà îðòîãîíàëüíiñòü ïiäïðîñòîðiâ
Hk, ìîæåìî çàïèñàòè

‖u− un‖2 =
∥∥A−ωw −A−ωwn

∥∥2 =
∥∥A−ω(w −wn)

∥∥2 =

=

∥∥∥∥∥∥
A−ω




∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

wj
kv

j
k




∥∥∥∥∥∥

2

=

=

∥∥∥∥∥∥

∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

wj
kA−ωvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

k=n+1

∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ωvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

. (4)

Âèêîðèñòàâøè ñïî÷àòêó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, à
ïîòiì � íåðiâíiñòü Êîøi, ìàòèìåìî

∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ωvj

k

∥∥∥∥∥∥
≤

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
∥∥∥A−ωvj

k

∥∥∥ ≤

≤



νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

·
νk∑

j=0

∥∥∥A−ωvj
k

∥∥∥
2




1/2

,

çâiäêè
∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ωvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

·
νk∑

j=0

∥∥∥A−ωvj
k

∥∥∥
2

. (5)

Íà îñíîâi ôîðìóëè (1), âðàõîâóþ÷è îðòîãîíàëü-
íiñòü vj

k, îäåðæèìî

∥∥∥A−ωvj
k

∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
j∑

r=0

[
1
r!

(
Dr

zk
z−ω
k

)
ηj,r

k · vj−r
k

]∥∥∥∥∥

2

=

=

∥∥∥∥∥
j∑

r=0

[
1
r!

(
r−1∏

i=0

(−ω − i)z−ω−r
k

)
×

×ξj
k · ξj−1

k · . . . · ξj−(r−1)
k vj−r

k

]∥∥∥∥∥

2

=

=
j∑

r=0

1
(r!)2

∣∣∣∣∣
r−1∏

i=0

(−ω − i)z−ω−r
k

∣∣∣∣∣

2

×

×
∣∣∣ξj

k

∣∣∣
2

·
∣∣∣ξj−1

k

∣∣∣
2

· . . . ·
∣∣∣ξj−(r−1)

k

∣∣∣
2

(6)

Äàëi, îñêiëüêè
∣∣∣ξj

k

∣∣∣ ≤ M0|Rezk| ≤ M0|zk|, òî, ïðî-
äîâæóþ÷è (6), äîõîäèìî äî îöiíêè

∥∥∥A−ωvj
k

∥∥∥
2

≤

≤
(

j∑
r=0

∣∣∣∣
(−ω)(−ω−1) · · · (−ω−(r−1))

r!
Mr

0

∣∣∣∣
)2

·|zk|−2ω ≤

≤
( ∞∑

r=0

∣∣∣∣
(−ω)(−ω−1) · · · (−ω−(r−1))

r!
Mr

0

∣∣∣∣
)2

· |zk|−2ω.

Îñêiëüêè áiíîìiàëüíèé ðÿä
∞∑

r=0

β(β−1)···(β−(r−1))
r! xr=

=(1 + x)β ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì ∀ x ∈ (−1, 1), à
0 < M0 < 1, òî ðÿä ó êðóãëèõ äóæêàõ ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi çáiãà¹òüñÿ äî ñâî¹¨ ñóìè
S = S(ω, M0).

Ñêîðèñòàâøèñü öèì, ìîæåìî çàïèñàòè
∥∥∥A−ωvj

k

∥∥∥
2

≤ S2 · |zk|−2ω (7)
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Çáiæíiñòü ðîçâèíåíü çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ òà ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðà ç êðàòíèì ñïåêòðîì

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (7) i âëàñòèâiñòü 1 + νk ≤ ν
(ï. 4)), íåðiâíiñòü (5) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ωvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

·
νk∑

j=0

S2|zk|−2ω =

=
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· (1 + νk) · S2|zk|−2ω ≤

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· ν · S2 · |zk|−2ω =

= γ2
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· |zk|−2ω, (8)

äå
γ

def
= ν · S2.

Iç ðiâíîñòi (4) ç âðàõóâàííÿì îöiíêè (8) îòðèìó¹-
ìî

‖u− un‖2 ≤ γ2
∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· |zk|−2ω ≤

≤ γ2|zn+1|−2ω
∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

= γ2|zn+1|−2ω‖w−wn‖2 ≤

≤ γ2|zn|−2ω‖w −wn‖2.
Îòæå, îòðèìàíî îöiíêó

‖u− un‖ ≤ γ · ‖w −wn‖ · |zn|−ω,

äå ‖w − wn‖ → 0 ïðè n → 0 ÿê çàëèøîê çáiæíîãî
ðÿäó (3). Âëàñòèâiñòü (2) äîâåäåíî.

4.2. Âèïàäîê A ∈ Kτ (H).
Ïðèïóñòèâøè u ∈ D(Aω+τ ), ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹-

ìî âèêëàäåííÿ äîâåäåííÿ ïåðøîãî âèïàäêó òåîðåìè
i äîõîäèìî äî ðiâíîñòi (4), íåðiâíîñòåé (5), (7) iç çà-
ìiíîþ −ω íà −ω − τ :

‖u− un‖ =
∞∑

k=n+1

∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ω−τvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

, (4∗)

∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ω−τvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

≤

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

·
νk∑

j=0

∥∥∥A−ω−τvj
k

∥∥∥
2

, (5∗)

∥∥∥A−ω−τvj
k

∥∥∥
2

≤ S2
∗ · |zk|−2ω−2τ , (7∗)

äå
S2
∗ = S(ω, τ, M0)

def
=

def
=

∞∑
r=0

∣∣∣∣
(−ω−τ)(−ω−τ−1) · · · (−ω−τ−(r−1))

r!
Mr

0

∣∣∣∣.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (7∗) i âëàñòèâiñòü
1 + νk ≤ c|zk|2τ (ï. 4*)), íåðiâíiñòü (5∗) ìîæíà óòî-
÷íèòè òàê:
∥∥∥∥∥∥

νk∑

j=0

wj
kA−ω−τvj

k

∥∥∥∥∥∥

2

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

·
νk∑

j=0

S2
∗ · |zk|−2ω−2τ =

=
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· (1 + νk) · S2
∗ · |zk|−2ω−2τ ≤

≤
νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· |zk|2τ · S2
∗ · |zk|−2ω−2τ =

= γ2
∗

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· |zk|−2ω, (8∗)

äå
γ2
∗

def
= c · S2

∗ .

Iç ðiâíîñòi (4∗) ç âðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (8∗)
îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖u− un‖2 ≤ γ2
∗

∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

· |zk|−2ω ≤

≤ γ2
∗ |zn+1|−2ω

∞∑

k=n+1

νk∑

j=0

∣∣∣wj
k

∣∣∣
2

= γ2
∗ |zn+1|−2ω ‖w −wn‖2 ≤

≤ γ2
∗ |zn|−2ω‖w −wn‖2

àáî
‖u− un‖ ≤ γ∗ · ‖w −wn‖ · |zn|−ω

.

Îñêiëüêè ‖w−wn‖ → 0 ïðè n → 0, òî ‖u−un‖ =
0 (|zn|−ω), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 äëÿ âè-
ïàäêó A ∈ Kτ (H). ¥

5. Ðîçãëÿíåìî ùå îäíó òåîðåìó, ÿêà äà¹ óìîâè çái-
æíîñòi ðîçâèíåíü çà âëàñíèìè òà ïðè¹äíàíèìè âåê-
òîðàìè åëåìåíòà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðóH i â ñåíñi
iíøèõ íîðì.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè:

1. A ∈ K0(H) (A ∈ Kτ (H));
2. ∃ áàíàõiâ ïðîñòið E, σ > 0 òàêi, ùî A−σ ∈

B(H; E), òîáòî

‖A−σu‖E ≤ α‖u‖H ∀u ∈ H; (9)

3. u ∈ D(Aσ+ω) (u ∈ D(Aσ+ω+τ )) , ω > 0. (10)
Òîäi ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ
1. u ∈ E; (11)
2. Ðÿä u =

∞∑
k=1

νk∑
j=0

uj
kv

j
k çáiãà¹òüñÿ äî u çà íîðìîþ

ïðîñòîðó E;
3. ‖u− un‖E = 0 (|zn|−ω), n → 0. (12)

¤ Äîâåäåííÿ.
Äîâîäèòèìåìî òåîðåìó 2 ëèøå äëÿ âèïàäêó

A ∈ K0(H). Äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó (A ∈ Kτ (H))
çäiéñíþ¹òüñÿ çà àíàëîãi¹þ ç éîãî äîâåäåííÿì äëÿ
òåîðåìè 1.
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Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ (11) âèïëèâà¹ ç óìî-
âè (10):

u ∈ D(Aσ+ω) ⊂ D(Aσ) = R(A−σ) ⊂ E

Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ ñòåïåíiâ Aβ âëàñíi òà ïðè-
¹äíàíi âåêòîðè vj

k ∈ D(Aβ) äëÿ ∀ β ∈ R, çîêðåìà
vj

k ∈ D(Aσ) = R(A−σ) ⊂ E, òîìó ÷àñòèííi ñóìè
un ∈ E i ìîæíà ðîçãëÿäàòè ¨õ çáiæíiñòü i çà íîðìîþ
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E.

Ç óìîâè (10) âèïëèâà¹, ùî ∃ w ∈ H òàêèé, ùî
u = A−σ−ωw = A−σ(A−ωw). (13)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (9) òà âèðàç (13), ìàòèìå-
ìî

‖u− un‖E =
∥∥A−σ(A−ω(w −wn))

∥∥
H
≤

≤ α
∥∥A−ω(w −wn)

∥∥
H

, (14)
à â ïîïåðåäíié òåîðåìi (âèïàäîê A ∈ K0(H)) áóëî
äîâåäåíî, ùî

∥∥A−ω(w −wn)
∥∥

H
≤ γ · ‖w −wn‖H · |zn|−ω,

çâiäêè îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖u− un‖E ≤ α · γ · ‖w −wn‖H · |zn|−ω.

Öå é îçíà÷à¹ ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ (12).¥
6. Êîìåíòàð äî òåîðåìè 2. Âiäçíà÷èìî, ùî çà

óìîâ òåîðåìè 2, ðÿä

u =
∞∑

k=1

νk∑

j=0

uj
kv

j
k

çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîðiE çà áóäü-ÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè éî-
ãî ÷ëåíiâ, ùî âèïëèâà¹ ç áåçóìîâíî¨ çáiæíîñòi â ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîðiH âiäïîâiäíîãî ðÿäó äëÿ âåêòîðà
A−ωw. ßêùî, íàïðèêëàä,E � ïðîñòið C íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié, òî ìîæëèâiñòü ïåðåñòàâëÿòè ÷ëåíè âêàçàíî-
ãî ðÿäó îçíà÷à¹, ùî âií çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.
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