przenikania ciepta. Metoda obliczania. 3. PN-B-03406:1994 Ogrzewnictwo — Obliczanie zapotrzebowania
na ciepto pomieszcieo kubaturze do 600 in 4. PN-82/B-02403 Ogrzewnictwo. Temperatury
obliczeniowe zewrtezne. 5.PN-82/B-02402 Ogrzewnictwo. Temperatury ogrzewanych pomiesecze
budynkach. 6. PN-EN 12831: 2006 Instalacje ogrzewcze w budynkach. Metoda obliczania projektowego
obcigzenia cieplnego. 7. PN-83/B-03430 Wentylacja w budynkach mieszkalnych, zamieszkania
zbiorowego i uzyteczgoi publicznej — Wymagania — wraz ze zmiang PN-83/B-03430/Az3:2000. 8. PN-B-
02025:1999, AP1:2000 Obliczanie sezonowego zapotrzebowania na ciepto do ogrzewania budynkdow
mieszkalnych i ytecznosci publicznej.
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Interdependences between descriptions of state of stress, based on various
parametrizations introduced for middle surface of shell are discussed in the paper. Complete
analitic solutions for symmetric and antisymmetric load, obtained using various
parametrizations are presented. Practical simplifications for obtained results of system of
balance equations that result from utilization of particular parametrizations are discussed.

Wprowadzenie. Dzwigary powierzchniowe as to cienkoscienne ustroje nosne uksztattowane
wedtug okrélonej powierzchni. Jesli powierzchnia srodkowa dzwigara powierzchniowego jest
zakrzywiona pojedynczo lub podwdjnie, to nazywana jest pawplk Podstawy teorii oraz anadipracy
statycznej w ujciu analitycznym i numerycznym cienkosciennych konstrukcji powtokowych zostaty
przedstawione w ogromnej liczbie publikacji, ktérych obszerne zestawienie, w liczbie poscidsete
pozycji, podano w pracy [4]. Padp tam rownie probe catdciowego przedstawienia teorii i analizy
numerycznej zadastatyki, statecznas i dynamiki wieloptatowych konstrukcji powtokowych.

Z grupy powtok obrotowych do analizy statycznej w niniejszym referacie efmzyjiperboloig
jednopowiokowy. Zatlazono w analizie statyki tej powtoki olagenie jej dwoma podstawowymi zbiorami
obchzen: symetrycznym i antysymetrycznym po obwodzie. Zastosowany sposOb obliczania sitravexeh
takiej powtoki polega na sformutowaniu i rozzaniu rownania riczkowego w ramach zaych przyblzonych
teorii powtok [2, 5]. ZasadnigzrudnGcia na jalg natrafia s w klasycznym rozwiizaniu, jest skomplikowana
post& rownania rozwizujacego uktad rownaréwnowagi. Dla wékszdaici powierzchnisrodkowych i sposobow
obchzenia, jest to rownanie idiczkowe castkowe drugiego krdlu o wspdéiczynnikach funkcyjnych.
Rozwhzanie tego typu réwnania jest poszukiwanedaketodami numerycznymi [3].

W pracy pokazano korggi wynikajace z uwzgldnienia roznych parametryzacji przy
rozwiazywaniu réwna powlok. Podano funkcje przeja i wzajemne relacje pordzy parametrami
krzywoliniowymi wysepujacymi w réznych parametryzacjach wprowadzonych na powierzZchdkowej
hiperboloidy jednopowlokowej. Dla prajiych opiséw powierzchnisrodkowej oraz dla obgkenia
symetrycznego i antysymetrycznego przedstawiono gzamie w postaci analitycznej, opiscg sity
przekrojowe. Przybfiony charakter rozwiania wynika z uproszciaestosowanych w teorii powtok [2],
opartych na zatozeniach Kirhchoffa — Love’a, aztake wzgidu na wykorzystanie pgjia urednienia.
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Opis parametryzacji powierzchnisrodkowej. W celu rozwazania uktadu rownaréwnowagi dla
parametryzacji krzywiznowej, w naszym pgsiwaniu wprowadzono na powierzchinodkowej jeszcze
dwie parametryzacje: prostokhea isymetryczna. RoOwnania wektorowe opigi§ powierzchr
srodkowg dla poszczegoélnych parametryzacji (rys. 1)apejstd:

r= aoshti|)cos@ ) + sin@ )|+ by sinhhk, (1a)
r= 1la co§(j ¥ sinfuj}+ ]1L cosﬁ+a D+ sin(&+oc cho$+ulsin[3 k, (1b)
_aosp® . asnp® . ©
r= <ine© i+ g, © j —byctgo ™ Kk . (1c)

=

N
&\\\\\\\\\\\
N

Rzut tworzqce] na plaszczyzne XOY

b) Parametryzacja prostokfima (1b)

7 Opis oznacze wystkpujacych w rownaniach
wektorowych (1a) do (1c¢) i na rys.1:
AVAVAVAVAV/ Przewezenie _powloki u', U7 - wspéirzdne krzywoliniowe,

u'e R; U € (0, ATY;

INAAAAA Zmienna U' ., R
Zmienna U2 | a—promigi w przewezeniu,
M/ )(\/X /\,(\ >(\\I)(\\ \ a, - promiei podstawy,
AT b, — parametr,
S, @ £ - paramelry owe.
//M/ a \v/ \\V/ N \\:\‘\{\\\\\ X ' o® B(s) - wspotczynniki dla parametryzacji
> symetrycznej wyraone zalenosciami:
1 2 1 2
. u+u u-u
c) Parametryzacja symetryczna (1c) a® = — B = — (2)

Rys. 1. Opis powierzchniodkowej w roznych parametryzacjach
Dla tak przygtych parametryzacji okéno wzajemne zwzki pomidzy parametrami
i wspobtrzednymi krzywoliniowymi [1] i wyra&ono je poprzez parametr praep:
)
, cos
W= =S|n(oc(s)):—@( )) :
cosh(™\*) cos@'?)
gdzie: indeksy gorne okflaja wielkosci w odpowiednich parametryzacjach.
W dalszych rozwazaniach przyjeto oznaczenia:

(3)

- ul,u2 - wspotredne krzywoliniowe wysfpujace w parametryzacji krzywiznowej;
- - kat wystepujacy w parametryzacji symetrycznej,
-B ,(p(p) ,a =90—-0¢ ®) - katy wystepujace w parametryzacji prostokiee;.
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Funkcje trygonometryczneata (p(p) okreslono po wykorzystaniu powzan katowych iloczynu

skdarnego:
9127l 1M 2=+ Q1y $2 COS(P(p)
W nasgpujacy sposob:

& S|n(p(p) — i Ctgp( ) 912

Voo 922 R

gdzie gj; to sktadowe tensora pierwszej formymizzkowej [1, 2].

cosolP) =

Wtedy zalenos¢ trygonometryczi wiazaca wielkosci katowe w parametryzacji symetrycznej
i prostokrélnej, po przeksztalceniu zaleud (3) zapisano w postaci:

siffia) = sir{o.)cogB). (4)
Rozwigzanie ogoélne uktadu réwnan rownowagiW ramach teorii uproszczonej uogolnione sity
przekrojoweNij 3 rozwiazaniem umownego stanu btonowego i wyznacggest uktadu rowna[1, 2]:
N”‘ 1Pl = (5)
_N] h] +E’3 = 0,
gdze by to sktadowe tensora drugiej formyniczkowey, ap ,P% to sktadowe wektora ohegenia (18).

Dla parametryzacji krzywiznowej, po podstawieniu symboli Christoffela, oraz stosownych
przeksztatceniach dokonanych przy pée@j wzorami transformacyjnymi do wielka fizycznych [1],
uktad réwna (5) zapisano w postaci:

(@_hﬂ)l - (\/El_'\ﬁ),z (a2) L N2+ g @ P =0

222+ 3 z2) + 2P?]-0 52

ENG +ENg,+ PP =0

gdZe g, & to krzywizny gtéwne.
Otrzymano ukfad roéwna rézniczkowych czstkowych. Nasfpnie wprowadzono do trzeciego
réwnania uktadu rowna(5a) zwiazek midzy krzywiznami gtéwnymi:
&=—etg?(@) (6)
i uzyskano opis sit przekrojowycN>,w postaci:
o L e P
N2> = eNpy + P3]= tgz(a)Nll_?- (7

Dalej podstawiono (7) do pierwszego réwnania ukladu (5a), co dalo po przeksztatceniach zapis
kanoniczny najprostszy z rowych:

922 N7, 955N 922 o, 8)
{\/9_11 11} (\/T 12) \/—

Fl= gy P + (\/_) 3

—=ps, 9)
€4922

Nastpnie wyrugowano z dwdch ostatnich rowinzktadu (5a) wielkosciN3,, a po wykorzystaniu
wzoru (7) otrzymano réwnanie:

gdze
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— € —[—
(9 20N ),1 - E\/_Q{ Nfl),z -Jgr2=0. (10)
gdze funkcg F2 okreslono w nasgpujacy sposob:
p3
F2=—2 _ go,P2. (11)
€

Po przemnaeniu przez,/g,, réwnania (8) wykonano obustronne ziitzkowanie réwnania (8) po

ut i réwnania (20) pcuz. Nas¢pnie z przeksztatconych rowing8) i (10) wyrugowano drugpochodr

z wyrazenia |g,oN75 12 i uzyskano poszukiwane réwnanie rozmijace uklad réwna réwnowagi
W nastepujacej postaci:

Jo22 {%Nﬁj 4 jé_fl FL +{§ \/_Q:(T\lfl),z 4 \/_gFZ} -0 (12)
1 N ,

Otrzymano rownanie mhiczkowe czstkowym drugiego ru.

Wykorzystupc wzajemne powgzania z rénych parametryzacji, pokamy teraz madiwosé
dalszego uproszczenia tego réwnania. Przyjimuyiec zalenosci (3) i (4) oraz podstawowe wzory
geametrii rézniczkowej [1, 2], okrélono dla parametryzacji krzywiznowej wied@ pomocnicze
opisujace pierwiastki ze wspotczynnikdw pierwszej formynitzkowej:

J a1 =actda), Jar= a:osl{ul)— a (13)

~sin(a)”
Tak przygotowane zwdzki oraz ich zalenosci zapisane w rinych konfiguracjach, uniwity w

dalszym rozwizywaniu zmiae zmiennej z u! na a. Po wykonaniu stosownych podstaivié
przeksztatcé, otrzymano réwnanie:

f oo —f 22 {\/? g> ) % ~[@octda)F2] ., (14)

gdze funkcg f okreslono w nasgpujacy sposob:

f = gpotg(@)N7 - (15)
Zalozono rozwiqzanie o rozdzielonych zmiennych i otrzymano réwnanie rézniczkowe zwyczajne
drugiego redu, o statych wspoéiczynnikach:

a1 92 g )R (sl as)

, O

Uzyskane rownanie umbwi w dalszej czsci przedstawd rozwiazanie analityczne zamkie dla
dowolnych obcizen. Poréwnanie go z rownaniem (12), daje wyabrae o korzyciach uzyskanych po
wprowadzeniu powizan pomiedzy r&znymi parametryzacjami.

Przypadek dowolnego obejzenia. Jeeli wektor P w uktadzie odniesienia ma sktadowe Y, Z i
sa to odpowiednie funkcje obgienia, to z réwngxi:
P=X+Y+X=Pr+P?r,+P’m, 17)

wyznacza si skladowe P ,P?,P° w bazach lokalnych. Po rozrdniu odpowiednich uktadow réwia

otrzymano: ol gill [ xas(nﬁ)J C(@)Jr yasir(hﬂu) si63)+ Zly COS*(‘Jl)]'

=z =ﬁ[— Xsir(uz)+ Ycos(uz)], (18)

p3 :%[—Xb—;cos(uz)—Y%O siréL?)Jr Ztant{ul)]
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Rozwigzanie dla obcazenia symetrycznego.Symetryczny sposOb olgenia ptaszcza powtoki
przy uwzgkdnieniu np. oddziatywaniem giarem wiasnym, dmlzie wystepowat przy ustawieniu powtoki
rownolegle do kierunku grawitacji. Wtedy dlaXx=0, Y=0, Z=0skladowe wektora obgienia:

FSL,PZ,P3 okrédone g wyrazeniami:
1
P — 7, cosf_‘u ' P_o. p3 _ ctg(B) tank{ ) (19)
011 005( )
Po podstawieniu opiséw (19) do (9) i do (11), dla symetrycznego sposolaieniiotrzymano
réwnanie rozwazujace (14) w postaci:

(%mL:—z\@ctg(B). 20)

Rozwiazanie réwnania (20) jest rozazianiem na etapie catki szczegdlnej dla przypadkuagboia
symetrycznego. Wykonudg proste catkowania i przeksztatcenia wyprowadzonych réywmayskano opis
sit przekrojowe w nagpujacej formie:

N =-P, Np, =0, N3, = Ny tan?(a )——P3 (21)
gdze P - jest funkc&okreélonqw nas¢pujacy sposob:

22 2(3)_ O S(B) _
~ 2sinlp) cosr?( ){ st coshi) - ' s’(p)- tan'ﬁtf')}C}ctg(a) (22)

nabmiastC jest stat wyznaczogn z warunku na brzegu swobodnym z zat®ci:
N < —(k
Ny = Uk )= N (23)

Rozwigzanie dla obcjzenia antysymetrycznego.Roawiazanie dla antysymetrycznego sposobu
obdazenia ptaszcza powloki przy uwezglnieniu np. wplywu eizaru wlasnego otrzymujeesbbliczapc

powtoke jako wspornik. Wtedy diaX =0, Y =0, Z= 0 sktadowe wektora obgienia: P ,P?,P° okréone
Sa Wyrazeniami:

glrbz Yasinr(!ul)sin(uz), Dt P= Yacos(u})cos(uz), Pd= jons(g))sm( ) (24)
Réwnanie rozwhzujace (16) zapisano teraz w ngstjacej postaci:
fra + f=— 2Yap Gp cid@)sinlu?). (25)
Furkcja f , jako rozwhzanie réwnania (25) okémna zostata wzorem:
3
f =Y%E@) £ sin(uz), (26)
S 6 dog (W) od- cbs)] slo) fw) d+ Cloga)+ C2sin(a)

gdZe * - oznacza rozwzanie lgdace funkcp jednej zmiennej; Cl C2 to state catkowania spein@&;
warwki na brzegu, natomiast funkch(c )okres’la wzor:

h(e) = \/1— siffoe)cogB))? . 27)
Ponizej podano zalaosci opisupce sHy przekrOJowe dla antysymetrycznego sposobuobgia:
N11=g—220t9(0!)' Nio= 2 " (@), NZ=tg (G)Nu—?- (28)

Momenty przekrojowe i sity tngce. Momenty zginajce i skecajace towarzysazce stanowi
btonowemu [1, 2] wyznaczagsk zalenosci:

) 53
Ml = —ﬂ{g” L v } , (29)
€

€
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ktéra w wersji uproszczonej moa zapiséw postaci:

mi = DN (29a)
€
2
2 — 2
gdzie: nzé_z, &'2:(%}” n=123, @4211({17\’), e=H+VH?-K .
1+¢& ® h
W stanie podstawowym wygbuja takze sity trace i wyznacza gije z rOwnania:
M +Q =0. (30)

Po podstawieniu zatacsci (29) i wykorzystaniu pierwszego réwnania ukfadu rémvng)
przeksztatconego do postaci:

W=,

otrzymano réwnanie (30) opisige sity poprzeczne:

si__nl.l P
5 g(j

Przykiad zastosowania. Dla otrzymanego rozwkrania, wykonano przykiadowe obliczenia.
Przyjeto zelbetovg powtoke hiperboloidala o wysokdci: z = 113 m, ksztaltowanz przeznaczeniem na
ptaszcz chtodni kominowej (rys. 2).

+PIL (31)

; Cechy geometryczne: Cechy materiatowe:
‘ - L =113.0 [m], - E=27.0 [GPa],
\ } - Lo=93.0 [m], 4 =26.4  [kN/m,
: -a =475 [m], v =0.1667 [-].
L ° -a =260 [m],
i } - 2h=0.20 [m].
: Potudnik powtoki opisany jest réwnaniem:
|

u

Y X 1)2
. flut)= 1+(b0j | gdzie: = 6083 [m].

Rys.2. Geometria powioki i dane pragjdo obliczeé

Przyjeto: beton klasy B35, gruboseianki 2h = 0,20 m. Obliczenia wykonano prayciu wiasnych
programoéw napisanych wejyku Fortran oraz wykorzystag system obliczeniowy Mathematica.
W obliczeniach dokonano podziatu po wységioco 5 [m], natomiast po obwodzie co 753.[Taki podziat
dat 1152 punkty obliczeniowe dla pojedynczej wiekgio Graficzry interpretagi rozwiagzania podano na
podstawie otrzymanych wynikbw w zadanych punktach.

Parametryzacja krzywiznowa — stan ”S’
.
N; [kN/m]
500
450
00| T~ 0
~—— "
350 T~ N.= 0.0
\\ 3
300 ~_ L= N,
250 ~
200 \\
150 S
100 [=om—— N
50 T e ™ z [m]
00 S
-50 m Q omn
S 2 2 8 $ 8 8 R 8 s28 2P

Rys. 3. Sity przekrojowdl;” dla symetrycznego stanu olsnia
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Na zahczonych wykresach przedstawiono wacidizyczne sit przekrojowycrﬁf. Ze wzgkdu na

chaakter rozwazania, dla stanu symetrycznego ,S” przedstawiono wykresy dla pojedynczych potudnikow
(rys. 3), natomiast dla stanu antysymetrycznego przedstawiono wykresy przestrzenne (rys. 4a, 4b, 4c).

Pozostate sity uogélnionﬁif i Q,jako funkcjeNij , P' i PPmozna wyznaczy z podanych zakmosci
(29), (29a) i (31). &to wielkasci mate [1] i przyjmuj maksymalne wartei:
- dla obcizenia symetrycznegomaxM;; = M, = 0032[kNm/m], maxQ" = @ = 0031[kN/m],

- dla obcizenia antysymetryczneganaxMj = M = 0066[kNm/m], maxQ = Q' = 031[kN/m].

N7y [kN/m]

Max (0 [m], 90F ]) = 937.7 [KN/m]
Min (0 [m], 270F ]) = -937,7 [KN/m]

a

Ni> [kN/m] Nz, [KN/m]

2 ro
Max (O [m], 90F ]) = 296.3 [kN/m] I

Max (0 [m], 180F]) = 530.9 [kN/m] I Min (O [m], 270F ]) = - 296.3 [kN/m]

Min (0 [m], 0[°]) = - 530.9 [KN/m

b c

Rys4. Sity przekrojoweN;" dla antysymetrycznego stanu ageina: 4a. Sity N;;, 4b. Sity Ny;, 4c. Sity Ny,

W celu poréwnania wynikéw otrzymanych w roagéniu analitycznym wg zaproponowanego
rozwiazania z wynikami jakie mma uzyska z rozwhzania numerycznego, zamodelowano powtok
w systemie Robot, ktéry wykorzystuje MES. Podziat na elementyicdane pokazano na rys. 5. Podczas
gererowania siatki wybrano czworgtke, 4-wezlowe, powierzchniowe elementy skonczone. Dokonano
podziatu na 40 elementow po wysakd i 120 elementéw po obwodzie. Dato to 4800 elementow
skaiczonych. Wykorzystugc otrzymane wyniki oblicae zapisane w plikach znakowych, wygenerowano
po odpowiedniej konwersji graficzny obraz w systemie Mathematica. Podane na przyktadowych
wykresach wartéci sit przekrojowych (rys. 6, 7) odnagszgie do poszczegdélnych elementéw skponych.
Pordwnujgc otrzymane wyniki (rys. 6, 7) z wynikami z rozméania analitycznego (rys. 3, 4) nma
stwierdzi, ze istnieje bardzo dobra zgoddazarowno co do jakmiowego jak i ilosciowego przebiegu
wykresow sit przekrojowych. Dlatego dla antysymetrycznego sposobuzebid w niniejszej pracy
podano jedynie wykres sit N;. ROznice wynikOw otrzymane 2z rozedania analitycznego
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zaproponowanego W pracy i rozgania numerycznego uzyskanego w systemie Robot sa mniejsze ni
1%, co mozeswiadczy¢ 0 poprawnéci otrzymanego rozvgzania.

Ny [KN/m]
500

T 450
.

400

oy Nu
350 t e,

‘e
300 .
.

‘ ‘ 250

200

T [T 150 s

N ..
N 100 M AL Py o "

50

chp, ] T |zim

|
|
|
|

-50

10 20 30 40 50 60 70 80 90 93 100 113

Rys.6. Sity przekrojow#\;” dla symetrycznego stanu

[
1
|

obdgzenia z rozwigzania numerycznego

[
L]
|

= ] T ] 1 ) ‘\—Lh
L 1T i

Rys.5. Model powtoki w systemie Robot
Max (0 [m], 90 {]) = 931.3 kN/m w0 W[
Min ( 0 [m], 270 ]) = -931.3 kN/m

Rys.7. Sity przekrojow®|,; dla antysymetrycznego
stanu obcizzenia z rozwigzania numerycznego

Podsumowanie. Wybér na powierzchnisrodkowej odpowiedniej parametryzacji usiwia
uproszczenia rachunkowe na réznym etapie rgzywania powtoki. Wynika one z opisu geometrii
powierzchnisrodkowej. Znajomét funkcji przegcia (3) i wzajemnych relacji pogdzy poszczegolnymi
wspdtrzednymi w wykorzystywanych parametryzacjach umozliwita uproszczenie gaawnia ukfadu
rownan réwnowagi. Dla hiperboloidy jednopowlokowej uzyskano réwnanie rgaydce (12) jako
réwnanie r@niczkowe castkowe drugiego kdu. Dokonujc rozdzielenia zmiennych otrzymano rownanie
rézniczkowe zwyczajne drugiegogdu o statych wspétczynnikach - rownanie (16). Razanie zapisane
w o0golnej postaci zostalo przedstawione dla dowolnego sposobuszehie. Dla obcizenia
symetrycznego i antysymetrycznego po obwodzie podano gaawie w postaci zamkgtej opisupce sity
przekrojowe Nj' - wzory (21) i (28). Prosta forma opisu sit przekrojowych przedstawiona w sposéb

andityczny i zawarta w zbiorze funkcji elementarnych utatwia obliczenigyniierskie. Otrzymane
rozwiazania analityczne magstuzy¢ jako narezdzie do testowania roze#zan numerycznych i budowania
niezaleznych programow na elektronicznych maszynach cyfrowych.
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