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The oscillations and analysis two hinge pendulum’s bar of a sprayer for chemical
protection of plants. It is shown here the oscillations  two hinge pendulum’s bar of a
sprayer which point of suspension is moving in space. System a non-linear differential
equations is derived witch a help of numerical method.

&�������	��������������	�	 ��������������%����������	 �����
����	���	�
����
�

����	���������������
���������������������������
�	�����
��%	��	�	������ �������

��������

"�� ��� ��%���� ����������� ���
�	����� 
��%�� ���	���� ��
	� ������ �
����������

����
	���
��� 
��
������� �������
	��� ���	����� ���� ������
	���%�� ���������� ���������%�

��������
��	� '���
���%�� �������� ��	� �	�������� 
� ����%����%�� �������� ����	���������

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



16

(����������� �� �����%��������
������� ���������� �	���	�
��������������������
�	�����


��%	�������	�	���������������
	�	����������������������V-�����������
�	������������	

��%��	 �����	����������������
������%�����
����������� ����
��	�
	�	�

� ���� ���	����� ������������ ���
�	������ 
��%	�� 
���	� �������� ����� ���#����

���
	�������z0(t) ����
����θ(t) �� 	����������������
	������#�����	�����������%����������

�� ������	����������������������	�����

)�������'������������%����"�������*���!�������*�"���+��������������

)� ���
�
����� ��������
	�	� 
�����
�������� ����	����� �����
	����� ( ) vtZtz 0 ,cos=

( ) vtt 0 ,cos, Θ=θ ��� viZ 00,Θ �������������
��	������
�
�����
	�����	 �
����
��	 ����	����


���	� �������� ���
�	������ 
��%	� 01, ,
2

s

v
v

π=  v �� �	����
�� �� �� ����	��������� s –

����	��� �	���'���
���%����������

*����������������	�	����
�	���	�h1 i h2 , �������
��%����������
���
����	��
�����

������������������������������
�����%	����
�����'.
*���
�����������	�����	��������00 �������������� 01����
�	������
��%	�����������.
&������ ��������	�
��������������
�������������
�������

*	�������������%�������������	��
	���
	�������
��ϕ1���ϕ2����
�	����h1 
��h2, ��	����
��
�������
��ϕ2������������
��������
�����������������
��%	��
��
����
��������������

�
�	�������
�	���h2 �����
���
&��� ���������� �	�����������	 � �������� �� �� ��������������� ���
�	������ 
��%	

����	���������	���	�
������	�
������������$�%���������%�%����������	%����

.2,1;0 ==
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−





∂
∂

�
,-TT

dt

d

�iii ϕϕϕϕ ��
                                            (1)

+�����
��������	��
	����
�����%	����������
�	������
��%	����������
�

.coscoscos

;sinsinsin

22110

2211

ϕϕθ
ϕϕθ
hhHzz

hhHx

c

c

−−+=
++=

                                              (2)

,���
	��������
��������������%����	�
��	��	������
����
��	�	��	�����	�

;
2

1

2

1 2
2

2 ϕ�ycc JmVT +=                                                                (3)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



17

( ) ( ) ( )[ ],cos1cos1cos1 22110 ϕϕθ −+−+−−= hhHzmg-                           (4)

��� ,222
ccc zxV �� +=  vc – �	����
�����
��������	�
��	�� ,

12

2ml
J yc =  g – ��	�	������������

%��
�������

*	����������������
	���������%�������� ��������������
	����	%���

( ) ( )[
( ) ( )]

.
2

sin2sin2sin2cos2

cos2cos2
2

1

2
2

2

22211100212121

222111
2
2

2
2

2
1

2
1

22

ϕ

ϕϕϕϕθθϕϕϕϕ

ϕθϕθϕθϕθϕϕθ

�

��

�

����

�

�

�

�

��

�

h

ml

hhHzzhh

HhHhhhHmT

+

+++−+−+

+++++++=

         (5)

*�� �����	�� ��� ��� ����� ���
�	������ 
��%	� ���� �����
� �	�� �’����%�� ������� ����
�����#�	#�#�%����������#���
���#��	����
���
�����������������������	�
��	�����

( )�
�

�
�

�
���

�
��� ϕα+ϕα= � ,                                                          (6)

���αr1, αr2������������
	������
���	���’����%��
��
���������� ����
�	������
��%	�

*	�� �����	� �� ����� ���� ���%������	 � �����	��
� �� ����
������	� ��������� ��� � ���

�	�	�� �� �	�
���� �������� ����� �����	���� ������ ���������	 � ����
�������� ������#��� �	-
�������������������������	��������������������
�	������
��%	�����	��������

                

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) 














=+++−++

++−−−+









+

=+++−++

++−+−+

.0sinsincos

sincos
12

;0sinsincos

sincos

2022
2

22

2
2

21
2
121121212

2
2
2

1011
2

1

1
1

21
2
22121211

2
1

ϕϕθθϕθθ

ϕαϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕθθϕθθ

ϕαϕϕϕϕϕϕϕ

zghHh

m
hhhh

l
h

zghHh

m
hhhhh

r

r

���

������

��

���

������

                  (7)

*�� �����	�� ��� ( ) ( ) vtZtzivtt coscos 00 =Θ=θ �� �	�
���� ������#�	 � �	������

������	 ��������������

( ) ( )

( ) ( )[

( )]
( ) ( )

( ) ( )[
( )] 




















+Θ⋅Θ+

++Θ⋅Θ=−+

+⋅+−−−+

+Θ⋅Θ+

++Θ⋅Θ=−+

++−+−+

,cossinsin

coscoscossin

sincos

;cossinsin

coscoscossincos
1

sincos

20
2

0

200
2

222
2

022

2
22

21
2
1211212212

10
2

0

100
2

1
1

2
0

1

12
1

12
221

1

2
221

1

2
1

ϕ

ϕαϕα

ϕααϕϕϕϕϕϕαϕ

ϕ

ϕϕ

ϕαϕϕϕϕϕϕϕ

vtvt

vtvtvHh�����vZgh

m
hhhh

vtvt

vtvtv
h

H
vtvZg

h

mhh

h

h

h

hh

hr
h

r

������

������

            (8)

���
.12

12
22

2
2

lh
h +
=α

(��������

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .0;0;sin;sin

;sin;1cos;1cos;1cos

22
12211

21212121

≈≈+≈++≈+

−≈−≈+≈+≈−

θϕϕθϕθϕθϕθ

ϕϕϕϕϕθϕθϕϕ

�

�

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



18

-���� �	�
���� �������� ���� ������� �����
	
���� �� �
���� �	�
����� ����#�	 � �	������
������	 �����������������	�	����������
��	

( )

( )










=+++++









+

=+++++

.0
12

,0

22022
2

1212

2
2
2

11011
1

211
2
1

θϕϕαϕϕ

θϕϕαϕϕ

��

�������

��

�������

Hhzgh
m

hh
l

h

Hhzgh
m

hhh

r

r

                             (9)

*�� �����	����� ( ) ( ) vtZtzvtt cos;cos 000 =Θ=θ ���	�
������������������	%����

 
( )

( ) ,

.cos

cos

,coscos
1

2
022

2
2

0222
22

12212

2
0

1
1

2
0

1
1

1
2

1

2
1

2
1













Θ=

=−+++

Θ=−+++

vtvHh

vtvZgh
m

hh

vtv
h

H
vtvZg

hh

h

h

h
hr

h

mh

r

α

ϕαϕααϕαϕ

ϕϕαϕϕ

�����

�����

                       (10)

*�����������������	#�����
2

vt
=τ ��-����

�i �� ϕϕ ��� , �����
������������	%����

.
2

;
2

2

2

2

2

22

2

2

1 




⋅=⋅+





⋅=

⋅=⋅=

v

d

d

dt

d

d

d

dt

d

d

d

v

d

d

dt

d

d

d

iii

ii
i

τ
ϕτ

τ
ϕτ

τ
ϕϕ

τ
ϕτ

τ
ϕ

ϕ

��

�

)���	��� ������� ���� ���%������	 � �����	��
� 2211 , qq == ϕϕ � �� �	�
���� ����� �����

����
�������������������	�
��	���������.�
���[2], �������������
�����������������������	

����	��������
������������
	�	�

( )

( ) 









=−+++

=−+++

;2cos2cos22

;2cos2cos22

2222
2

22
1

2

122
2

2

1111
1

12
2

2

212
1

2

ττε
τττ

ττε
τττ

dqa
d

dq
b

d

qd
h

d

qd

dqa
d

dq
b

d

qd
h

d

qd

,                     (11)

����������������������������������

;4

;2;
4

;;

;
4

;
2

;
4

;;

0222

02222
22

2
22

222112

1

0
1

1

0
1

1
212

1

1
1

1

2
21

Θ=

====

Θ=====

h

h
hhr

h

r

Hhd

Zh
v

gh
a

mv
bhhh

h

H
d

h

Z

hv

g
a

vmh
b

h

h
h

α

αεαααα

εα

/���������	��	�
������������������
2
2

2

2
1

2

ττ d

qd
i

d

qd
�������	���

[ ( ) ]

( ) }
[ ( ) ]

( ) } 















+−−

−−


 −−+=

+−−

−−


 −−+=

,2cos2cos2

22cos2cos22
1

;2cos2cos2

22cos2cos22
1

2222

2
21111

1
112

12
2
2

2

1111

1
12222

2
212

12
2
1

2

ττε

τ
ττε

ττ

τεε

τ
ττε

ττ

dqa

d

dq
bdqa

d

dq
bh

Hd

qd

dqa

d

dq
bdqa

d

dq
bh

Hd

qd

,           (12)

��� .1 211212 hhH −=

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



19

�	�
�����	�����������	 ��������� ������	��%����������	���������������	���	�
�����

���������	 �������#�.�
���[3].
&��������� �	�
���� �������� ����� ��������
	� �	����	����
������&��� ���%�� ����	��

�������

.;;; 02
2

022
2

2

01
1

012
1

2

ψ
τ

ψ
τ

ψ
τ

ψ
τ

====
d

dq

d

qd

d

dq

d

qd
��

���	�
��������#�	 ��	�����������	 ������������%�%������������������	�	����������
��	�����

����������	%������	�
��	���
	��� �����#�	 ��	�����������	 �������������%���������

( ) ][{

( ) }

( ) ][{

( ) }





















=

+−−

−−−−+=

=

+−−

−−−−+=

.

;2cos2cos2

22cos2cos22
1

;

;2cos2cos2

22cos2cos22
1

02
2

2222

022111101112
12

02

01
1

1111

011222202221
12

01

ψ
τ

ττε

ψττεψψ

ψ
τ

ττε

ψττεψψ

d

dq

dqa

bdqabh
H

d

dq

dqa

bdqabh
H

�

�

              (13)

�	�
���� ������#�	 � �	�����������	 � �������� ���� 
����� ����� ��
	� ����������� ��#�

����
	�����
����	��	����	����
������/���������	��	�
������������������������� 21 ϕϕ ���� � ,

�����	���

( ) ( ) ( )

( ) ( )[
( )] ( ) ( )

( ) ( )][

( ) ( )

( )( ) ( ) [

( ) ( )] ( )

( )
( ) ( )][





































ϕ+Θ⋅Θ++ϕ+Θ⋅⋅

⋅Θ
α

+ϕ⋅−α−ϕ
αα

−

−ϕϕ−ϕ+ϕ+Θ⋅Θ+ϕ+Θ⋅

⋅⋅ϕ−ϕΘα−ϕ−ϕ−ϕ⋅

⋅α+ϕϕ−ϕαα+ϕϕ−ϕα=ϕ

ϕ+Θ⋅Θ+ϕ+Θ⋅Θ+ϕ⋅

⋅−
ϕ

−ϕ
α

−ϕϕ−ϕ
ϕ

−ϕ+Θ⋅

⋅Θ+ϕ+Θ⋅⋅ϕ−ϕΘα−ϕ⋅

⋅−⋅ϕ−ϕ
α

+ϕϕ−ϕ−ϕ
αα

=ϕ

ϕϕϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ

���������������������������

�
�

	�
���������
�

�

�

��

���
�

��
���������������������

���������
�

	�
���������
����

�

�
���

���

�
���

�

�

����������������������������
��

	
���

������
�
��

�

��
���

��

�
��������

����������������������
��

�
���

������
����
��

�
���

�

�

���

�

��
�

���

�
����

�
�

���
�

�
����

�
���

��
��

�
���

���
�

��

�
�

�
���

��
�

�������

�

��
�����

�
�

�

��
�

����
�

�

�

�
�

�

�
�
�

���
���

�

�
��

�
������

�
��

�

�
�

�

�
���

�

��
�
��

���

�
�

�

�

�����
�

�

�

����

��

����

��� ( ).cos1 21
2

2
2
2 ϕϕαϕ −−= hhh

(14)

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



20

&������
����������	�����%����
�������� ���������	
	��������

22221111 ;;; ψϕψϕψϕψϕ ==== �������� � �� ����
	� �	�
���� �������� ����� �� �	%����� ��
	��� 

������#�	 ��	�����������	 �������������%���������

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



















=
+−⋅−

−−+−−−⋅⋅

⋅+−−−=

=
+−⋅

⋅−−+−−⋅

⋅−+−−=

,

;,,,sin,,,,,

sin,,cos,,,cossin

,,,cos,,2sin,,

,

;,,,sin,,,

,,sin,,cos,,,sin

cos,,,2sin,,,,

22

210821210722106

2
2212105212104211

21031212102
2
22121012

11

2108121071

2106
2
22121052121042

212103
2
1212102221011

ψϕ
ϕϕϕϕϕψϕϕ

ψϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕψϕϕϕϕψϕϕϕϕψ

ψϕ
ϕϕϕϕϕψ

ϕϕψϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕψϕϕϕϕψϕϕψ

�

�

�

�

vttbvttbtb

tbvttb

vttbtbtb

vttavtta

tatavtta

vttatata

         (15)

��

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )��������������������
�

	�
��


��

�
�

�
��


���

��


���

�

��


��

��������������������
�

	�
��


��

�
�

�
��


���

���

�


���

��

�


��

��������������������
��

	
��


��

�
��


��


���

���


���

��

�


��

��������������������
��

�
��


����������

�
��

�
��


���

��

�


���

���

�


��

�
�

���
����

����

����
����

����
����

��
���	

�
�

���
�

��
�

���


����
����

�

�����
����

��
�
�

����

�
�

���
�

�

����

�

�
�����

�

��
����

�

�
���	

�
�

���
�

��

�

�
�

���

�

��

�

���
�
�

����

�
�

����

�

�����
����

ϕϕ
ϕ

γϕϕ

ϕϕ
ϕ

ϕϕϕ

ϕϕ
ϕ

γϕϕ

ϕϕ
ϕ

ϕϕϕ

⋅Θ+⋅Θ
α

=ϕϕ

α
=ϕϕ

αα
=ϕϕ=ϕϕ

⋅Θ+⋅Θα=ϕϕ

α
=ϕϕ

αα
=ϕϕ

α
=ϕϕ

⋅Θ+⋅Θ=ϕϕ

=ϕϕ
α

=ϕϕ=ϕϕ

⋅Θ+⋅Θα=ϕϕ−=

α
=ϕϕ=ϕϕ

αα
=ϕϕ

/�����
�
	� �	�����%�� ���������� �	�
��� ������#�	 � �	�����������	 � �������� ����

����������	%�����%������������	�� 2 – 7.

0 2 4 6 8 10

-0,008

-0,006

-0,004

-0,002

0,000

0,002

0,004

0,006

0,008

ν=1

ν=3

ν=6

t, c

ϕ2

0 2 4 6 8 10

-0,010

-0,005

0,000

0,005

0,010

l=10m

l=15m

l=5m

ϕ2

t, c

���� �� ������ ��	
���� ���������� ���� �� �������	� ������
 ��	
���� �����

����� ������������ ��� ����
 ������ ��� ����
 �� 	�����
 ��	 ��� ������������

��
 ����������� ���������� ������

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



21

0 2 4 6 8 10
-0,0015

-0,0010

-0,0005

0,0000

0,0005

0,0010

0,0015

h 1 = 0.5m
h 1 = 0.5m h 1 = 0.1m

ϕ2

t, c   0 2 4 6 8 10

-0,015

-0,010

-0,005

0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

h2=1.0m
h2 =0.5m

h2 =0.1m

ϕ2

t, c

���� �� ������ ��	
���� 	��������� ���� �� ������ ��	
���� 	���������

���������� ����� ��� ����
 	�����
 ���������� ����� ��� ����
 	�����


������� ������� h1 	������ ������� �2

0 2 4 6 8 10
-0,006

-0,004

-0,002

0,000

0,002

0,004

0,006

0,008

m=100kg

m=1000kg

m=500kg

ϕ2

t, c    0 2 4 6 8 10

-0,004

-0,002

0,000

0,002

0,004

0,006

αr1 =100Hmc

αr1 =10Hmc

αr1 =500Hmc

ϕ2

t, c

���� �� ����� 	�������� � ������
 ����	� ����� ���� ������ 	���������

���������� ����� � �� ��������� ���������� ����� ������������ �

������ �������	� �� ������
 ��	
����

)��	��������	�������������
��	���
��	 ���� 	��������
�	������������������
��%	

����	�������� ������
���� ��� ����������� ����	�	� ��������� 
��%	�� ���
�
	� �������


	���%���������������	�
��%	������	�	�	�������%��
��
���������� ����
�	����

�
���� ��������� ������
�
	� ����������� ���
�� ���%�� �	����	
	� ���	� �
�#���
�� ����

��������� ���
�	������ 
��%	� ��	� ���	����� � �� ������������ �������
	� %����
�	���� 
�

����
������������
�	�����
�����������	�����������������	��������
� ����%����%���������

����	���������

��� .������� ����� ��������� �� ������������/� ���������� �� ���� ������� ����� �� 
�� ��

2.�������+�0���������������������/�������������������������� ���1��0���+�����������
��
������������� �����������	����!��������$���!�����������%� /�-���������+��������������
4.�2���������������������'�'���������������������������������"�!�"��������������������

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


