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Mathematical model of generalized non-salientpol saturated electrical ma-chine 
as an electromechanical multipole has been elaborated. The model is based on 
mathematical description with integral equations. It is applicable for stiff equation 
systems and ensures high numerical stability. The application of the model has been 
illustrated on modelling of an electromechanical system. 
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�� ���������� �	���������� 
�
����� ���	������ 0XY  

���	�#������� �����	�� mF � 	����������������������������� 
����� �� mX mY,  �� � ��	������������

�
������#� 
�
��������	������ ���	�#������������	�� m� ��
��������������������������4/2+��

+���������������
�������	�������������������������
��
������
���	���	���������	��� 

2 2 mX mY
m mX mY m m m mX m mY m

m m

;      ( );     ;      ,
F F

F F F � � � � � � �
F F

= + = = =  

��� mF  –�������������	�� m;F  m�  –�������������	�� m,� ���
����	�������#��
��� m m m( )� � �=  

�����	�#����	����	�
�������������	����������������������������	������4/2+� 
�������� �����	���� �������� ���� � �����	��� ����	��������� ���������� �	������
����

��������	������4/2+������������������������
����
�������	����� 
 

2 2
mX mY mX mYmX mX

2 2 2
mX mY m m mXX XY

2 2
YX YYmY mY mY mX mY mX

2 2 2
mX mY m m m

( )
d ( )

,
d

( )

� � � �

� � � �

F F F F� �
5 5 5 5

F F F F F5 5� �
5�

5 5� �F F F F F
5 5 5 5

F F F F F

 ∂ ∂  + −  ∂ ∂     = = =   ∂ ∂     − + ∂ ∂     

   (5) 

�� 

m m m m
m m

m m

d ( ) ( )
( );      ( )

d� � � �

� � � �
5 5 � 5 5 �

F F
= = = =                    (6) 

������������	�����������������������������	������������������	������
�����������	������4/2+� 
*���	������������������)�������	� 5 ��
����	�����������	��� 

�%-�1�(*4%�2�%�4%'%�1*'��1��%�7�&%'%(*1'������ 

�������������� ����������)�� ����#���� ������� 
����	�� �� ������� 	���	�� �����������

�����
���� s1, ... , sS � �� r1, ... , rR. � 4���	���� �����	� 
�	����� �� �����	� ��������������� ����

4/2+�����	�#������
��������������	����� 

[ ] [ ]g s1 sS r1 rR g s1 sS r1 rRT T
;     ;i i i i i 6 6 6 6 6= =� � � �  


��������	��������������
����	��
��������� 

s1s1 s1sS r1r1 r1rR

g

sSs1 sSsS rRr1 rRrR

diag ( , );
� � � �

�

� � � �

L L L L

L

L L L L

   
   =    
      

� �

� � � �

� �

 

���	����������
�������������� 

s1 sS r1 rRw diag (w ,  ... ,  w ,  w ,  ... ,  w )=  
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�����	��� 

s1 s1 r1 r1

sS sS rR rR

1 0
cos sin cos sin

0 1
Q diag ( ,  );   ( ),

cos(p ) sin(p )
cos sin cos sin

sin(p ) cos(p )

7 7 7 7

� � 8
8 8

7 7 7 7
8 8

 
     
     = = =     
         − 

� � � �  

��� s1 sS,  ... ,  7 7  –� ����� ������� ��� �����	������ 	��������� �
��� ���� 
����	�� ��� ���������

���	���������
����	���	������ 0S ; r1 rR,  ... ,  7 7  –���������������������	������	����������
���

���� 	���	�� ��� ��������� ���	������ ��� 	���	�� �	������ 0R ; 8  –� ���� ����	���� 	���	�� ���

������	������	������������������#���������������)����	��������������������	������ 0R  
����	������0S ; p  –�������
�����	�����
���4/2+� 

*������������	�������������������)����#����
������
����������������	�� gi �������� 8  

�����������������������������4/2+���������
������������
������
����������������	�� g6 ���

�����	�������������������� ,M ���#����
���
������
�������#��
��� 

g g g g( ,  );      ( ,  ),6 6 � 8 � � � 8= =  

���� #�� ����� �����	��� �������� �����	����� �	�������� ( ),9 9 �= � ��� g T
  ;9 6 � =    

g T
  ,� � 8 =   ����������	�#���������������������	����	�
�����4/2+��*���������
���������-

����������
�������	������������ ( )9 9 �= ����������
��
������
���	���	���������	��� 

T T
g

2
Q w ;     ( );

p
F � � � � �
:

= =  

T ( ) T T ( ) T
g g g g gwQ ;    wQ ( ) Q w ,� �

�
6 � � �� � � � � � � �= + = =  

�� 

( ) ( )

0 0

0 0d ( )
p ( ).

sin(p ) cos(p )d

cos(p ) sin(p )

� �� 8
� � 8

8 88

8 8

 
 
 = = =
 −
 − − 

 

�������� �����	������������ ( )9 9 �= � � �����	��� ����	���������������������������

��	����	���4/2+ 

g g

g

g

d

d
ii i�

�� ��

6 6

i 8 ; ;9
;

; ;� M M

i 8

∂ ∂ 
 ∂ ∂   = = = =  ∂ ∂   

∂ ∂  

 

T T ( ) T ( ) T
g g

T T ( ) T T ( ) T T T ( ) T ( ) T ( ) T
g g g g

2 2
+ wQ Q w wQ + wQ ( ) Q w

p p
= ,

2 2
( ) Q w+ wQ Q w wQ + wQ ( ) Q w

p p

� �

�

� � �� � �

L �5� � � �5 � �
: :

� � � � 5� � � � � � 5 � �
: :

 
 
 
 
 
 

        (7) 
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�� 

( )
( ) 2

0 0

0 0d ( )
( ) p .

cos(p ) sin(p )d

sin(p ) cos(p )

�

�� � 8
� 8

8 88

8 8

 
 
 = = −
 
 − 

 

*��������������)�������	�; ��
����	�����������	��� 

�%1*(%1�2�*�6�'(+�0�%��/�,%)%2�'�,'%4+��+�&*'*4)��4�&'��*�� 

��*�*�1'�(*4%�2�7����1*( 

/�����2+0�
�������
���� K ���������������������������
����������	���������$������

�/2+��� "�������������� �-���/2+� ����� ���#�������� �-�� ����������2+0�� ���3���)����� ���


����	�� kS ����� �����	���	�� kR ������ ����������
�����������#�
����� ��� ��������
������� �����

����������-��/2+����2+0������������������
��������/2+�����
����$��������
����������

�������– ���������-��/2+��/������-���/2+���� kP �����
����� kW ���������4���	�����������������	�


�	���������������	��������������������������	� �����������������������	���������	�������������

����
����������	������������������������	�#������
��������������	����� 

[ ] [ ]g s1 sS r1 rR g s1 sS r1 rRT T
... ... ;     ... ... ;i i i i i 6 6 6 6 6= =  

[ ]
k kkg k s1 k sS k r1 k rR k k1 kP ki ki1 kiWT T T

... ... ;  ... ;  ... .L L L L Lu u u u u � � � � � �   = = =     

'��#���������)��
�	����������	�����������	�������
�����������������)�������
�	��������

����������������������
����� 

*����	$�����������%�	����������������-��/2+������	������	������� 

k ke kgA ;i i= −                                                             (8) 

ki kgA 0,i =                                                                (9) 

�� 

k k k k

k k k k

ke1,s1 ke1,sS ke1,r1 ke1,rR

ke

keP ,s1 keP ,sS keP ,r1 keP ,rR

ki1,s1 ki1,sS ki1,r1 ki1,rR

ki

kiW ,s1 kiW ,sS kiW ,r1 kiW ,rR

A A A A

A ;

A A A A

A A A A

A

A A A A

 
 =  
  
 
 =  
  

� �

� � � �

� �

� �

� � � �

� �

 

–���	$�����	�����������������������
����������������������� 

/��	������� ����/2+�� �	��� �����	������� ����� ����� ���	�#����� ��� 	�
�� ��� �����	��

k k ki,  ,  � � � ������������� 

[ ] [ ] [ ]k k1 k7 k k1 k7 ki ki1 ki2 ki3T T T
;       ;        .� � � � � � � � � �= = =� �  
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�����	���� ke kiA ,  A ���	������������������ 

ke ki

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 1 0 00 0 1 1 0 0 0 0 0 0

A ;   A 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 .1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0 0 10 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

− 
 − 
  −−  
   = = −−   
   −−   

− 
 − 

 

 

�k7 �k5

�k6

�k3 �k4

�k1�k2

�ki1
ik4

ik2

ik1

ik3

ikgs1 ikgr6

ikgs2

ikgs3

ikgs4

ikgr5

ikgr7
ikgr8

ikgr9

ikgr10

ik6

ik7 ik5

�ki2

�ki3

 
3�	�����#�����������������������-<�,.( 

 
*���	�������������%�	��������������������-��/2+������	������	������� 

T T
kg kg kg ke k ki kiA A 0,LR i u � �+ − − =                                          (10) 

��� s1 sS r1 rRdiag ( ,  ... ,  ,  ,  ... ,  )R R R R R=  –����	�������	��������-��/2+� 

*�������������	���������������������������������	������
��������$���� 

1

kg kg kg, 1d ,
t

L
t

6 � � 6

−

−= +∫                                                 (11) 

��� kg, 16 −  –���������������	�� kg6 ������������
�� 1.t−  

+������������������	����	�
������-��/2+����
���
��
������
���	���	���������	��� 

kmX T T 2 2
k k k k kg km kmX kmY

kmY k

kmXkmX kmY
km km km kmX km kmY km k k

kmYkm km

2
Q w ;    ;  

p

 ( );    ;    ; ,    ;

F
F � � � � �

F :

�F F
� � � � � � � � �

�F F

 
= = = + 

 
 

= = = =  
 

 

k k( ) ( )T T T T
kg kg kg k k k k k kg k k k k k k k kgkw Q ;     w Q ( ) Q w ,� �

�
6 � � � � � � � � � � �= + = =   

�� 

k k( ) ( )
k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

1 0 0 0

0 1 0 0
( );    p ( ).

cos(p ) sin(p ) sin(p ) cos(p )

sin(p ) cos(p ) cos(p ) sin(p )

� �
� � 8 � � 8

8 8 8 8

8 8 8 8

   
   
   = = = =
   −
   − − −      

     (13) 

(12) 
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0�
�����	����������–(�	�����
����	�������������	�������������	���
����-��/2+����

�������)��������������������
�������������	�������	���	������������������������
���(�����

�
������� �-��� /2+� � ���������� 2+0�� ��� �����	� k� � �� ���� k8 � � ������������ �� ���� ���

����������� ���������� 	���������� 
�
����� ���������6��� 	��	�������� �����	������������

�	���
� �� 2+0�� ���������� ���������� 	�������� ���� �
���/2+� 	�����������)�� ���
�����

�����	��������������������������#������������
�
����� 
����
�	�)��������
�	��������
�
�����	��������)�����
����������	�����
����������

��#� ����������� 
�
������ ���	������ �����	����� 
����� 2+0� �� �������� $�����	
������

��������	�� �	�
�� ���� ������ �� �������� ����� 
������
����$��� –� ��	�������������)�� �����-
���������������2+0������	�����������)�������������������
�����	�����/2+��'���������-
��� ����
�� �-��/2+� ��� �-��� ������ 2+0� ����
����
�� �� ��������	�� ��������)�� 
�������
��	���������$������������������������-�������
��-��/2+������	������������$������)��

�����������-�����������2+0��.�)��2+0���
���������������#�	�������	���������������#����
�	�������� �� 
�����2+0� ��� ���������� ���	��� ���� �#�	���� �������������#� �������������

�������� 2+0�� *���
�� ��������� )�� �� 2+0� ����� ���� ����� �������� ������ �� �����������

������������� 1 N,  ... , � � ���������������������	�������������������������������������������

���	�������� ������ ������ ����������� ����� z1 zZ,  ... , � � � ����������
�� ��� 
���� ������������

��	������� ������� �� ���	��� ������������ ���������� �#�	����/��	������� ��2+0�� 
����� �����

���	�#�������	�
�� �������� ����	�������������� ��������������� 1 9,  ... , � � � �� � 
� ����	������

��������������������� 

z1 3 z1 z2 z2 z3 z3 z4 5 z4 z5 5 z5 z6 5 z6;   ;   ;   ;   ;   .� � � � � � � � � � � � � � � �= + = = = + = + = +  

4���	���������	���������������	��������������2+0�������	����	��������������#�	����

�����	����������������	�������������2+0� �������	�
�	������������������������� ����������

�#�	������	����������	�������������2+0�����	�#������
��������������	����� 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 N z z1 zZ z z1 zZ z z1 zZT T T T
... ;   ( ) ( ) ... ( ) ;   ... ;   ... .� � � � � � � � � � � � � � �= = = =  

*�� ��	$��� �������� %�	������ ����� ���� ��	������� �� ���	������ ������� 2+0�

�����	������	������� 
K

k k z
k 1

A H 0;i i
=

− =∑                                                      (14) 

K

z kz k
k 1

A ,i i
=

= −∑                                                          (15) 

�� 

k k

k k

k1,1 k1,P kz1,1 kz1,P 1,1 1,Z

k kz

kN,1 kN,P kzZ,1 kzZ,P N,1 N,Z

A  ... A  A  ... A  H   ...  H

A                ;    A                ;    H                

A  ... A A  ... A H   ...  H

     
     = = =     
         

� � � � � �  

–� ������������ ��	$�� ���	���� ����������� ���� ��	������� ������� 2+0�� ��	$�� ���	����
������������������	�������������2+0� �����	�����)����������������������������	�������

�������
�	������	���
�	�����������������#�	��������	���� 
/��	�����������2+0��
�������������	�#�������	�
���������	�� z z z,  , , � � � � ������������� 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 9 z z1 z6 z z1 z6 z z1 z6T T T T
... ;   ( ) ( ) ... ( ) ;   ... ;   ... ,� � � � � � � � � � � � � � �= = = =  
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�7

�6

�5

�4

�3

�2

�1

�z1

�z2

�z3

�z4

�z6

�=0

�9

�8

�z5

321

uz6

uz4

uz5

uz1uz2

uz3

i1,1

iz1

iz2

iz3

iz4

iz5

iz6

i1,6

i1,2

i1,3

i1,5i1,4

i1,7

i1,8 i2,2

i2,1

i2,3 i2,4 i2,5

i2,7

i2,6

i3,7

i3,6

i3,5

i3,4i3,3i3,2i3,1

8S2

8S1 83

82

81

 
���� � ����� $%� 

 
 

�����	���� k kzA ,  A ,  H ���	������������������ 

 

1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

A ;    A0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 
   

3

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

;    A1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
  =
 
 
 
 
 
   

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

;   H 0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

   
   
   
   
  
  
  =
  
  
  
  
  
       

;
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1z 2z

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A ;    A

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 

= = 
 
 
 
  

3z

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
;    A .

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

   
   
   
   

=   
   
   
   
      

 

��������������	�������������2+0�����������
����	����������������	��������������

2+0������	���������������#�	��������	����� 
T

z zH .� � �= +                                                         (16) 

���������������
����-��/2+�����������
����	����������������	������� �����	������

�������2+0������	����� 
T T

k k kz zA A .� � �= +                                                   (17) 

/�����������
���/2+�
�����������#�
���������������2+0��'����2+0����	�#��������

���
�����2+0���	�������������$�	�����������������	�
������*��������������	������	���-
��� ��#����� �� ������2+0� �	������� �������� �� ����� ������� ��	��� ����� ���	��� ���	�������

�	�����#����������	����	����
�	����������������/��	������	������������-��/2+����������

�� ��������� ���	����� ���	������ ����� 2+0�� �� ����� ���� ���� /2+� 
����������� �����-
������������
�����2+0��������������	�������	��������
�	���������	�����������
��������

�����������	���������������������������	���������	��������������2+0�������	������	���-
���������-��/2+���	�����#��������������������	�������	�����������2+0����������������

���������� ���	������ �	����� ��� 
�	������� ��	����������� 
�������� ����� ��� ���	����

�	�����#�������������������	��������	������������2+0� 
4���	���� �����	� ������ ����	���� ������2+0�� �����	� ��������$�����
���� ���	������

������ 2+0�� �����	� �������� �	�
��	���� ������ 2+0� �� �����	� �	���������� ��� ������ 2+0�

������������������������������
������	�#������
��������������	����� 

[ ] [ ] [ ] [ ]S S1 SV S S1 SV S S1 SV S S1 SVT T T T
 ... ;    ... ;    ... ;   ( ) ( ) ... ( ) .8 8 8 = = = � � � � � � � � �= = = =  

'������� ���� �-�� /2+� ���	���-
�������� kC � �� �� ������������ �� ����� �-�� ��������

��	����� �����)���-���/2+�
������������-��������2+0��������������	�������	����������
������ ��������
��� ��	����� -��� ��)�� �-��� /2+� 
��������� �� �-�� ������ 2+0� �� ��������
���	�������	������������������	�����#����������	����������)���-���/2+����
�����������

v-��������2+0� 
/��	�����������2+0��
�������������	�#�������	�
����������	�� S S S S,  ,  ,  ( )8 = � � � �������

����������������� 

[ ] [ ] [ ] [ ]S S1 S2 S S1 S2 S S1 S2 S S1 S2T T T T
;   ;   ;   ( ) ( ) ( ) ,8 8 8 = = = � � � � � � � � �= = = =  

�����	���� 1 2 3C ,  C ,  C ���	������������������ 

1 2 3

1 0 1
C ;    C ;    C .

0 1 0

−     
= = =     

     
 

'����	���	��������������������
�����2+0���������� 
K K

k k k kd S
k 1 k 1

C C ( ) 0,M M M t
= =

+ + =∑ ∑                                       (18) 
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��� kdM  –��������������������-��/2+��*���	�������������/������ 

kd k k ,M J �= −                                                               (19) 

��� kJ  –�����������	�������	��������
��-��/2+�� k�  –���������	�
��	�����������-��/2+� 

*� ��������� �������� $�����
��� �� ��������� �	�
��	����� ����������� �����	������


��������$���� 

1 1

k k k, 1 k k k, 1d ;     d ,
t t

t t

= � � = 8 = � 8

− −

− −= + = +∫ ∫                                       (20) 

��� k, 1 k, 1,  8 =− −  –������������������ k k,  8 = ������������
�� 1.t−  

%��� ����	���� �-�� /2+� ���������
�� ��	��� �����	� ������ ����	���� ������ 2+0� ���

��	����� 
T

k k S k0C ,8 8 8= +                                                          (21) 

��� k08  –���
������������)��������������#�����������-��/2+������
��������2+0�������������


���������� 
0�
�����	�������������������	�������� ���–��	��������#���� ��!�/2+�2+0��	����� ��

	��������������–������)�������	�#�����
��������������/2+��������	������������
�
������

��������������
��$���������	���������	���
���2+0��*����#�����)�����
�
�����	�������

��
������������������������	����������������������"�������������
�
�����	�������� �
����-

��
�������#��
������������ kg k kmX kmY km km kmX,   ,   ,  ,  ,  ,  ,i 8 � � � � �  

kmY kg k kg k ki k k k dk z z S S S, ,   ,  ,  ,   ,  ,  ,  ,   (k 1,  ... ,  K); ,  ,  ,  ,  ,  .L� 6 � � � � � = � � � � � 8 = �=  

��-�'�1(�'�,'%4+��+�&*'*4)��-��&'��*�+���� 

&����	�������$�� �����	���� �� 
��������$������ �������� ������ ����� ��� ��	������

�	����������	�����������	������	��������������� 

kg kg kg , 1 kg, 1 k k k, 1 k, 1 k k k, 1 k, 1
h h h h h h

;    ;    .
2 2 2 2 2 2L L6 � � 6 8 = = 8 = � � =− − − − − −= + + = + + = + +    (22) 

��� kg kg k k k k,  ,  ,  ,  ,  L6 � 8 = = �  –�����������������������������������������
�� t . 

*��������	��������	���� 

kg kg kg, 1 kg , 1
2 2

;
h hL Lu � � �− −= − −                                               (23) 

k k k, 1 k, 1
2 2

;
h h

� � � �− −= − −                                                   (24) 

k k k, 1 k, 1 k, 12 2

4 4 4
.

hh h
� � � � �− − −= − − −                                            (25) 

���
�����$����	�������������	������	������� 

T T
kg kg kg kg, 1 kg , 1 ke k ki ki

2 2
A A 0.

h h LR i � � � � �− −+ − − − − =                                 (26) 

���
�����$������������������	������	������� 
K

kH k
k 1

A 0,i
=

=∑                                                            (27) 

��� kH k kzA A HA .= +  
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���
�����$����
�������������	������	������� 
T T

k kH kz zA A ,� � �= +                                                                 (28) 

��� T T T T
kH k kzA A A H .= +  

���
�����$������������������	������	������� 
K K

k k k k k S
k 1 k 1

C C ( ) 0.M J � � �
= =

− + =∑ ∑                                              (29) 

0�
����������	�������	����������–(13), (15), (16), (19), (21), (26)–�������
��������������
��������� �������� 
����� ��#���� �� !�/2+� �� ������� 
����� z z S S S,  ,  ,  ,  ,  � � � 8 = � �2+0��'���� �

������������3������	����������������������/������� 
�	�� ��	��������� ����	����� ���#���������)�� ����������������� ��	����	�
����� �-��

/2+��	��
��������
������
���������������� 

kg kg kg k k k kg k( ,  );     ( ,  ).6 6 � 8 � � � 8= =                                         (30) 

"��������� ����� ����� ������ ����–����� ������������� ��� +-�� ���	����� ������� /�������
�����	��������	������� 

i i i i 1
k ke kg ki kg k1� " � � �����" � �i i i f< > < > < > < − >= − = −  

i T i i i
k k S k k2

4
� # � � ������ � �

h
8 8 � 8< > < > < > < >= =  

<i> <i> T <i> T <i> <i 1>
kg kg kg ke k ki ki k2

2
� � � � � � �

h
R i � � � �

−+ − − = −  

K
i i 1 i T i

kH k k kH
k 1

A � � ������ " � �i f � �
< > < − > < > < >

=
= − =∑  

K K
i i i 1

k k k k k
k 1 k 1

C � # � �MM J � �< > < > < − >

= =
− = −∑ ∑  

i i 1 i i 1 i
kg k kg k k

i i 1 i i 1 i
k k kg k k

� � � � �

� � � � �

ii i�

�� ��

6 ; � ; 8

M ; � ; 8

< > < − > < > < − > < >

< > < − > < > < − > < >

=

=
 

 
 
 
 
 
 
 

(31) 

��� i i i i i i i i i i
k kg k k kg k ki k S� � �� � �� � �� � �� � �� � �� ���� ��� � ��i i 8 � 6 � � � � 8< > < > < > < > < > < > < > < > < > < >  –� ���	����� ������-

���� k kg k k kg k ki k S,  ,  , ,  ,  ,  , ,  , i i 8 � 6 � � � � 8 ����+-�����	������ 

i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 T i 1 T i 1
k1 ki kg k2 kg kg kg kg, 1 k , 1 ke k ki ki

2 2
A ;     A A ;

h h Lf i f R i 6 6 � � �
< − > < − > < − > < − > < − > < − > < − >

− −= = + − − − −  

K K K
i 1 i 1 i 1 i 1 i 1

kH k k k k k k S
k 1 k 1 k 1

A ;     C C ( )Mf i f M J � � �< − > < − > < − > < − > < − >

= = =
= = − +∑ ∑ ∑                     (32) 

–���������	��������������
������������������
�������� (i 1)− -��������#���������������� 

i 1 i 1 i 1 T i 1 T
k kg k k k k k k k k k

k

2
w Q ( ) ( )Q w ;

pii �
; � � 8 5 � 8

:

< − > < − > < − > < − >= +  

k k( ) ( )i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 T i 1 T i 1
k k k k k k k k k k k k k k kgk

k

2
w Q ( ) w Q ( ) ( ) ( ))Q w ;

p
� �

i�; � 8 � � 8 5 � 8 �
:

< − > < − > < − > < − > < − > < − > < − >= +  

kk ( )( )i 1 T i 1 T i 1 T T i 1 i 1 i 1 T i 1 T
k k k k k kg k k k k k k k kk

k

2
( ) ( )Q w w Q ( ) ( )Q w ;

p
��

��
� � � � � � � � � �

�

< − > < − > < − > < − > < − > < − > < − >= +  
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k k

k k

( )i 1 T i 1 i 1 i 1
k kg k k k kk

( ) ( )T i 1 i 1 i 1 T i 1 i 1
kg k k k k k k k k kgk

k

w Q ( )

2
w Q ( ) ( ) ( )Q w ;

p

� �

��

� �

; � � 8 �

i � 8 5 � 8 �
:

< − > < − > < − > < − >

< − > < − > < − > < − > < − >

= +

+
                   (33) 

k
k k

( )
( ) 2k

k k
k k k kk

k k k k

0 0

0 0d ( )
( ) p

cos(p ) sin(p )d

sin(p ) cos(p )

�

� � � 8
� 8

8 88

8 8

 
 
 = = −
 
 −  

 

–����	���������
�������� (i 1)− -�������#���������������� 

4�	���������������	���������	����	�������������
�
������	�����	��������	���� 
<i> i 1 1 i 1 T T i
ki ki ki kg ke kH

i 1 1 i 1 i 1 T i i 1 1 i 1
ki ki kg k k S ki k

� � � " " " �

2
( ) A C � � � �

h i�

� � � �

Y Y ; 8 � �

< − > − < − > < >

< − > − < − > < − > < > < − > − < − >

= − +

+ +
         (34) 

i i 1 i 1 T i i 1 T T i i 1 T <i> i 1 <i 1>
kg kg k k S kg ke kH kg ki ki kg k2

2
� � # � " " � " �

h i�i Y ; 8 � � � � � �< > < − > < − > < > < − > < > < − > < − > −= − + + −  

����������
�
����������	�������	������ 
i 1 i 1 i 1i

i 1 i 1 i 1i
S

�

�

�� �� �

�� �� �

Y Y H�

Y Y H8

< − > < − > < − >< >

< − > < − > < − >< >

    
=    

        
                                      (35) 

�� 
i 1 i 1 <i 1> i 1

k ki kg k2 k1

K
i 1 i 1 i 1 <i 1> i 1 T i 1 1 i 1

kH ke kg k2 kg ki ki k
k 1

K
i 1 i 1 i 1 <i 1> i 1 T i 1 1 i 1 i 1

k k kg k2 kg ki ki k
k 1

A ;

A A ( A ( ) );

C ( A ( ) ) ;

�

� �� �

H Y f f

H f Y f Y Y H

H ; � � � � � �

< − > < − > − < − >

< − > < − > < − > − < − > < − > − < − >

=

< − > < − > < − > − < − > < − > − < − > < − >

=

= −

= − − −

= + −

∑

∑

 

 
 
 

(36) 

i 1 i 1 1 i 1 i 1 T
kg kg k ki ki kg ki

2
( ) ;     A A ;

h iiY R ; � �< − > < − > − < − > < − >= + =  

K
i 1 i 1 T i 1 1 i 1 i 1 T T

kH ke kg ki ki ki kg kg ke kH
k 1

A A ( A ( ) A )A A ;
��

Y Y Y Y Y< − > < − > < − > − < − > < − >

=
= −∑  

K
i 1 i 1 i 1 T i 1 1 i 1 i 1 T

kH ke kg kg ki ki ki kg k k
k 1

2
A A ( A ( ) A ) C ;

h�� ��
Y Y Y Y Y ;< − > < − > < − > < − > − < − > < − >

=
= −∑  

K
i 1 i 1 i 1 i 1 T i 1 1 i 1 T T

k k kg kg ki ki ki kg ke kH
k 1

C ( A ( ) A )A A ;
�� ��

Y ; � � � �< − > < − > < − > < − > < − > − < − >

=
= −∑  

K
i 1 i 1 i 1 T i 1 1 i 1 i 1 i 1 T

k k kg ki ki ki kg kg k k
k 1

K
i 1 T

k k k k2
k 1

2
C ( A ( ) A ) C

h

4
C ( )C .

h

�� �� ��

��

Y ; � � � � ;

; �

< − > < − > < − > < − > − < − > < − > < − >

=

< − >

=

= − +

+ −

∑

∑
 

 
 
 
 
 
 
 

(37) 

*� ��	���� ����� ����� �		��� �	��� ��������� )�� ���	���� ������������ �	�� ���������� ��


�
������	����
����	���������	����� 
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&���	���� 	������������ ������� ��� +-�� ���	����� �	���� �����	������� �������
�� ���
�������������������	����� 

• ����
��������� (i 1)− -�������#������ i i i i i i i i
k km kmX kmY km kmX kmY k,  , , , , , ,  ,F F F F � � � �
< > < > < > < > < > < > < > < >  

i i i i i i i i i i i i i i
kg k kg k k k k k z z S S S,   ,   ,   ,   ,  ,   ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  L6 � � � � 8 = � � � � 8 = �
< > < > < > < > < > < > < > < > < > < > < > < > < > < >

� ����������

k km kmX kmY km kmX kmY k kg k kg k k k k k S S S,  ,  ,  , , , , , ,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  LF F F F � � � � 6 � � � � 8 = � � 8 = �  

�������� �������� i 1 i 1 i 1 i 1
k1 k2,  ,  ,  Mf f f f< − > < − > < − > < − > �� �����	��� i 1 i 1 i 1

k ,  ,  
� �

H H H< − > < − > < − >
� �� ���	����

i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1
k k k k kg ki,  , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ii i� �� �� �� �� �� ��
; ; ; ; � � � � � �

< − > < − > < − > < − > < − > < − > < − > < − > < − > < − >
� ����������� ���

��	��������	�����	
����		����	��� 
• 	������������
�����������������������
�
����������	�������	��������	��� 
• ����
���������	����� i i

ki kg� ���� �
< > < >

������	��������	��� 

• ����
������ �-��� �����#����� �����	��� S,  � 8 � �� �����	��� ki kg,  � � � ����������� ���

��	������ 
i i 1 i i i 1 i i i 1 i i i 1 i

S S S ki ki ki kg kg kg� � ��� � � ��� � � ��� � �� � � 8 8 8 � � � � � �
< > < − > < > < > < − > < > < > < − > < > < > < − > < >= + = + = + = +  

• ����
�������-��������#�����	�$�����������������������������	������ 
i

kmXi i T i i i 2 i 2
k k k k kg km kmX kmYi

kkmY

<i>i i
kmXi i i i i i <i>kmX kmY

km km km kmX km kmY km ki 1 i <i>
km km kmY

2
( )Q w ;    ( ) ( ) ;

p

�
  ( );     ;     ;     � �

�

F
F � 8 � � � �

:F

F F
� � � � � � �

F F

< >
< > < > < > < > < > < >

< >

< > < >
< > < > < > < > < > < >

< − > < >

 
= = = + 

  


= = = 


;



 

 

k( )i i i i i T i i i
kg kg kg k k k k k k kg k k k kkw Q ( ) ;      w Q ( ) ;�

�
6 � � � 8 � � � � 8 �

< > < > < > < > < > < > < > < >= + =  

i i
kg kg kg, 1 kg , 1

2 2
;

h hL Lu 6 6 �
< > < >

− −= − −  

i T i i i i i
k k S k0 k k k, 1 k, 1 k k k, 1 k, 1 k, 12 2

2 2 4 4 4
C ;   ;   ;

h h hh h
8 8 8 = 8 8 = � 8 8 = �

< > < > < > < > < > < >
− − − − −= + = − − = − − −  

K
i i i T i T i T i i i

k ke kg k kH kz z z z z kz k
k 1

A ;     A A ;     H ;    A .i i � � � � � � � �
< > < > < > < > < > < > < > < >

=
= − = + = + = −∑  

'� ��	����������� ����	����� ��� ��#���� ���	����� �	���� �����	������� 	��������
�� ��������


�
����� �����	������� 	������� �	��� �� N V+ � ����������� –� ���	������� ������������ ��	�������
������� 2+0� �� ���	������� ������ ����	���� ������ 2+0�� �� �
�� ��$�� ��������� ����
�����
�� ���

��	��������(������� ���� ���� ������ ��	�� ���������
��� ��	����������� ����	����� ��� �	�������

2+0������
�������
����K 30= �/2+�������	���������������
�����������N 20= ��������
�
��������

�����–��� V 8= �������
�
�������	��������#�����/2+������� k kS R 6+ = ��������	�����
�
����

	��������	����	����������	�����N V 20 6 26,+ = + = ���������
�����������	��������������	������

������������������	����������
�������������	$���������#����� ��������
� ≈ �.�)�����#�

2+0����
�����������
�	������������
��
�	���������������������
���������������������������

��������� 
�
����� �����	������� 	������� ��� ���	����� �	���� �����	������� ��	���������� 

k kK(S R ) V 30 6 8 188,+ + = ⋅ + = � ��������
�����������	��������������	��������������������� ���
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The universal method for modeling of the electromagnetic processes of 
transformers with magnetic shunt is presented. 
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