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�������� �� ����#���� �� ���������#�� ������ ����������� ������	�� ������������	��
�������������	&�����������$��*����	����������#������������	������	�����	����#���($�������
(���*������������%	����������	����	����(��*'	����#�����	��� ������	�����
�N-%�����$�
�*����	� 

���7	�����1��7���� ��� �"������������� �����8����-���)��	��������%�,
��.��� ���
�	������������. – 1969. –�3����–��. 25–������������ 
��6�������������������	���-������-
���� -��.���� 
� ���8��� �������)�������2� �(������ �	����� ��2� ��!���� ��� 0�). ��-. 1-2�
��8���.� ���%.� ��������� ��� ����	/������ �� �	����������.�� �� �	���������,���.��. – 
������� ���
�� – 92� �� ��� &�	�.� ������ 6�"!��� ������ �	���"��� ����� 9	,������ �� ����
-�������"�� -��.���� �� �������������!���� � 
 ����� ��"#����� �� �"������������� ���
����(��)�����	��  ����"��	�� 5	�����-�������� –�7�!������:����.��� ��	��� –��. 11–22.  
4.� &�	�.� ������ ����� 
�� 6���� �������� ��� ����	/������ �	�������,������� -��.���� 
�
���8����������)�������2��(���������0���� ����	�������������. – 1995. –�3����– �. 3–8. 

��:������7��0������ �����5	��������������–�����������–�		��� 
 
 
 
������������� 

��������	��� 
����������	
�������	������������������������������������� 

�� !�� "$������!�) 
��8������������!�!� ������� �"��%��(!��� 

��� �"#�8��%���������� ��������� ��� 

 �	������������2002 

�5��1
���,�� 2�-02�-�3,�� 2�	0�
� 	��� ��*����,���� 0�0�-��2�+,�-,���
50�0��	,���5��10�������-��4,���5�*��	�����-����+����-�������	0�
�.�*�<-
���,��
��*����,��� 0�0�-��2�+,�-,�+�� 5���� �� �-��4,��� ,�� 5�	�-���� 20-�	�� ������1�7��
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A mathematical model for calculating electromagnetic transients in the bars of 
double-bar rotor slot has been developed. The model is based on electromagnetic field 
computation with the collocation method, differential equations algebraization with the 
g-th order backward differentiation formula and nonlinear algebraic equations system 
solving with the Newton’s method. The results of mathematical experiments are 
presented. 

)� �	���� ��	������� �� ��*������ ���	� ��	�	
� ������	
� ������� �	���	����� ���
��������������	����������	���	��/���� ��������%������������������	��	�	�������#�����
��	�����	��������������	������������������������������[1, 5] ������	���#��*'	����#�
���������	�� ���	������ ��� ������	������ ������� ����� ������� ������� ��	������ ��#�
������������������	���&	������*��	����	'�������	�����	'��#�%�#�����������������#��#�
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�������(���#���*�	&����,��������������������	'��������������	������
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������������	�� ������	�� �������� �� ���	&��� ����������� ������� �� ���(��	��
���������#���	������#� ������� ������	'��#�%�#�����������������#��#� (���������������#�
��������������� �������� )� ��
� ��*���� �������(���#� ������	'��� ������ ��#� �����������
������������	���������������	&�#��������������������������������������������������
����/����#����������'����������/������	
�#�	��������������������������������������
� 

	�� �����	'�� ���� ��(� �	%� ���������� ���#������� �����&� ���&	�	� ��&����� ��
���	&���� 

�����������������(��	%��������������#����������������������������#��� 
���	%�������#��#������������������������	&���������	&�#� 
��� ����	�� �������� .�������� 
� �������� �������������$� �������$� ��#� ������� 

�	�	�	�	 $$$$ ���	�� 	�����#����� ��$$$$ �	�	�	�	 == ����(�������#��#��
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�	�	�	 =−+−νρ ∫ ,                                             (1) 

�� �ρ  –��	���	
����������������	&���������	&�#�� �ν  –��	���	
��������	
������������	��

��� , ���  –� ����	��� ������� �� �	&������ ���	&��� ��� �	����� ��! , ��! � ������������ ��  – 

�����&��������������������#��	&���������	&�#�����	����� �! . 
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		�	�	�	�	 =−+− ∫ ,                                         (2) 

�� �!�** �� =  –�%	�	����	&������ ���	&�#� #�� �������������#�� #������ �	����� ��! � ��� ��!  

��*���(����'��� ��* ���� ��* ������������� �!��� �� =  –�����	�������������	&���������	&����

��� , ���  –� �����&������ ����������� ���#� �	&������ ���	&�#� ��� �	����� ��! , ��!  

����������� 
!�#� 	!� = ���(�����������
������������#��	&���������	&�#� 

	� �	 = .                                                                     (3) 

!�#� ������ �� = ��������	����������.��������
����������������������$��������$�

��(�������#��#��#��(������ ����
��� ������ ���#��	&���������	&�# 
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����		�	��� =−

Φ
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Φ
ν−νρ−ν ∫
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,                            (4) 

�� ���++ ���� =  –������&����������������������	'��������#�#���������������#�'����� ������  – 

����	����������������������	&���������	&�#�� ��  –������&��������������������#����������

���	&�#���� �	����� �! ; �Φ  –��������	
�������� #�	
�������	��� '������	'�����&��	&���� ��

����������	&�#�	�� �Φ  –��������	
��������#�	
�������	���'���������	���%���� 

!�#� ��������� ���	&�#� ����#��#�� ���	����� ��� ����	�� �������� .�������� 
� ��������
�������������$� �������$���#�������� �������� $$$$ ���	�� 	���������&��������������������
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���������#�������� �������� 0000 �����������#���� ����	��#� 
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�� �ρ  –� �	���	
� ����� ��������� ��������� ���	&�#�� �!�** �� =  –� %	�	��� ���������

���	&�#�#���������������#��#�������	����� ��! ���� ��! ���*���(����'��� ��* ���� ��* �������������

�!��� �� =  –�����	������������������������	&����#�������	����� ��! ���� ��! ���*���(����'���

��� , ��� ������������� ��� , ���  –������&��������������������#�������������	&�#�����	�����

��! , ��! ������������ 
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!�#� ������ ��� += �����������������������������#�������������������#��/������� (�

�	&��
����	&������(�����������
������������#�������������	&�#� 

	���� �*� = ,                                                           (6) 

�� ��  –��������	&���������	&�#� 

!�#� ������� = ��������	����������.��������
����������������������$��������$���(���

����#��#������$����
���$�����	���#�������������	&�#��
 

	
��

�
�+ �

�������� =
Φ

−ρ− ,                                            (7) 

�� ������  –�����	���������������������������������	&�#� 

"����� �Φ ����&	�������������� �� ��	&���������	&�#�����������������	��	��  

��� ��� Φ=Φ                                                            (8) 
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�������'�����#����	'�	���������� �Φ ����&	������������� 

�	��� ��� += ,                                                            (9) 

�������� ��  –�������������������	&�#������������������	��	��  

��� ����� Φ=Φ                                                               (10) 

�������'�����#��������� 
1������	&���������������������	&�����*'	��  ��������������	 
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=
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��� �!�*� .                                                     (11) 

1	����� ����#��� �	��� ����� ����� �"�–�		�� ������ �� ���
��	�	� ������	� ����� ���� � ��� �!��
����	������#���������	�� �� , �� , �� , �� , �� , �� , ���� , �Φ , �Φ ������#�	����%��'��	�	�(�

������#�	������������'��������%���–��	%�������#�	�'���. 
!�#� �	���'��#� ���������� �� , �� , �� , �� � �����&� �	���	� �	&������ ��� ���������
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��*�	&�(��������'����	��
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–� ��������������	��� �������� ���� + ; [ ]
��Q)Q,0(�0�0)Q,0(�5� bIbIK �=  –� �#���� ��������

���� + ; [ ]�			) �
�

= , [ ]�			1 �
�

=  –���������������� ���� + . 
����	��� ��1 , ��1 , ��1 , 	�1 , ��1 �������$�����������������'����������	��� ��1 , ��1 , 

�	1 , 	�1 , �	1 . 
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!�� ����������#� ��($� �	���	� ����#��� �������(��� �������� �	����� ����#� ������
�7!����-������#����� 
� 

���*�	�����%	������������	�����
�	������#��#�� �	"��� ��������7!���-������#�����
���	��(������*�	'�������#��# 

�	�������))����

)����)+������1�1

�

��

�
���
���	���

�

��

������

�

��

���������

�

��

	
��	
��		
�	

=+−Φ+Φν−

−Φ+Φν−ν+++

∑∑

∑∑

==

==

�����

�����

                    

(24) 

	)����)+������1�1



��

���������




��

������������� =Φ+Φν−ν+++ ∑∑
==

�����
,                   (25) 

�� 	
�
�

, �
�
�

, 	
�
�

, �
�
�

, �Φ , �Φ  –� �������� ���'��#� �����	�� ��������� t; ��+  –� ������

���'��#������&����������������������	'��������#����������t; 	
��
�

, �
��
�

, �	Φ , �	Φ  – 

�*'	�����������������g������������������#����'��#������	�� 	
�
�

, �
�
�

, �Φ , �Φ ; �� , 

	�  ( ���� = ) –�������(��	��/���	���'� ���#��������	�'����t, �� , …, 
� . 
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���	����� ��� ������ ����������#� �����
��� �	����� ���*�	'�	�� ����#��� ����� ������
�������#����"����	��������������#�����	������������� ����� 

�����	��������	���������#�������-
�������$��������� �������(��	��#� 

�2��)�)�)��1��1
��

	
�
�
��	����

�
���

�
���

�
	
�	�

�
	
�	

−−=∆−∆Φν−∆Φν−∆+∆
��������

         
(26) 

��
�

�
���

�
�
���

�
�
�� 2)��1��1

−−=∆Φν−∆+∆
����

; 

�
	
�	

�
	 �1�

�
∆=∆ ;   �

�
��
�
� �1�

�
∆=∆ ; 

�
�

�
�

�
��	 ��� ∆+∆=∆ ; 

�
�

��
�

�
� �∆Λ=∆Φ − ;   �

��	

��
�

�
� �∆Λ=∆Φ − ; 

�
	
�	

�
�	

�
	
 �11�

��
∆=∆ − ;   ��1�1�1�

�
�
��

�
	

�
��

�
�


���
∆+∆=∆ − , 

�� �
	
�
�

∆ , �
�
�
�

∆ , �
��∆ , �

��∆ , �
��	�∆ , �

�∆Φ , �
�∆Φ , �

	
�
�

∆ , �
�
�

�
∆  –��������	�������	����� �-
�

������$�� ��
��

−�
, ��

��
−�

 –����'��#����#��� 

��������))����

)����)+������1�12

�

��

�
���
���	���

�

��

������

�

��

���������

�
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∑∑
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+−Φ+Φν−

−Φ+Φν−ν+++=
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)����)+������1�12
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���������
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��������������

������

∑∑
==

Φ+Φν−ν+++=  

����#���������������*'	��������� �� − )-����*�	&��#��������	�� ��
�

−Λ , ��
�

−Λ  –������������

���'��# 

�

�
�

��

�Φ
=Λ ;   

��	

�
�

��

�Φ
=Λ  

�������	������������
����	'�	� ����������� ��*������*'	����� ��� � �� − )-����*�	&��#��
������	�� 

)����	��������	����	��	���������	��	��������	� 

[ ]��������� ���
���

= ;   [ ]��
	
������	���� �����#
���

ΦΦ= . 

1	���������#����� ������	���#�����	��#�� 
���

���
��

2#0
−− −=∆

��
,                                                 (27) 

��
�

�
�


�
	


�
��� ��# 



 ∆∆=∆

���
 –� ������ ��������� ���	��	�� ������	��� ��

�
−�

, ��
�

−  – 

���'��#�����������#���� [ ]
�� 222
���

= ��������	�� 

 

⇒






Λν−
−Λ+Λν−+

= −

−−
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1
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,
KLaKKKaK

KKILaKLa
  

5��004�
1
3�2�01�

4�
1
3�)Q,0(�05��00







Λν−+
−Λν−

⇒ −

−
�

���

 

�*'	��������� �� − )-����*�	&��#��������	�� 

����-
�������$������#������#���������� ����������
��$�1�-�������������������#����"���

�	�����������*�������	�����	��������$� 

• ��� � �� − )-�� ��*�	&��#�� ������	�� �*'	��	�	� ���'��#� ��
�

−
� ����	��� �� ���

���'��#� ��
�

−�
�������� �

�

����#���� 

• �����#���	�����
���1�-���!��'	����	������������������������� �
���#

�
∆ ; 

• �*'	��	�	��-����*�	&��#�����������	��	��������	������������  

�
���

��
���

�
��� ###

���
∆+= − ; 

• �*'	��	�	� �-�� ��*�	&��#� ����	��	�� ������	�� �����������	� ��� ���&����#�	�

(22), (9), (8), (10), (23). 

�������������� �������	'�� ������ �������������� �������������������	��� �–5 

��������� ��������	� ����������� ���������������� ���������� ������� �� ���	&�#�� �����

�������������� ������� ��	� ������		
���/+�� π= , �����	���	� ⋅=ρ , �����	3,�	� ⋅=ρ . 

.����������#�������������'��������*��&��$�����	���	����������	�������������	������	&������

���	&�#� –� ������������� ��������� ����	&��������������	&������ ���	&�#�–� ��� ��� #����

�������������	�����������������	&�#�–� ��������	��������	'�	�–� �������	�����%�����–  

	�����%	�	������	'�	����%�����–�	���� 
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 ��

 

���� �� #
�
���� ������ �� � ��  
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�

�

�

�

��

��

� �	� �	� �	�

�
 �

��
 ��
 ���

��

��

 

���� �� #
�
���� ������ �Φ � �Φ  
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� �	� �	� �	�
���

���

�
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��
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�
 �

�
 �����

 
 

���� �� #
�
���� �����
 ������ ����� 
� ����"��� ������ 

� �	� �	� �	�
���

���

���

�
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��
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�
 �

�
 �����

 
���� �� #
�
���� �����
 ������ ����� 

� �
���"��� ������ 
 
������������ ������	'��� ������ ��	������ ��#� ������������ ������	�� �������� ��

���������#�� �	������#� ������� ��� ���	'��#�%�#���� �������� �����#��#� �� ���	&�#�� �����
�����������������������	���������
������������$�����'���������������	&������$$���&���
�	���	��	���#����	������$�����	�����'���������������������$����	&���� 

���*��(��������������;�� ���������9�������"����!��"��0��������� ����5	�����"�
-���������������–�����������–���������&�	�.�����������������(�)�����%
��.���0��	������
���-������������)��� ���5	�����������������4)����
)��� �	���������������– 1989. –�3����–
��� 
–���� ���&�	�.� ��� ���4���������"�� �����-�	�.����"��%���
	"� �	�� -���)����"�� �"!�� 
-�������� %
��.��� ��������,�� ��,
������ ����������� ����� �����"� ��%�)���-������-
 ����� -�	��� – 1987. –�3� �
�� –� ��� ��–�
�� ���&�	�.� ��� ��������� 
��6�� ����������� ���
����	/�������	�������,�������-��.����
����8����������)�������2��(���������0���� ���
�	���������������– 1995. –�3����–�����–��
��<
���������4������,��������=���� ����������

��5%%�.������� �"������������� �� ���8��� ������� 5	����� ����� ��!��� ��� �	�����-
��������� – 1982. –� 3� ���� –� ��� 
�–55. 6. +
�� ��� 6��� ���-���� ����� ��!���"�� ���	�) 
5	�������"�������–����������–����� 
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