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In the article the problem of the solution of non-linear contact problems is considered. 
In the article the supposition is made, that the pressure in a zone of a contact changes under 
the law of a cosine. The outcomes of a designed updated method of the solution of such 
problems by the way of analytical relations and charts are induced. 

�� �	 	
���  	��!�� �	���������	���� ����"
�� �����	
����� �	���� #�� ���"�	"
�� �� �����

������ 
��	�� ���� ���
	�
�"
�� !� ���$��-
�������� �������	���� %����� ��! ����
�� ���������
��$������ �� ��!���!	���� ����
���
����-���������� ���
	�
��� !	�	�� [1, 2]�� ��	� �	!�&
���� �	 
�����#������#�� 
���� �� !���� ���
	�
�� !���"&
���� !	� !	������ �������	� 
	�  ����
����	� ����	�
���
	�
�� !	��������&
�����	���$���� 
�������� 
���� 
���	��'�������� 
	��$���
	�������
	�
-
�� ����
���	��������������������������������	�!���	��	���������
��
��
	����� [3, 4, 5]. 

����������
���	���������!���
	
����!������� ���
���"�	���� ����
������!���!��	����
��������!	�	���(�����!�	�������������������	
�!	����!��������
	�
�� ��
�����!	�������
���� �������!��$�� ������ 

( ) ( )[ ]








Θ>Θ

Θ<ΘΘΘπ
=Θ ∑

∞

=

,                             0,

 ,/cos

0

0
00

m
m mP

P     (1) 

��� ( ) ( ) EPP Θ=Θ ���Pm –���!��!�������������������
	�
���m = 0, 1, 2, … 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 79 

)��������	
���!��	�	&
����������)��’&��	������$���–π ≤ Θ ≤ π. 

( ) ∑
∞

=

Θ+=Θ
1

0 cos2
n

n nAAP ,     (2) 

��  

πΘ= /2 000 PA ; ( ) ( ) ( )( )∑
∞

=

+ −−πΘ=
0

221
0 /1/sin2

m
m

m
n nmnPnA ;        (3) 

0Θπ= mm  (n =1, 2, …) –���!��!�������������&�
�� 

(��� �	��� ������	���� !��	� ��
���	���� 
	��$� ����� �	��"� ���������� !� �	����	���
������
���������	
��
���� ����
���������������
	�
��!	������ 

0
2   ,2/ Θ<ΘΘ+δ−=ω r ,     (4) 

���r = 1 + r2/r0 –���!��!����	��������	� 
 

 
���� �� ����� ��	
��
	�� �������� ��������� ���� 
������ ����	���  

� ����	�� 
����� ����	���� 
 

*	���!���
	
	���[1]���!���	��	������	
–��
��	&�� 

( ) ( ) ( ) ( )



 −ΘΘβ−+Θαπ=Θ+δ−=ω ∑ ∑

∞

=

∞

=

+

0 1

22
0

1
000

2 cossin1/22/
m n

nm
m nmnnPPr , (5) 

��� δ  –��	�	��
���#��	�	�
���!�&��	���$�����
�������!�	�	&
�����!��
����#��Θ = 0. 

( ) ( ) ( ) ( )



 −Θβ−+Θαπ−=δ ∑ ∑

∞

=

∞

=

+

0 1

22
0

1
000 sin1/2

m n
nm

m nmnPP ,  (6) 

���βn (n = 0, 1, 2, …)������&�������
���������������β = 2 (1 – ν2); ν –��������&�
�+�	����	� 
*���	��	�������
��!�����������
�����$��� 

( )∑
∞

=

Θ=Θϕ
0

2 2
m

mm rP ,          (7) 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

γβπ=Θϕ
1

2
0 1

n
n n ; ( ) ( )( ) ( )( )∑

∞

=

+ −γβπ−=Θϕ
1

2211
n

n
m

m nm ; 

( ) ( ) 000 sin2sinsin Θ−Θ+Θ+Θ−Θ=γ nnn ;  m = 1, 2, … 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 80 

'�	���"��� ������ ��
�� ��$�	� ����	#�
�� !��$���
�� �������#�� ����
�� ��� ��
	����
���	!����
��
�� 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) .12sin2ln2

2sin2ln2sin2ln

1

2

0

000

0 0

∑∫

∫ ∫
∞

=

Θ

Θ

Θ

Θ

Θ−

γβ−βπ+



ΘΘ−






−ΘΘ+Θ−ΘΘ−Θπβ=Θϕ

n
n nd

dd

  (8) 

+����������
�������$�	�
	��$�����	#�
��!��$���
��������#������
�������	!���
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 












 −Θβ−β+βδ−−+Θα







π
−=δ ∑ ∑

∞

=

∞

=

++

0 1

22
0

11
000

~sin~~11
2

m n
ni

m
m

m nmnmnmPP .     (9) 

'�!�	������ ��������� ����
	�
� Pm� !�����"&
���� ����	� ��
��	���� ������� �!� ����
���� 	&�����!���!��	�����	����!	�	�����!��	�	�����������������������!	��������������������
ϕm(Θ) (m� �� ��� 	�� ���
� !	� ������ �"� ��!��$��� ���
��� �������� 	� ���	����� ���������
(�� ���–���������
� ��	��!	������&�����
������������ 

*	����������
���������$�&���
	������
������������	� ���	������������� 

( )∑
∞

=

==
0

, ,...2,1,0  ,
m

kmkm kbCP ,    (10) 

���� ( )∫
Θ

Θ−

ΘΘψϕ=
0

, dC kmmk ; ( ) ( )∫
Θ

Θ−

ΘΘψΘ=
0

22 drb kk . 

+����	"��� ( ) ( )0cos ΘΘπ=Θψ kk ������"�������&"��	������!��� �–Θ0, Θ0
�� !	�������

���
������������&�
������������������ 

( ) ( )∫
Θ

Θ−

ΘΘΘπΘϕ=
0

0, cos dkC mmk ; ( ) ( ) ( )23
021 πΘ−= krb k

k , (k = 1, 2,…). 

(�����!�	��������������	�	�
����
���!������
���	����!	��������������
	
������
������	 ������!��!�������	�	��
�	 

( )∫
Θ

Θ−

ΘΘ=
0

11 dPQ  ,      (11) 

��� ( )[ ]rErQQ ′= 21 , ( ) ( )[ ]rEPP ′Θ=Θ1 , 02 rrr =′ . 

+���
	���������!�	������Q1 , P1(Θ
������������������	 ���		
������$�&�� 

001 2 Θ= PQ ; ( )rPP ′+= 100 . 

(��
�������
�� !	����� ��!���������� ���
	�
�� �� 
����� �	
� ����������� �����"� �� ��
������
�� ���"� �	� ��$	� ��
���	���� ������
����(��� ��� �� ����� �!�
�� ������� ���Θ� ����-
������������
�������$	�������������!���	��	�����Θ→Θ0��	���������	���
	��������	!	��� 

( ) ( ) 10 lnβπβ=Θϕ′ ; ( ) ( ) ( ) 1ln~cos βΘπβ=Θϕ′ mm ,    (12) 

��� ( ) ( )Θ−ΘΘ+Θ=β 001 . 

+�����������"�	������
�!���	��	������	�
�����
	���� 

( ) ( )( )1
0

0 lncos βΘβ′π=ΘΘπ∑
∞

=

rmP
m

m .    (13) 

+��������������$	�� ������������	�
�!��	
����
����$�&�#��������Θ=Θ0�����
	�
����

����������"&����"��#�����
����$�&����� �����
��������	����� 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 81 

*	��	$����� #�� ���� r0→∞� ����$	���� ��!���!��� ��������	&� ���	���� ���
	�
����
�!	&���������$�� ���	������� ��������
	�!�$���
��"�������"�������"����� ��������
	��
#���	�
����!��
���	&
�������	���������	���� 

,���� 
� �� !	 	���	� ���	� ��!�	����� !	��������	�	� �
���"�	������ ��
����� ��!���!�-
�	�������
	�
�������
���
����-����������!	�	���������$�� ���������� ���	���!��	�����
!��	�����
�������$����"&����������
	��� �	�������!	��$���
����$���!���
�"��"�����"�
Q1�� #�� �����
	����	� �� ��!��!������� ������ 
	� ��
��� Θ0�� !	��$���
�� ��$� �	�	��
����
�	���$�����������
�����
����
	���
�� Θ0. 

+������� ��!	�Q1�	���δ�!����������� �� �	���	���!�	�	&
�����������	���
	����
	�
��Θ0, 
!	������� �"���� ������	���"
����!�	����������
	�
�Pm(m = 0, 1, 2, 3,...)� ��!	�����������
�	
������&
����	�	��
�����������
���� !	������!�����������	��	���� �����
	�
�� ��
������
*�	"���!	�������!����������
������!	����������������	�����$�	�����	
���	���$�����
	�
��������	�����
	�����$�� ���������� ���	��� 

,���������� 	�	��!� �������� ��������� �	�� �� ��
���� 
��� ������ 	
� ���������� ����
��!��!����� ���	�	��
�	�ρ1���������������������������!���
	
��	�	��!�����	!	����	�������–7. 

 

 

���� �� �����	��
� ��
� Θ0 �� ������
������ 	��	
���		�  
�� �
��	����	�� ��
���� �������		� 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 82 

 
���� �� �����	��
� ��
� Θ0 �� ������
�� δ  
�� �
��	����	�� ��
���� �������		� 

 

 
���� �� �����	��
� ������
�� δ �� ������
������ 	��	
���		�  

�� �
��	����	�� ��
���� �������		� 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 83 

 
���� �� ����	 ���	� ��	
��
	��� 
���� �� �
��	����	�� ��
���� �������		� 

 

 
���� �� �������	� 	������		� 	� ���� �����	� 
������ ����	��� 
� ����	��� ���� 

 

�	� ����� ��� �� ����
������� �������� !���	$���� ��!���
	
��� #�� ����$	��� !	� �������
��
����� ��!���!	���� ��������	���� �� ���������� 
��
�� !	� ������ �"� ��!��$��� ���
���
�������� 	� ���	����� ���������-�� ���
��	� ��!���!	�	���
����� ����������� �	���$���� !�
�������������	
�������!�	���������.�	������#�����	!	���������������������� ����������
��
��������	"
����!���
	
	��������
���	���!	���
�������
� ��	��!	�������
�����������ϕm(Θ). 
�	� ����� �� !���	$���� !	��$���
�� ��������� �	���$����� ������
����#�� ��
���	"
����� ����
��!���
�"�� ���	�	�
	$���������!��!������!�	������ 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 84 

*	���� !����� ���
	�
�� �� 
����� ����Θ0 = 0,05° ���	!	���� �	� ����� ��/	�	�
��� !�����
�	��	���������������	���$�����	���$����������
����� ���������	�
	����$�� ���	�������
Θ0 = 0,05°�!���	$�����������������	����������� 
 

 
���� 	� ��
��	� 	������		� 	� ���� �����	� 
������ ����	���  


� ����	��� ���� 
 
0���$	���� 	�	��
������ ��!���!��� �	���� ���
	�
���� !	�	��� 
	� �	�������  �	�����

��!���
	
��� ��������� �� 	�	��!�� ��$�	� !	�
������	
�� �� ��$�������� ��	�
���� �	� �
	����
�����
��	����
	�������	
	���������	
������	�����	����
�������!	������ 

1. ��������������������������������������������������������������������������-
����������� ���������� �!�������������������������������� //�"��. �#���. – 1977. – $ 8. –  
%����–22. 2. ��������������	
���������&��������
�����!����
���������������
�' �����������

������(� �� #!����� ���� � ���
� �� ����� �������� //� )��. ����.�*����������� ���� ���� '��

��� ���!��������' �����������+�������%,	*��– 1990.���������������������������������

	
���� ����� - �� ���������� ��������
� �.������/� ��������� .� ���.�� �� �� � �+#����
�� ����

�� �
� 		� �.���� ���.��� '��.��+��� .�-�#�� – 1991. –� $� �
��� %�� 
�–

�� ��� ��������� ������

��������������	
������������
0� 1�,��2�� '�����
� ' ����!�.���� '����.�����
�  �����-
��+�.!��+� �����.�� 		� )���� ��'�� 1� .��� �� ���'��.#�#� #� �/�����+� .����� .�-��+��.�.�� #�
�����.�� – 1993. –� %�� ��–����� 
����������� ������ �������������� 	
���� �����&���������

����!�� ��
� � �0� ������ ' #������ '�� ���
� ��� ����� �.��� 		� �.���� 23� ����.������

'��.��+�.�����– 2000. –�$������–�%���–89. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


