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In the paper the � -adaptive finite element method for linear static problem of the 
theory of elasticity is presented. The first essential step of � -adaptive finite element 
simulation, namely a posteriori error estimating process, is described. 
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���� �������	 ��!����	�	����	�������� ��������	������������	����������������	������

�������	� �����	��	�� ���� ����	"���� �� ������ ������������� ��	� ������ ���� �����

���	����� �� �� �� 	��������	
� ������ ��#� ���	� ����� ��� ���������� ����������� ��

���������� �����	� �� ������ ������	����
� �	�	���� �� ��$	�� ������ �����	 ��%��

����������������������� ��	����������&�'�����$������	����	��$������#!�������	�

����%��	� �� �������������� �����	 �	��� ���� � �� �����	�	� ������	 �	�� ����������	� ���

����������� ��������� �� ����	(�	�	� ����������	�&�'��)����� ����%��(�� ���	��  	����

���%����� ����� ����� ��� ������#� &�'�� "� �� %������#� ��	
��������� ��� �� ������

���	���	��  	����	�� ����’������ ��	� ����’��������� ������	�� ���� � ��(����!� �����	�	. 
*�����	�����������������	���"���������	������ ������(�	���a priori ���������	��������
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���� *
�! ����-�&�+� 

���%������ ����	������ ����
��� ���� �� ����!� ���(������� ���� ��	��#����� �	������

����	 �	���	���������	������������ ������	��������	�����%�%����������	
� 

)(xfDSuST = ,   Ω∈x ,     (1) 

���%���	 �	�	�������	 

)()( xgxu = ���� uΓ  ,  i

2

1j
jij pn =∑

=
σ ���� pΓ  2,1i = ,   (2) 

�� Ω  —� ���(��� �������� �� ��������� ��� ���$	��� %���	��� pu ΓΓΓ �= , 

∅=pu ΓΓ � , )(xuu ≡  —�$����	
�����������"������� ������(��%������� ),( 21 xxx = , 

)(xf  —������	
������������	���	��� )(xg  —������	
�����������"������ ���	���%���	���

uΓ , ip  –���������	�������%�����������������%���������(������� ���	���%���	��� pΓ , 

jn — ��������	� ��	�	 ��%�� ������� �����$���!� �������� ��� %���	��� �������� Γ , ijσ  — 

��������	�������������(���σ , D  —�����	������(�	������	���������.��� 

εσ D= ,       (3) 

�� S  —� ����	��� �	���������	�� ����������� ��� ������%��� ���!� ��������	� �������

��������
�ε ��	��(������� �������"���� 

Su=ε .       (4) 

*���������� ��������(�������(��%��������������"����
��#��������� Ω � ��������	�����

���� ��#�� �	���	� �����$�	�� ���#��	�� f  ��� �������	�� p  �	��� ����%�#� �� �	��� ����

�����������"���u ���������������(���σ ������������������������������
�—(4). 
/� ����� ������������� &�'� ����  	�����%�� ������������ �������������!� ���� ��

����	����������������������!��������
��!����������	��,������%�������������������-
���	 ���������	�	��������������"��� 

{ }2,1 ),( ,  ��   0 : 1 =∈== iHvvvV iui ΩΓ ,    5) 

�� )(1 ΩH  — �������������#����������
�� ���%�����	�� ���������������������� Ω ������� ��

 ������	�	�������	�	���$�%�����������,����(	��� ��������� ����������������%	� �
�����

����������������� Vv ∈ �����������������%��#������������� Ω ���	���	������ 	���������

.������%���	 �������	� ����������������$���� ���—(4).�*�������	��#����������
�����������
��������%���	%����: 

( ) Vla ∈∀= v    ,v,v,u .      6) 

0	%����������
��!�����	� )v,u(a ���������������� v,l ���(������
�	������������������

[2, 3]�� *��� ��(��� �����������	� ����� �������
��� ���� �� ���� �	��� ���� ���%������%��
���������� ����
��!� ����	 ��!� ���� �� ����!� ���(������ �
�—���� ���
�	� Vu ∈ � ������ "��

����������#��������
��������������� 
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��������� �������	������� 	������ ���������	"���� �� ����������������������������

� -�����	���!�����!�&�'����������!�#����	����������������������!��� �����������	�����	�

���	���������	�������
������	����	��� ������	���
� 
1) ���	������ ���������� ��� �� ������
� ������ ���  4�!��� # � 
 +! *
�� -�� & � % # (�

�� *
'�� �! .� 4�!�$�� ,$3�$� 
2) ��
����$����	����� #! -/��!!) " ��"1! # �-#/5'!!)�*�
�$	���������%������

����%�����������!��� ������ 
3) -#/5'!!)�*�
�$�����	����������%������������ �������������!����	��	���������$	��

����������������%	
���������"����������	�������	"�#���(���� 
��	� ��������!� ����%�� �������

��� ��$	
� ����� �	������� �	������

���	������� ��� ������������ -�

�������� �� �	�� ��(� ��(�	��� %����-
�����	��"�� 

a) ���%���������� ��������%��

�%�"���� ����	� ����� ���	��� "���

��(���� �� ������ ����%������ ��
-
��$	�� 	�������������������� 

b) ���	���� ������������ �� ���
��� ����� ������ ���������

�� 	����� 
c) ���� ����� ���	����� �� ��

�� 	��������	
� ������ ��#� ���	�

����� ��� ���������� ������

���	����� � ����#� �	$� �������

������������ ����� ��� %�������

��������� ���
���� ����	�� ��	������

�������(����� � �������� �� ������

����	(��%�� ����’����� ����� �������
���� ���������� ������ ���

��$������������%��������� 
-� ���������� ���	����� �

���	��� ���	���	�  	����	
� ���-
������� �	�����!� ���� �� �� ��������

�� ���������	 ����������
�������-
����� ����������%�� ����%�����

������!� �� ������ ������	���!� ���
�-
��#����� �������	 ���� 1���$� ��%��� ���������� ���� ����%�#����� $������ �������	�

���	������!������������������%��������������������!����	��	��	����	����!�����	��������	�

 ���� ���#����� ���	���	� ����	(�	
� ���������� ��� ��	�	�� �������	�� %����#������

���%������ �������� �������� �����	� ��$�%�� ����� �������������%�� � -�����	���%��
�� 	���������%��������� 

������ ����-���	
 ������ h-
�
�������
��������
����� ������� 
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3. �� *
'�� �!�� 4�!�$�� ,$3�$ 

1�%��������������	������������	��	�������������������������������������� ����. 
/������������� ������������ �����	� ���	��	���(��� ������	�	� ��� ��	� ������	�� %���	��,��

��$�!�%���	������������	������	��	����residual������$��������������!����������	���������

������� ����%�� �	��� ����	����� ��� �������	� ���	��  	���� ������������� ���� ������	�

(residual����������	���������������	���������������	�"�������� (consistensy conditions��	�������
���������	�����	��� ������������������������
����$�%��%����#���� 	�����%��������������	�

������� �����������%���	�����(�����(�	�	����� ��	�	�������	��-��	���	�������

���������%�"�������� ���������!�����	��,��%��%���������������	�������������������

�����	�����������
��%���	�����������	�����(������(��	��������������������������������

*���� %����� ������� �����������!� �����	� ����������� ����	� �����	� �������������%��

�	������$�������������%���	�������������������������������	����+�������������$����������

��������������������� 2Z -�����	�	��
��

���)����������������������%���	�������%�#���������
"�� ������ ��� ����������	�	�� �����(����	�� ���	���	�	� ����������� ���

���� ���������!� ������	����!� ����������� ������� ����"���� �� 	��������� ����

��������%���(��������������������(�����������������������#�����$��� �	�	������	�����(�

�	�	��	���	�����#�������������	(��%���� 	��������%�	 ��!�����	����	��	��- 2Z -
������������	�������������%���	���	�����#����������������������������������patch recovery 
technique�� 	
���� �� �� ������� 	
��� �������#����� �� 	������	� ��%���(���� �����(���� ���
������%��� ������ ���� ��	�� ����	���� ��
����#��$��� ����%��� �������

�������������%���	���#�!��������������������������� 	�����!���������!�����������(����

!��������� �����%�������������	���������!�&�'��,����������������������	�������
� ���

����������	������������	��	����������������������� 	���������	����!���
$�	��	��������

"����
���	���$����	��	����� 2Z -��������*����������
��������������������������	�� � -
����	��	�� 	����	������&�'������������������������������������ 

���%�������������
������� �������0	���	������ 	����� ����������������	������ 

UNuu
~=≈ h ,      (7) 

�� N  —� �	�����������	�����	��	��������
�&�'�� ���������%��� ����������!��������	�

1������-.���������� ���	��#��� �	����� ����
�	�� ��%���! �	�� �������� ���� ������(����
������	����� �������������������������"�� 

RUA =~
,         (8) 

�� �—� ����	��� (����������� �  —� ������ �������(����� ���� ���������� ������	-
�����������������������������(��� hσ �����#�������������.�������� 

����	(�	
� ���������� hh ,σu � ��������#����� ���� �� ��%�� σ,u �� �� ����	��� ��(� �	�	�

�	��� �#����	��� 

he uu −= ,       (9a) 

he σσσ −= .      (9b) 

) �	����� "�� �� ���	�� ���� ���	�� ���� ����� ���	��	� ��(� ��(��� ��������	�

 	������� �� ����� ��� �����	��� ���� �	���������� ���	��	� �	���	����������� ������ ����	��

��
 ����$������� �����������������������	�����������%�	 ��������������	��	��

�������	����������� ������	 ��!�����!����(��������#��	%��� 

( ) ( )∫ −=
Ω

σσ ΩdT eee 1D .        (10) 
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��������	������	���	 �� �	
����������������	�� ��(���	�� ���� ����#���������(�
�������	���	�������� ��������������	 	�	����	��	�������-���
�������������������� �#�

����������� ����	(��%�� ���������� hu � �� ��$	�� ����������� *u �� ��	
� �� ������� ����� #�

�� ��$	� 

h
*e~ uu −= ,      (11a) 

h
*e~ σσσ −= .      (11b) 

��
������$	
�� ��� ����%	
� �� ����� �� 	��������	�� ������� �� ����	��	
� �������

���	������ �
�  —��%�"��������	����� ����������������������%��������������*������������

�
������	���� 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −−== −−

ΩΩ
σσ ΩσσσσΩ dd

TT
h

*1
h

*1 e~e~e~ DD .     (12) 

0	���	������ 	� ��
� ������ "�� ��	�����	 ��� $�	������� ���(������ ���� ���-
������%��������������(����	����	�������� 

( )( )λ,pminh Oe = ,           (13) 

�� p  — �����������������������	��	����������� N ��� λ  — ���������	�%�������������"��

����� ��	�������� ��(��� �������	�� "�� ������	�� ���	������� �����	� ���	��	� θ  
�	��� �	
���� 

e

e~
=θ ,                (14) 

����������#�����������	�� 
















+≤≤















−

),pmin(),pmin(

2

1
1

2

1
1

λλ
θ .          (15) 

'���	������� �����	� ���	��	� ��� ��� ��%��$�#������ ���	� ���������� #� �	�%�����	���

���� ����� � � -�����	������ ������� ��(� ��(�	�	�� #� �	������ �������	� ����	������!��
����	�� ������ ����!� ����	�� ���� ���!� ��������� ���	��	� #� ���������	��� *����� ��� ������� 	����

�	�%����������(�����������������������������������
�����#��� 0=λ . 

2�"�� ���� ���	������ �����"��%�� ���������� *u � �	���	�����#����� ������� ��	
�

���� �#��	"	
������������(������������ 

( ))  ,p(h Oe λα+= ,        (16) 

�� 0>α �� ��� ��(��� �������	� 	���� "�� ������	�� ���	������� �� �	������ ������������

�	�%�������������(�	
���� 

( ) ( )αα θ h O1h O1 +≤≤− ,            (17) 

�����	��	�%������������	��������� 
( ) ( )1 O11 O1 +≤≤− θ ,         (18) 

�� )1( O � ���������#� �������� �����������"�� �� ���(	��� ���� h �� /� �
��� �� �
��� �	��	��#�

������� �� ���	������
� ������� �����"��������	�� ���	������� θ ���������	����� ��	�	���

�����	����	���������������������	�%���������� 
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���%������ �������$� ��������� ���	������ �����"��%�� ���������� � *σ � �� 2Z - 

��������,������%����	�����#������"�������(���� *σ ������������������������%�����#!�(�

�	���	����	��	��������
��"��������"���������� 
** σσ N= ,           (19) 

�� *σ  —�������������	����� ��������(������	���	�����#������������������������� 

( ) 0h
* =−∫

Ω

Ωσσ dTP .          (20) 

�������	�$	����������$������—������
�����������������������	��#�� 

uDSPPA 









= ∫−

Ω

Ωσ dT1* ,      (21) 

��� ∫=
Ω

ΩdT PPA . 

0�������"�� �	������� ��	
� ���������#� �������������	 ��
� ������	����!� hσ �� ������

���	� NP = ,���#� ���"	
��������� ������	����!� 	1������	� �������������� ����� ���������-

$�����
��� 0>α ��)�(������	(�	
����������� *σ �#�����$��� ����������	����#�����%���-
���%���������������(� hσ ����
�%����(����	���	����	�������������	��	� σe ���������������	� 

h
*e~e σσσσ −=≈ .         (22) 

-� ��%�������� �	������ �� ������ �� 	����� �	��� �#����� ���������� ���	������ ���� ��

����������%�	 ��!�����	���#��������	
��	%���:  

%100
e

⋅=
u

η ,             (23) 

��	 ���� ��������� ���	���� η ���(� ���	� ��� %���������� ��� 	������ ��� ����� ���� ��	��

��������������� Ω ���������������������� 	�������������	������ ��	�����������-�

�����	 �	�� ���� ��� �� �	
� ���������� u  ������	
�� ����� ��%��� ��������!� ��(� ���	�
���������� 

22
h

2
e~+≈ uu ,               (24) 

��
2

hu -���%�����������!����� ���������!�������	����!����
2

e~ -����	���������(� �
�

������� ������ ���	���� ���� �����	� ���!� �	���	�����#����� �����"�	
� ���������� *σ ��)�(��

���������������������	����η ��� 	���#��������: 

22
h

2

e~
e~

+
=

u
η .      (25) 
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