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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî óñòàëåíi êîëèâàííÿ ïðóæíîãî øàðó ç àáñîëþòíî òâåðäèì òi-

ëîì. Ïîáóäîâà ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü òåîði¨
ïðóæíîñòi  ðóíòó¹òüñÿ íà ñåêâåíöiàëüíîìó ïîäàííi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òà àïðîêñèìàöi¨
ôóíêöié ïîñëiäîâíîñòÿìè óçàãàëüíåíèõ ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäiâ Ôóð'¹.
Êëþ÷îâi ñëîâà: òåîðiÿ ïðóæíîñòi, êîëèâàííÿ øàðó, ñåêâåíöiàëüíå ïîäàííÿ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié, ðÿäè Ôóð'¹.
2000 MSC: 74H30
ÓÄÊ: 539.3

Âñòóï
Åôåêòèâíi àíàëiòè÷íi òà ÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

ïðî âçà¹ìîäiþ ïðóæíèõ òië ç ãëàäêèìè òiëàìè i òi-
ëàìè, ùî ìàþòü â îáëàñòi êîíòàêòó êóòîâi òî÷êè ÷è
ðåáðà, ïîáóäîâàíi â ðîáîòàõ [1, 2] çà íàÿâíîñòi ñèíãó-
ëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ÿâíîìó âèãëÿäi âiäïîâiäíèõ ðiâ-
íÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi. Îäíàê òàêèé ïiäõiä âñòàíîâ-
ëþ¹ ñóòò¹âi îáìåæåííÿ íà âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè-
÷íèõ ìîäåëåé ãåîìåòðè÷íèõ ôîðì òië, äëÿ ÿêèõ ìî-
æóòü áóòè ñôîðìóëüîâàíi êîíòàêòíi çàäà÷i òà ïîáó-
äîâàíi ðîçâ'ÿçêè.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî óñòàëåíi êîëè-
âàííÿ ïëîñêîãî øàðó, ùî âçà¹ìîäi¹ çà óìîâ iäåàëü-
íîãî ç'¹äíàííÿ ç æîðñòêîþ îñíîâîþ íà îäíié ëèöåâié
ïîâåðõíi òà ìàñèâíèì àáñîëþòíî æîðñòêèì òiëîì ó
äîâiëüíié îáëàñòi äðóãî¨ ëèöåâî¨ ïîâåðõíi. Ôóíêöiþ
Ãðiíà âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi çîáðàæå-
íî ó âèãëÿäi ãðàíèöü ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
óçàãàëüíåíèõ ÷àñòêîâèõ ñóì ïîäâiéíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹
çà òðèãîíîìåòðè÷íèìè ñèñòåìàìè ôóíêöié [4]. Çàäà-
÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, ùî âèíèêàþòü â îáëàñòi âçà-
¹ìîäi¨ ìàñèâíîãî òiëà i øàðó. Ïîáóäîâà ÷èñëîâèõ
ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü  ðóíòó¹òüñÿ íà ïî-
¹äíàííi ìåòîäó êîëîêàöié i ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ ôóí-
êöié ïîñëiäîâíîñòÿìè óçàãàëüíåíèõ ÷àñòêîâèõ ñóì
ðÿäiâ.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âçà¹ìîäiþ çà óìîâ iäåàëü-

íîãî êîíòàêòó içîòðîïíîãî øàðó (òîâùèíè 2h) ç àá-
ñîëþòíî æîðñòêîþ îñíîâîþ íà ëèöåâié ïîâåðõíiS−
i öèëiíäðè÷íèì àáñîëþòíî òâåðäèì òiëîì â îáëàñòi
D (îñíîâîþ öèëiíäðà) ëèöåâî¨ ïîâåðõíiS+, D ⊂ S+.
Ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî îáëàñòüD ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî

äâîõ âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ îñåé O′α′1 i O′α′2, à
çîâíiøíi ñèëè, ùî äiþòü íà öèëiíäð, ïðèâåäåíi äî òî-
÷êè O′ i çàäàþòüñÿ ó âèãëÿäi

M1 = M10eiωt, M21 = M20eiωt, P3 = P30eiωt, (1)
äå M10 i M20 � àìïëiòóäè ìîìåíòiâ âiäíîñíî îñåé
O′α′1 i O′α′2; P30 � àìïëiòóäà ðiâíîäiéíî¨ ñèëè, ùî
íàïðÿìëåíà çà âiññþ O′α′3, ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëî-
ùèíè α′1O

′α′2; ω � ÷àñòîòà âèìóøåíèõ êîëèâàíü; t �
÷àñîâà êîîðäèíàòà.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi àìïëiòóä êîíòàêò-
íèõ íàïðóæåíü σ−31, σ−32, σ−33 (çà íàïðÿìàìè îñåéO′α′1,
O′α′2, O′α′3) íà ïîâåðõíi S− i àìïëiòóä êîíòàêòíèõ íà-
ïðóæåíü σ+

31, σ+
32, σ+

33 â îáëàñòi D ⊂ S+.
Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí øàðó äëÿ âèïàä-

êó óñòàëåíèõ êîëèâàíü îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

∂ σi1

∂ α1
+

∂ σi1

∂ α1
+

∂ σi3

∂ α3
+ ρω2ui = 0 ; (2)

σii = 2G
∂ ui

∂ αi
+ λ

(
∂ u1

∂ α1
+

∂ u2

∂ α2
+

∂ u3

∂ α3

)
, (3)

σij = σji = G

(
∂ uj

∂ αi
+

∂ ui

∂ αj

)
(i, j = 1, 2, 3, i 6= j) ,

äå α1, α2, α3 � ïðÿìîêóòíi êîîðäèíàòè ç ïî÷àòêîì ó
ñåðåäèííié ïëîùèíi øàðó,O′ (α0

1, α
0
2, h

)
(α′1 = α1−α0

1,
α′2 = α2 − α0

2, α′3 = α3 − h); σij � àìïëiòóäè êîìïî-
íåíò òåíçîðà íàïðóæåíü; ui � àìïëiòóäè êîìïîíåíò
âåêòîðà ïåðåìiùåíü; λ, G � ïðóæíi ñòàëi; ρ � ãóñòè-
íà ìàòåðiàëó.

Çàäà¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè äðóãîãî ðîäó (óìîâè êîí-
òàêòó ç àáñîëþòíî æîðñòêîþ îñíîâîþ) íà ïîâåðõíi
S−

ui (α1, α2,−h) = 0 (i = 1, 2, 3) (4)
*Àâòîð-ðåñïîíäåíò
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i � çìiøàíi ãðàíè÷íi óìîâè íà ïîâåðõíiS+

ui (α1, α2, h) = 0 (i = 1, 2) ,
u3 (α1, α2, h) = u0 + ψ1α1 + ψ2α2,
α (α1, α2) ∈ D;

(5)

σ3i (α1, α2, h) = 0 (i = 1, 2) , α (α1, α2) ∈̄D, (6)

äå ψ1, ψ2, u0 � íåâiäîìi àìïëiòóäè êóòiâ ïîâîðîòó âiä-
íîñíî îñåé O′α′1, O′α′2 i àìïëiòóäà ïåðåìiùåííÿ ó íà-
ïðÿìi îñi O′α′3 îñíîâè ìàñèâíîãî òiëà.

Ðiâíÿííÿ ðóõó øàðó äîïîâíþ¹ìî ðiâíÿííÿìè ðó-
õó òiëà

∫∫

D

σ+
33ds−mω2u0 = P30, (7)

∫∫

D

σ+
33α2ds−i1ω

2ψ1 =M10,

∫∫

D

σ+
33α1ds−i2ω

2ψ2 =M20,

äå i1, i2, m � ìîìåíòè iíåðöi¨ âiäíîñíî îñåé O′α′1,
O′α′2 i ìàñà àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäó¹ìî ó ïàðàëåëåïiïåäi
Π = {(α1, α2, α3) : 0 < αi < li; |α3| < h} (i = 1, 2) çi
ñòîðîíàìè îñíîâè l1, l2 i âèñîòîþ 2h, ïðîäîâæèâ-
øè øóêàíi ôóíêöi¨ çà ìåæi ái÷íèõ ãðàíåé ïàðàëåëå-
ïiïåäà ÿê ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî,
ùî öåíòð îáëàñòi D i öåíòð âåðõíüî¨ îñíîâè ïàðàëå-
ëåïiïåäà çáiãàþòüñÿ, α0

1 = l1/2, α0
2 = l2/2, à òàêîæ

äîâæèíè ñòîðií îñíîâè ïàðàëåëåïiïåäà çíà÷íî áiëü-
øi, íiæ òîâùèíà øàðó òà äiàìåòð îáëàñòiD.

II. Ïîáóäîâà óçàãàëüíåíîãî ñèíãóëÿð-
íîãî ðîçâ'ÿçêó

Ñïî÷àòêó øóêà¹ìî ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òðüîõ çàäà÷
ïðî äiþ îêðåìèõ êîìïîíåíò ïîâåðõíåâîãî íàâàíòà-
æåííÿ íà øàð, ùî âçà¹ìîäi¹ ç àáñîëþòíî æîðñòêîþ
îñíîâîþ. Ââàæà¹ìî, ùî íàâàíòàæåííÿ ëîêàëiçîâàíî
ó êâàäðàòi Π0 =

{
(α1, α2) :

∣∣αi − α0
i

∣∣ < ε} ( i = 1, 2)
çi ñòîðîíàìè äîâæèíè2ε, Π ⊂ S+. Àìïëiòóäè ïîâåðõ-
íåâèõ íàâàíòàæåíü çàäà¹ìî ó ôîðìi

σ31 (α1, α2, h) = σi
31,

σ32 (α1, α2, h) = σi
32,

σ33 (α1, α2, h) = σi
33 (i = 1, 2, 3) ,

(8)

äå

σi
3j =P iδijδ

(
α1, α

0
1, ε

)
δ
(
α2, α

0
2, ε

)
(i, j = 1, 2, 3) ; (9)

δ
(
αi, α

0
i , ε

)
=





1
2ε

g

(∣∣αi − α0
i

∣∣
ε

)
,

∣∣αi − α0
i

∣∣≤ε,

0,
∣∣αi − α0

i

∣∣>ε

(10)

� äåëüòîïîäiáíà ôóíêöié (ç ãðàíè÷íîþ δ-ôóíêöi¹þ);
g (t) = 1 + cos(π t) (0 ≤ t ≤ 1); P i � ðiâíîäiéíi íà-
âàíòàæåííÿ çà êîîðäèíàòíèìè íàïðÿìàìè; δij = 1,
ÿêùî i = j, δij = 0, ÿêùî i 6= j.

Äëÿ ïåðiîäè÷íî¨ äåëüòîïîäiáíî¨ ôóíêöi¨ (10), ïðî-
äîâæåíî¨ íà iíòåðâàë (−l, 0) ÿê ïàðíî¨ i íåïàðíî¨ ôóí-
êöi¨, ìà¹ìî âiäïîâiäíî ðÿäè, ÿêi ðiâíîìiðíî çáiãàþ-
òüñÿ ïðè ε 6= 0,

δ
(
α, α0, ε

)
=

2
l

(
1
2

+
∞∑

k=1

ϕ (λkε) cosλkα0 cosλkα

)
,

δ
(
α, α0, ε

)
=

2
l

∞∑

k=1

ϕ (λkε) sin λkα0 sin λkα,

äå ϕ (λkε)=
1∫
0

g (t) cos (λkεt) dt=
sin (λkε)

λkε

1
1−(λkε/π)2

.

Âðàõóâàâøè öi ïîäàííÿ ó ôîðìóëàõ (9), îäåðæè-
ìî òàêi ôîðìóëè äëÿ êîìïîíåíò ëîêàëüíîãî ïîâåðõ-
íåâîãî íàâàíòàæåííÿ:

σi
3j = P iδij

∞∑
k,m=0

ckm (ε)Φi
km

(
α0

)
Φi

km (α)

(i, j = 1, 2, 3) ,
(11)

äå

Φ1
km (α) = cos λk1α1 sin λm2α2; Φ2

km (α) = sin λk1α1 cos λm2α2;

Φ3
km (α) = sin λk1α1 sin λm2α2; Φ4

km (α) = cosλk1α1 cos λm2α2; λk1 =
kπ

l1
; λm2 =

mπ

l2
.

ckm (ε) =
2

l1l2
ϕ (λk1ε) , ÿêùîm = 0, k = 1,∞,

ckm (ε) =
2

l1l2
ϕ (λm2ε) , ÿêùîk = 0, m = 1,∞,

ckm (ε) =
4

l1l2
ϕ (λk1ε) ϕ (λm2ε) , ÿêùîm = 1,∞, k = 1,∞.

Íåâiäîìi ôóíêöi¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2), (3) äëÿ êîæíî¨ ç òðüîõ çàäà÷ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi
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{
ui

1

σi
31

}
=

P i

2G

∞∑

k=0,m=1

ckm (ε)
{

ui
1km

(α3)
σi

31km
(α3)

}
Φi

km

(
α0

)
Φ1

km (α) ,

{
ui

2

σi
32

}
=

P i

2G

∞∑

k=0,m=1

ckm (ε)
{

ui
2km

(α3)
σi

32km
(α3)

}
Φi

km

(
α0

)
Φ2

km (α) , (12)





ui
3

σi
11

σi
22

σi
33





=
P i

2G

∞∑

k=1,m=1

ckm (ε)





ui
3km(α3)

σi
11km(α3)

σi
22km(α3)

σi
33km(α3)





Φi
km

(
α0

)
Φ3

km (α) ,

σi
12 =

P i

2G

∞∑

k=0,m=0

ckm (ε) σi
12km (α3)Φi

km

(
α0

)
Φ4

km (α) .

Ïiäñòàâèâøè ðÿäè (12) ó ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2), (3), ïðèéäåìî äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ öèõ ðÿäiâ, çâiäêè çíàéäåìî

ui
1km (α3) =

2G + λ

G

λk1

ω2
0

(
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)

+ ci
3kmch (ω2kmα3) + ci

4kmsh (ω2kmα3) ,

ui
2km (α3) =

2G + λ

G

λ2m

ω2
0

(
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)

+ ci
5kmch (ω2kmα3) + ci

6kmsh (ω2kmα3) ,

ui
3km (α3) =

2G + λ

G

ω1km

ω2
0

(
ci
1kmsh (ω1kmα3) + ci

2kmch (ω1kmα3)
)
+

+
1

ω2km

(
ci
3kmλk1 + ci

5kmλm2

)
sh (ω2kmα3) +

1
ω2km

(
ci
4kmλk1 + ci

6kmλm2

)
ch (ω2kmα3) ,

−σi
11km (α3)

2G
=

(
λ

2G
+

2G + λ

G

λ2
k1

ω2
0

) (
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)
+

ci
3kmλk1ch (ω2kmα3) + ci

4kmλk1sh (ω2kmα3) ,

−σi
22km (α3)

2G
=

(
λ

2G
+

2G + λ

G

λ2
m2

ω2
0

) (
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)
+

+ci
5kmλm2ch (ω2kmα3) + ci

6kmλm2sh (ω2kmα3) ,

σi
33km (α3)

2G
=

(
− λ

2G
+

2G + λ

G

ω2
1km

ω2
0

) (
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)
+

+
(
ci
3kmλk1 + ci

5kmλm2

)
ch (ω2kmα3) +

(
ci
4kmλk1 + ci

6kmλm2

)
sh (ω2kmα3) ,

σi
12km (α3)

2G
=

2G + λ

G

λk1λm2

ω2
0

(
ci
1kmch (ω1kmα3) + ci

2kmsh (ω1kmα3)
)
+

+
1
2

(
ci
3kmλm2 + ci

5kmλk1

)
ch (ω2kmα3) +

1
2

(
ci
4kmλm2 + ci

6kmλk1

)
sh (ω2kmα3) ,

σi
13km (α3)

2G
=

2G + λ

G

λ1kω1km

ω2
0

(
ci
1kmsh (ω1kmα3) + ci

2kmch (ω1kmα3)
)
+

+
1

2ω2km

(
ci
3km

(
ω2

2km + λ2
k1

)
+ ci

5kmλk1λm2

)
sh (ω2kmα3)+
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σi
23km (α3)

2G
=

2G + λ

G

λm2ω1km

ω2
0

(
ci
1kmsh (ω1kmα3) + ci

2kmch(ω1kmα3

)
+

+
1

2ω2km

[
ci
5km

(
ω2

2km + λ2
m2

)
+ ci

3kmλk1λm2

]
sh (ω2kmα3)+

+
1

2ω2km

[
ci
6km

(
ω2

2km + λ2
m2

)
+ ci

4km
λk1λm2

]
ch (ω2kmα3) ,

(13)

äå ω2
1km = λ2

k1 + λ2
m2−

G

2G + λ
ω2

0 ; ω2
2km = λ2

k1 + λ2
m2−ω2

0 ; ω2
0 =

ρω2

G
; cikm

(
i = 1, 6

)
� ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.

Ïiäñòàâèâøè âiäïîâiäíi ôîðìóëè (12) â óìîâè (4), (9) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (13), îäåðæèìî òðè ïîñëi-
äîâíîñòi (i = 1, 2, 3) ñèñòåì øåñòè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõci

jkm

(
j = 1, 6

)

2G + λ

G

λk1

ω2
0

(
ci
1kmch (ω1kmh)− ci

2kmsh (ω1kmh)
)

+ ci
3kmch (ω2kmh)− ci

4kmsh (ω2kmh) = 0,

2G + λ

G

λ2m

ω2
0

(
ci
1kmch (ω1kmh)− ci

2kmsh (ω1kmh)
)

+ ci
5kmch (ω2kmh)− ci

6kmsh (ω2kmh) = 0,

2G + λ

G

ω1km

ω2
0

(−ci
1kmsh (ω1kmh) + ci

2kmch (ω1kmh)
)−

− 1
ω2km

(
ci
3kmλk1 + ci

5kmλm2

)
sh (ω2kmh) +

1
ω2km

(
ci
4kmλk1 + ci

6kmλm2

)
ch (ω2kmh) = 0,

2G + λ

G

λ1kω1km

ω2
0

(
ci
1kmsh (ω1kmh) + ci

2kmch (ω1kmh)
)
+ (14)

+
1

2ω2km

(
ci
3km

(
ω2

2km + λ2
k1

)
+ ci

5kmλk1λm2

)
sh (ω2kmh)+

+
1

2ω2km

(
ci
4km

(
ω2

1km + λ2
k1

)
+ ci

61kmλk1λm2

)
ch (ω2kmh) = δ1i,

2G + λ

G

λm2ω1km

ω2
0

(
ci
1kmsh (ω1kmh) + ci

2kmch(ω1kmh
)
+

+
1

2ω2km

[
ci
5km

(
ω2

2km + λ2
m2

)
+ ci

3kmλk1λm2

]
sh (ω2kmh)+

+
1

2ω2km

[
ci
6km

(
ω2

2km + λ2
m2

)
+ ci

4km
λk1λm2

]
ch (ω2kmh) = δ2i,

(
− λ

2G
+

2G + λ

G

ω2
1km

ω2
0

) (
ci
1kmch (ω1kmh) + ci

2kmsh (ω1kmh)
)
+

+
(
ci
3kmλk1 + ci

5kmλm2

)
ch (ω2kmh) +

(
ci
4kmλ+

k1c
i
6kmλm2

)
sh (ω2kmh) = δ3i.

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ðiâíÿíü (14) iñíóþòü çà óìîâè íå ðiâíèõ íóëþ âèçíà÷íèêiâ ñèñòåìè (íå ðiâíîñòi çíà÷åíü
÷àñòîòè âèìóøóþ÷î¨ ñèëè i âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü øàðó). Ç ðiâíîñòåé íóëþ âèçíà÷íèêiâ ñèñòåì îäåðæó¹ìî
ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü øàðó.
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Ïiäñòàâèâøè ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ ó ôîðìóëè (13), à ïîòiì � ó ôîðìóëè (12), îäåðæè-
ìî âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i. Ðÿäè (12) ïðè ε 6= 0 ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ âíàñëiäîê ïîðÿäêó ðîñòó ãiïåð-
áîëi÷íèõ ôóíêöié i ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ (11).

Ãðàíèöÿ ïðè ε → 0 ñóì ðÿäiâ (12) íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì (â ðîçóìiííi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi [4]) ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i ïðî íàâàíòàæåííÿ øàðó çóñèëëÿìè, çîñåðåäæåíèìè â òî÷öi

(
α0

1, α
0
2, h

)
. Äëÿ àìïëiòóä ïåðåìiùåíü ìà¹ìî

òàêi ïîäàííÿ:

U i
j =

P i

2G
lim
ε→0

∞∑

k,m=0

ckm (ε)ui
jkm

(α3)Φi
km

(
α0

)
Φj

km (α) (i, j = 1, 2, 3) ,

ÿêi ùå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ãðàíèöü óçàãàëüíåíèõ ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäiâ

U i
j =

P i

2G
lim

n→∞

n∑

k,m=0

ckm (ε)ui
jkm(α3)Φi

km

(
α0

)
Φj

km (α) (i, j = 1, 2, 3) , (15)

äå

ε = ε (n) = ε0/nγ , ε0 = const, 0 < γ < 1. (16)
Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi (15) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî â áóäü-ÿêié îáëàñòi, ùî íàëåæèòü ïàðàëåëåïiïåäó

Π i íå ìiñòèòü òî÷êè
(
α0

1, α
0
2, h

)
.

III. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó ïðî äèíàìi÷íó âçà¹ìîäiþ øàðó i àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi.

Âèêîðèñòàâøè çîáðàæåííÿ (15), çàïèøåìî àìïëiòóäè êîìïîíåíò ïåðåìiùåííÿ òî÷îê øàðó, íàâàíòàæåíîãî
êîíòàêòíèìè íàïðóæåííÿìè σ+

3i (α) (i = 1, 2, 3, α (α1, α2))

uj (α, α3) =
∫∫

D

3∑

i=1

Ū i
j

(
α, α0, α3

)
σ+

3i

(
α0

)
ds

(
α0

)
(j = 1, 2, 3) , (17)

äå Ū i
j

(
α, α0, α3

)
=

1
2G

lim
n→∞

n∑

k,m=0

ckm (ε)ui
jkm(α3)Φi

km

(
α0

)
Φj

km (α) .

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (17) â óìîâè êîíòàêòó (5), îäåðæèìî ñèñòåìó òðüîõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
∫∫

D

3∑

i=1

Ū i
3

(
α, α0, h

)
σ+

3i

(
α0

)
ds

(
α0

)
= u0 + ψ1α1 + ψ2α2, (18)

∫∫

D

3∑

i=1

Ū i
j

(
α, α0, h

)
σ+

3i

(
α0

)
ds

(
α0

)
= 0, α (α1, α2) ∈ D, (j = 1, 2)

i òðüîõ iíòåãðàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü (7), ùî ìiñòÿòü íåâiäîìi êîíòàêòíi íàïðóæåííÿσ+
3i

(
α0

)
i ïàðàìåòðè

ψ1, ψ2, u0.
Çíà÷åííÿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü íà ëèöåâié ïîâåðõíiS− øóêà¹ìî çà âiäïîâiäíèìè ôîðìóëàìè (12) ïðè

α3 = h.
×èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (7), (18) øóêà¹ìî ìåòîäîì êîëîêàöié. ÎáëàñòüD íàáëèæó¹ìî ñèñòå-

ìîþ êâàäðàòiâ Dr = {(α1, α2) : |αi − αr
i | < s} r = 1, N), íà êîæíîìó ç ÿêèõ σ+

3i = σr
3i = const, à òàêîæ ñïðàâ-

äæó¹ìî ðiâíÿííÿ (7), (18) ó êîíòðîëüíèõ òî÷êàõαq (αq
1, α

q
2)

(
q = 1, N

)
, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç öåíòðàìè êâàäðàòiâ

Dq. Ïiñëÿ äèñêðåòèçàöi¨ ðiâíÿíü i îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëiâ ïðèéäåìî äî òàêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî 3N + 3 íåâiäîìèõ σr

3i (i = 1, 2, 3) , ψ1, ψ2, u0:

4s2
3∑

i=1

N∑
r=1

¯̄U
i

3 (αq, αr, h)σr
3i − u0 − αq

1ψ1 − αq
2ψ2 = 0,

3∑

i=1

N∑
r=1

¯̄U
i

j (αq, αr, h)σr
3i = 0, (j = 1, 2) ,

(
q = 1, N

)
, (19)
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4s2
N∑

r=1

σr
33 −mω2u0 = P30, 4s2

N∑
r=1

σr
33α

r
2 − i1ω

2ψ1 = M10, 4s2
N∑

r=1

σr
33α

r
1 − i2ω

2ψ2 = M20,

äå

¯̄U
i

j (αq, αr, h) = 1
2G lim

n→∞

n∑
k,m=0

ckm (ε) c0
km (s) ui

jkm(h)Φi
km (αr)Φj

km (αq) ; c0
km (s) = sin(λks)

λks
sin(λms)

λms . (20)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (19) iñíó¹, ÿêùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ç ðiâíîñòi íóëþ âèç-
íà÷íèêà ñèñòåìè (ïðè çìiííié ÷àñòîòi âèìóøåíèõ êîëèâàíü) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ
÷àñòîò êîëèâàíü øàðó ç ìàñèâíèì òiëîì.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (19) âèêîðèñòîâó¹ìî ÷àñòêîâi ñóìè ðÿäiâ (20). Ïðè öüîìó äîâæèíè
âiäðiçêiâ ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäiâ âèáèðà¹ìî ç óìîâèε ≤ s, â ÿêié ïàðàìåòð ε = ε (n) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
(16). Íàïðèêëàä, çàôiêñóâàâøè ÷èñëîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðàs, ùî õàðàêòåðèçó¹ äèñêðåòèçàöiþ îáëàñòiD, i
ïðèéíÿâøè ε0 = 0, 1, γ ≈ 1, îäåðæèìî íèæíþ ìåæó íîìåðà n > 10/s.

IV. Âèñíîâêè
Äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¨ çàäà÷i ïðî âçà¹ìîäiþ ìàñèâíîãî òiëà ç içîòðîïíèì øàðîì äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòðiâ l1, l2 ïîðiâíÿíî ç øèðèíîþ îáëàñòi êîíòàêòó ðîçïîäië êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, çíàéäåíèì ó ðîáîòàõ
[1,5] äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¨ çàäà÷i ïðî âçà¹ìîäiþ ìàñèâíîãî òiëà ç içîòðîïíèì ïiâïðîñòîðîì. Ó ïðèãðàíè÷íié
çîíi îáëàñòi êîíòàêòó ÷èñëîâèì ìåòîäîì îäåðæóþòüñÿ óñåðåäíåíi ó öié çîíi çíà÷åííÿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü.

Çàóâàæèìî, ùî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì ðiâíÿíü (19) äëÿ ñêií÷åííèõ çíà÷åíü íîìåðàN ¹ òàêîæ
ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ äèñêðåòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìàñèâíîãî òiëà ç øàðîì ÷åðåçN îïîð. Ïðè öüîìó ðîçïîäië
êîíòàêòíîãî òèñêó íà êîæíié ç îïîð ìîäóëþ¹òüñÿ iíòåãðàëüíîþ çãîðòêîþ äâîõ äåëüòîïîäiáíèõ ôóíêöié òèïó
(10), áàçîâèìè äëÿ ÿêèõ ¹ ñèñòåìè (ôóíêöié, ïàðàìåòð):g (t) = 1 + cos (πt), ε; g (t) = 1; s.

Ëiòåðàòóðà
[1] Ãàëèí Ë.À. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè

è âÿçêîóïðóãîñòè. � Ì.: Íàóêà. 1980. � 304 ñ.
[2] Ìåõàíèêà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. � Ì.:

Ìèð, 1989. � 510 ñ.
[3] Êóáåíêî Â. Ä., Ïîïîâ Ñ. Í. Îñåñèììåòðè÷íàÿ çà-

äà÷à óäàðà æåñòêîãî çàòóïëåííîãî òåëà î ïîâåðõ-
íîñòü óïðóãîãî ïðîñòàíñòâà // Ïðèêë. ìåõàíèêà.
� 1989. � 25, � 7. � Ñ. 16 � 24.

[4] Ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Óçàãàëüíåíi
ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ / Ðóäàâñüêèé Þ. Ê.,
Êîñòðîáié Ï. Ï., Ñóõîðîëüñüêèé Ì. À. òà iíøi. �
Ëüâiâ: Íàöiîíàëüíèé óí-ò "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíi-
êà", 2002. � 226 ñ.

[5] Ñåéìîâ Â. Ì. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è.
� Ê.: Íàóê. äóìêà, 1976. � 284 ñ.

STABLE TRANSVERSAL OSCILATIONS OF THE LAYER
WITH MASSIVE BODY
O. Mikituk, M. Sukhorolsky*
Lviv Polytechnic National University

12, S. Bandery Str., Lviv, 79013, Ukraine

The problem of stable oscillations of the elastic layer with the absolutely solid is considered.
The constructing of the numerical solution of the corresponding mixed problem for the system
of equation of the theory of elasticity is based on the sequential presentation of the generalized
functions and function approximation by means of sequences generalized partial sums of Fourier
series.
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