
Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà

ÂIÑÍÈÊ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒÓ
�ËÜÂIÂÑÜÊÀ ÏÎËIÒÅÕÍIÊÀ�

�Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè�
� 518, 2004, c. 60�66

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

�Physical and mathematical sciences�
� 518, 2004, p. 60�66

×ÈÑËÎÂÀ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß ÏÎÂÅÐÕÍÅÂÈÕ ÑÒÐÓÌIÂ
I ÔÎÐÌÈ ÂÈÐIÇÊÈ IÇ ÄÇÅÐÊÀËÀ ÎÄÍÎÄÇÅÐÊÀËÜÍÎ� ÀÍÒÅÍÈ

ÇÀ ÀÌÏËIÒÓÄÍÎÞ ÄIÀÃÐÀÌÎÞ ÍÀÏÐßÌËÅÍÎÑÒI
Â. Àíîõií

Íàöiîíàëüíèé óíiâåpñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�
(79013, Ëüâiâ, âóë. Ñ.Áàíäåpè 12)

(Îòðèìàíî 21 âåðåñíÿ 2004 ð.)
Ðîçâèíóòî ÷èñëîâèé ìåòîä îäíî÷àñíî¨ îïòèìiçàöi¨ ôîðìè ïëîñêîãî ðîçêðèâàííÿ i àìïëi-
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Âñòóï

Ñüîãîäíi â áiëüøîñòi äçåðêàëüíèõ àíòåí âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ êëàñè÷íi êðóãëi ÷è êâàçiïðÿìîêóòíi
ôîðìè âèðiçîê iç âèïðîìiíþþ÷èõ ïîâåðõîíü. Òàêi âè-
ðiçêè ¹ çðó÷íèìè äëÿ áàãàòüîõ àíòåí, ïðèçíà÷åíèõ
äëÿ ñòâîðåííÿ äiàãðàì íàïðÿìëåíîñòi ç êðóãëîþ ÷è
åëiïòè÷íîþ ôîðìîþ â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi. Ó çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó îïòèìàëüíà ôîðìà ðîçêðèâàííÿ
àíòåíè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êëàñè÷íèõ i ïîâèííà óçãî-
äæóâàòèñÿ ç íåîáõiäíîþ äiàãðàìîþ íàïðÿìëåíîñòi, à
òàêîæ ç íèçêîþ äîäàòêîâèõ âèìîã, ùî íàêëàäàþòüñÿ
íà ïðîåêòîâàíó âèïðîìiíþâàëüíó ñèñòåìó. Ìîæíà
ïðèïóñêàòè, ùî îïòèìiçàöiÿ ôîðìè âèðiçêè iç äçåð-
êàëüíî¨ ïîâåðõíi îñîáëèâî åôåêòèâíà ïðè ñòâîðåííi
êîíòóðíèõ äiàãðàì íàïðÿìëåíîñòi çi ñêëàäíîþ ôîð-
ìîþ â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi. Ó ðîáîòi îïòèìiçàöiÿ
ôîðìè ðîçêðèâàííÿ äçåðêàëüíî¨ àíòåíè ¹ äîäàòêî-
âèì ñòåïåíåì ñâîáîäè ó ïîñòàíîâöi çàäà÷i ñèíòåçó,
ÿêà ïîðÿä çi ñâîáîäîþ âèáîðó ôàçîâî¨ äiàãðàìè íà-
ïðÿìëåíîñòi çàáåçïå÷ó¹ íàéêðàùó ÿêiñòü ñèíòåçîâà-
íî¨ ÄÍ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîäçåðêàëüíà àíòåíà, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ iç äåÿêîãî âèïðîìiíþâà÷à i iäåàëüíî ïðîâiä-
íîãî äçåðêàëà ïàðàáîëi÷íî¨ àáî àïëàíàòè÷íî¨ ôîðì.
Äçåðêàëî ðîçòàøîâàíå â äàëüíié çîíi ñòîñîâíî âè-
ïðîìiíþâà÷à. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi òàêî¨
ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à i òàêî¨ ôîðìè âèðiçêè iç äçåð-
êàëüíî¨ ïîâåðõíi, ÿêi ôîðìóâàëè á äiàãðàìó, ùî ìiíi-
ìàëüíî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä çàäàíî¨ àìïëiòóäíî¨ ÄÍ. Çà-
äà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ó äâà åòàïè: íà ïåðøîìó çíàõîäè-
ìî îïòèìàëüíó ôîðìó âèðiçêè iç äçåðêàëà i ñòðóìè,
ÿêi íà íié ïðîòiêàþòü. Íà äðóãîìó åòàïi ó íàáëèæåí-
íi ìåòîäó ôiçè÷íî¨ îïòèêè çà íàâåäåíèìè ñòðóìàìè

ðîçðàõîâó¹ìî ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à. Ñõîæi çàäà÷i ñèí-
òåçó ïîâíî¨ (êîìïëåêñíî¨) ÄÍ îäíîäçåðêàëüíî¨ àíòå-
íè äîñëiäæóþòüñÿ â ðîáîòàõ [1] òà [2].

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Ââåäåìî äåêàðòîâó òà ïîëÿðíó ñèñòåìè êîîðäè-

íàò, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ~I (P ) =
= (Ix (P ) , Iy (P ) , Iz (P ))T � ñòðóìè, ÿêi ïðîòiêà-
þòü íà ïîâåðõíi äçåðêàëà Σ, òî÷êà P (x, y, z) =
= P (z (ψ, r) , ψ, r) íàëåæèòü äçåðêàëó. Íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ z = z (ψ, r) îïèñó¹ ôîðìó äçåðêàëà. Ïðî-
åêöiÿ ìåæi ïîâåðõíi äçåðêàëà z = z (ψ, r) íà ïëî-
ùèíó XOY ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
r = ρ (ψ), ψ ∈ [0; 2π) ó ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.
Íåõàé ïîòðiáíà àìïëiòóäíà ÄÍ çàäàíà àìïëiòóäàìè
ñâî¨õ êîìïîíåíò ~F (Q) = (Fθ (Q) , Fϕ (Q))T âiä êóòî-
âèõ êîîðäèíàò Q = (θ, ϕ) i âèçíà÷åíà â äåÿêié îáìå-
æåíié îáëàñòi Ω.

Âiäîìî [3], ùî ñòðóìè ~I, ÿêi ïðîòiêàþòü íà ïîâåðõ-
íi äçåðêàëà Σ, óòâîðþþòü äiàãðàìó íàïðÿìëåíîñòi ~f
ç êîìïîíåíòàìè

fν (Q) =
∫∫

Σ

Iν (P ) exp [−ik (P, Q)] dP , ν = x, y, z (1)

äå (P,Q) = x sin θ cos ϕ + y sin θ cosϕ + z cos θ.
Ïåðåõiä äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò âèêîíó-

¹òüñÿ çà âiäîìèìè ôîðìóëàìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ~H
âåêòîð íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíiΣ.
Òîäi ðîçïîäië ñòðóìiâ íà äçåðêàëi áóäå ïîäàíèé ó âè-
ãëÿäi [3]

~I = 2
[
~n× ~H

]
, (2)
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äå ~n = (nx (ψ, r) ; ny (ψ, r) ; nz (ψ, r))T � îäèíè÷íèé
âåêòîð, íîðìàëüíèé ç ïîâåðõíåþ Σ. Çàçíà÷èìî, ùî
ñòðóìè, ðîçðàõîâàíi çà ôîðìóëîþ (2), ëåæàòü ó ïëî-
ùèíi, äîòè÷íié äî ïîâåðõíi äçåðêàëà (ïðîòiêàþòü íà

éîãî ïîâåðõíi). Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (2) ó (1) i ââåäå-
ííÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ξ1 = sin θ cos ϕ, ξ1 =
sin θ sin ϕ, êîìïîíåíòè fx (ξ1, ξ2) i fy (ξ1, ξ2) âåêòîðà
ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:





fx (ξ1, ξ2) = 2

2π∫

0

ρ(ψ)∫

0

[ny (ψ, r)Hz (ψ, r)− nz (ψ, r) Hy (ψ, r)]×

× exp
[
−ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)] √
r2 +

(
∂z

∂r

)2

r2 +
(

∂z

∂ψ

)2

drdψ

fy (ξ1, ξ2) = 2

2π∫

0

ρ(ψ)∫

0

[nz (ψ, r)Hx (ψ, r)− nx (ψ, r)Hz (ψ, r)]×

× exp
[
−ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)] √
r2 +

(
∂z

∂r

)2

r2 +
(

∂z

∂ψ

)2

drdψ.

(3)

Êîìïîíåíòà fz (ξ1, ξ2) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç êîìïîíåíòè fx (ξ1, ξ2) i fy (ξ1, ξ2) ç óìîâè ðiâíî-
ñòi íóëþ êîìïîíåíòè fr (ξ1, ξ2) âåêòîðà ñèíòåçîâàíî¨
ÄÍ ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ. Ñïiââiäíîøåííÿ (3) ¹
âèõiäíèìè äëÿ ïîñòàíîâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñèí-

òåçó îäíîäçåðêàëüíî¨ àíòåíè.
Íà ïåðøîìó åòàïi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çíàéäåìî

îïòèìàëüíó ôîðìó âèðiçêè iç äçåðêàëà i ñòðóìè, ÿêi
ïðîòiêàþòü íà ¨¨ ïîâåðõíi. Êðèòåði¹ì îïòèìiçàöi¨ âè-
êîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiîíàë:

σ (Hx, Hy,Hz, ρ) =
∑

ν=x,y

∫∫

Ω

[Fν (ξ1, ξ2)− |fν (ξ1, ξ2)|]2 dξ1dξ2+

+β

2π∫

0

ρ(ψ)∫

0





∑

φ=x,y,z

|Hφ (r, ψ)|2




√
r2+

(
∂z

∂ψ

)2

+r2

(
∂z

∂r

)2

drdψ+γ

2π∫

0

ρ(ψ)∫

0

√
r2 +

(
∂z

∂ψ

)2

+ r2

(
∂z

∂r

)2

drdψ.

(4)

Ïåðøèé äîäàíîê â (4) çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìàëüíå ïî-
êîìïîíåíòíå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ àìïëi-
òóä çàäàíî¨ i ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ, äðóãèé i òðåòié, � âiä-
ïîâiäíî ìiíiìóì êâàäðàòà íîðìè âåêòîðà ìàãíiòíîãî
ïîëÿ íà ïîâåðõíi äçåðêàëà i ïëîùó äçåðêàëà ç äå-
ÿêèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåâiäîìi ôóíêöi¨Hx,
Hy, Hz i ρ âõîäÿòü â (4) ÷åðåç âèçíà÷åíi fx i fy çà
ôîðìóëàìè (3). Çà çíàéäåíèìè êîìïîíåíòàìè âåêòî-

ðà íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ ~H øóêàíi ñòðóìè
~I äçåðêàëà Σ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ (2).

II. Ìiíiìiçàöiÿ ôóíêöiîíàëà

Çâåäåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà (4) äî ðîç-
â'ÿçàííÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Åéëåðà:

Hx (ψ, r) = − 2
β

nz (ψ, r)
∫∫

Ω

fy (ξ1, ξ2)
(

1− Fy (ξ1, ξ2)
|fy (ξ1, ξ2)|

)
×

× exp
[
ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
dξ1dξ2

(5)

Hy (ψ, r) = − 2
β

nz (ψ, r)
∫∫

Ω

fx (ξ1, ξ2)
(

1− Fx (ξ1, ξ2)
|fx (ξ1, ξ2)|

)
×

× exp
[
ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
dξ1dξ2

(6)

Hz (ψ, r) = − 2
β

∫∫

Ω

exp
[
ikr

(
ξ1 cosψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
fx (ξ1, ξ2)×

×
{

fx (ξ1, ξ2)
(

1− Fx (ξ1, ξ2)
|fx (ξ1, ξ2)|

)
ny (ψ, r)− fy (ξ1, ξ2)

(
1− Fy (ξ1, ξ2)

|fy (ξ1, ξ2)|
)

nx (ψ, r)
}

dξ1dξ2.

(7)
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Çàçíà÷èìî, ùî êîìïîíåíòè ïàäàþ÷îãî ïîëÿ Hx, Hy, Hz âõîäÿòü ó ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (5)�(7) ÷åðåç
âèðàç (3) äëÿ êîìïîíåíò fx i fy ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (3), íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðiâíÿíü âèâîäèìî åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ äëÿ êîìïîíåíò
ñèíòåçîâàíî¨ äiàãðàìè:

fµ (ξ1, ξ2) = − 4
β

∫∫

Ω

∑
ν=x,y

(
1− Fν (ξ1, ξ2)

|fν (ξ1, ξ2)|
)

fν (ξ1, ξ2)Rµ
ν (ξ1, ξ2, ξ

′
1, ξ

′
2) dξ′1dξ′2, (8)

äå Rµ
ν (ξ1, ξ2, ξ

′
1, ξ

′
2), ν = x, y, µ = x, y � äåÿêi ÿäðà.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (8) âiäíîñíî êîìïîíåíò ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ, êîìïîíåíòè ìàãíiòíîãî ïîëÿ~H îá÷èñëþ-
¹ìî çà ôîðìóëàìè (5)�(7).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Åéëåðà ôóíêöiîíàëà σ(Hx,Hy, Hz, ρ) âiäíîñíî ôóíêöi¨ ρ(ψ), ÿêà îïèñó¹ îïòèìàëüíó
ôîðìó âèðiçêè iç äçåðêàëüíî¨ ïîâåðõíi. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî i ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëÿ ÷àñòêîâó ïîõiäíó Ãàòî [4]
ôóíêöiîíàëà σ çà ôóíêöi¹þ ρ(ψ):

W [Hx,Hy,Hz, ρ] =

∣∣∣∣∣∣
− 2

β

∫∫

Ω

exp
[
ikr

(
ξ1 cosψ + ξ2 sinψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
×

× nz (ψ, r) fy (ξ1, ξ2)
(

1− Fy (ξ1, ξ2)
|fy (ξ1, ξ2)|

)
dξ1dξ2

∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣∣∣
2
β

∫∫

Ω

exp
[
ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
×

× (−nz (ψ, r)) fx (ξ1, ξ2)
(

1− Fx (ξ1, ξ2)
|fx (ξ1, ξ2)|

)
dξ1dξ2

∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣∣∣
2
β

∫∫

Ω

exp
[
ikr

(
ξ1 cos ψ + ξ2 sin ψ +

z (ψ, r)
r

√
1− ξ2

1 − ξ2
2

)]
×

×
{

fx (ξ1, ξ2)ny (ψ, r)
(

1− Fx (ξ1, ξ2)
|fx (ξ1, ξ2)|

)
dξ1dξ2 ×

× fy (ξ1, ξ2)nx (ψ, r)
(

1− Fy (ξ1, ξ2)
|fy (ξ1, ξ2)|

)}
dξ1dξ2

∣∣∣∣
2

− γ

β
= 0,

(9)

àáî

|Hx (ψ, ρ (ψ))|2 + |Hy (ψ, ρ (ψ))|2 + |Hz (ψ, ρ (ψ))|2 =
γ

β
, (10)

äå ÷åðåç Hφ (ψ, ρ (ψ)), φ = x, y, z ïîçíà÷åíi êîìïî-
íåíòè âåêòîðà ðîçïîäiëó ïàäàþ÷îãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ
íà øóêàíié ìåæi ðîçêðèâàííÿ ρ (ψ). Ó ðiâíÿííi (9)
äîïóñêà¹òüñÿ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöié êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ~H çà ôîðìóëàìè (5)�(7) ïðè ôiêñî-
âàíèõ êîìïîíåíòàõ ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ ~f (ξ1, ξ2).

Îòðèìàíîìó ðiâíÿííþ (9) âiäíîñíî îïòèìàëüíî¨
ôîðìè âèðiçêè iç äçåðêàëà ìîæíà íàäàòè äåÿêó ãåî-
ìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Iç ðiâíÿííÿ (10) âèäíî, ùî
øóêàíà ôóíêöiÿ ïðîåêöi¨ îïòèìàëüíî¨ ôîðìè âèðiç-
êè iç äçåðêàëà ρ (ψ) ¹ òîïîãðàôi÷íîþ ëiíi¹þ ðiâíÿ γ/β
ãðàôiêà ôóíêöi¨

|Hx (ψ, ρ (ψ))|2 + |Hy (ψ, ρ (ψ))|2 + |Hz (ψ, ρ (ψ))|2 ,

ÿêà îïèñó¹ êâàäðàò äîâæèíè âåêòîðà ìîäóëÿ íàïðó-
æåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Îòæå, îòðèìàíà ñèñòåìà òðüîõ íåëiíiéíèõ ií-
òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (8), (9) âiäíîñíî êîìïîíåíò âåê-
òîðà ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ fx i fy i ôóíêöi¨ ïðîåêöi¨ ìåæi

ïîâåðõíi äçåðêàëà ρ (ψ). Êîìïîíåíòè âåêòîðà ìàãíiò-
íîãî ïîëÿ ~H ðîçðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (5)�(7).

III. ×èñëîâi àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ
ñèñòåìè ðiâíÿíü Åéëåðà

Â îñíîâó àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(8), (9) ïîêëàäåíà iäåÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ
çìiííèõ ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêó.

Íåõàé ôóíêöiÿ ρ0 (ψ) îïèñó¹ äåÿêó ïî÷àòêîâó
ôîðìó âèðiçêè iç äçåðêàëà. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (8)
äëÿ òàêîãî äçåðêàëà, îòðèìó¹ìî ïåðøå íàáëèæåííÿ
ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ ~f1. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íå ïî-
äàííÿ ôóíêöié Hx, Hy, Hz (íà îñíîâi ôîðìóë (5)�
(7)), ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ (9) âiäíîñíî ôóíêöi¨ρ (ψ).
Öÿ ôóíêöiÿ îïèñó¹ ïåðøå íàáëèæåííÿ ôîðìè âèðiç-
êè iç äçåðêàëà. Ôiêñóþ÷è ¨¨, çíàõîäèìî íàñòóïíå íà-
áëèæåííÿ ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ ~f . Ïðîäîâæóþ÷è ïî÷åð-
ãîâî ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ (8) òà (9), îòðèìó¹ìî iòå-
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ðàöiéíèé ïðîöåñ äëÿ çíàõîäæåííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿç-
êó. ßê ïîêàçóþòü ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè, òàêèé ïðî-
öåñ ¹ çáiæíèì.

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü (8). Ó [5] (äèâ. ñò. 136�138) ïîêà-
çàíî, ùî îáëàñòü çáiæíîñòi ÿâíî¨ ñõåìè ìåòîäó ïî-
ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
àìïëiòóäíî-ôàçîâîãî ñèíòåçó, îòðèìàíèõ íà îñíîâi
ôóíêöiîíàëiâ òèïó (4) îáìåæåíà. Óìîâà çáiæíîñòi íå
äîçâîëÿ¹ çàäàâàòè ïàðàìåòðβ äîñèòü ìàëèì, ùî çíà-
÷íî çíèæó¹ åôåêòèâíiñòü òàêîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöå-
ñó. Òîìó äëÿ äàíî¨ çàäà÷i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
íåÿâíó ñõåìó ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü:

~f (m+1) (Q) +
4
β

∫∫

Ω

~f (m+1) (Q′)R (Q,Q′) dΩ =

=
4
β

∫∫

Ω

~G
(
Q,Q′, ~f (m) (Q′)

)
dQ′,

(11)

äå m � íîìåð iòåðàöi¨, R (Q,Q′) � îïåðàòîð-ìàòðèöÿ
âèãëÿäó

R =
(

Rx
x Ry

x

Rx
y Ry

y

)
,

~G
(
Q,Q′, ~f (Q′)

)
� ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ. Ó ðå-

çóëüòàòi íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó
(11) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà ÷îòèðüîõ ëiíiéíèõ ií-
òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ç âèêî-
ðèñòàííÿì ìåòîäó ìåõàíi÷íèõ êâàäðàòóð. Îòðèìàíà
ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêà âèíèêà¹
ïðè äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè (11), ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòî-
äîì ìiíiìàëüíî¨ íåâ'ÿçêè.

Çà çíàéäåíèìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñèíòåçîâà-
íî¨ ÄÍ fx (ξ1, ξ2) i fy (ξ1, ξ2) êîìïîíåíòè âåêòîðà ìà-
ãíiòíîãî ïîëÿ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëàìè (5)�(7).

Â îñíîâó àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (9) ïî-
êëàäåíî ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Ïîçíà÷èâøè

ρk+1 (ψ) = ρk (ψ) + ∆ρk (ψ) ,

çàïèøåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ðîçâ'ÿçàííÿ îïåðàòîð-
íîãî ðiâíÿííÿ (9à):

W ′
ρk

[Hx,Hy,Hz, ρk]∆ρk = −W [Hx,Hy,Hz] , (12)

äå ÷åðåç W ′
ρk

[Hx,Hy,Hz, ρk]∆ρk ïîçíà÷åíà ïîõiäíà
Ôðåøå îïåðàòîðà Wρk

[Hx, Hy,Hz, ρk] â òî÷öi ρk (ψ).
Ðiâíÿííÿ (12) ¹ ôóíêöiîíàëüíèì ðiâíÿííÿì âèãëÿäó:

uk (ψ)∆ρk (ψ) = νk (ψ)

iç ÿâíèì ðîçâ'ÿçêîì

∆ρk (ψ) = uk(ψ)/νk(ψ).

Äîâîëi ãðîìiçäêi âèðàçè äëÿ uk (ψ) i νk (ψ) íå íà-
âîäÿòüñÿ. �õ ìîæíà îòðèìàòè, çíàéøîâøè âèãëÿä ïî-
õiäíî¨ Ôðåøå äëÿ îïåðàòîðà Wρk

[Hx, Hy,Hz, ρk].

IV. Ðîçðàõóíîê ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à
Íà äðóãîìó åòàïi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çà çíàéäåíèì

çà ôîðìóëîþ (2) ðîçïîäiëîì ñòðóìiâ ~I íà ïîâåðõíi
äçåðêàëà ðîçðàõó¹ìî äiàãðàìó íàïðÿìëåíîñòi âèïðî-
ìiíþâà÷à.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2) (ïðè âiäîìîìó âåêòîði ~I) ìî-
æíà ðîçãëÿäàòè, çîêðåìà, ÿê ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ~H (Hx,Hy, Hz)

T ìàãíiòíîãî
ïîëÿ, ùî ïàäà¹ íà äçåðêàëî. Íåâàæêî ïåðåêîíàòè-
ñÿ, ùî äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè çàâæäè äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Âíàñëiäîê öüîãî ñòðóìè ~I, íàâåäåíi íà ïîâåðõíi
äçåðêàëà Σ, ìîæóòü ñòâîðþâàòèñÿ ðiçíèìè âåêòîðà-
ìè íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ ~H. Îñêiëüêè ïî-
âåðõíÿ äçåðêàëà çíàõîäèòüñÿ â äàëüíié çîíi ñòîñîâíî
âèïðîìiíþâàëüíîãî åëåìåíòà, òî âåêòîðè ~E i ~H åëå-
êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêå âèïðîìiíþ¹òüñÿ ëåæàòü ó
ïëîùèíi, îðòîãîíàëüíié äî íàïðÿìó ïîøèðåííÿ åëå-
êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ðîçðàõó¹ìî âåêòîð ïàäàþ÷î-
ãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ~Hp, ÿêèé ñòâîðþ¹ íà ïîâåðõíi
Σ ñòðóìè ~I iç âðàõóâàííÿì éîãî îðòîãîíàëüíîñòi äî
íàïðÿìêó âåêòîðà ïàäàþ÷îãî ïðîìåíÿ ~p. Ó êîæíié
òî÷öi (z (ψ, r) , ψ, r) äçåðêàëà çíà÷åííÿ ôóíêöié êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ìàãíiòíîãî ïîëÿ Hp

x (ψ, r), Hp
y (ψ, r),

Hp
z (ψ, r) çíàõîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨-

÷íèõ ðiâíÿíü
{

2[~n× ~Hp] = ~I,

(~p, ~Hp) = 0.
(13)

Äåòåðìiíàíò ñèñòåìè (13) íå äîðiâíþ¹ íóëþ ïiñëÿ
âèêëþ÷åííÿ îäíîãî iç ïåðøèõ òðüîõ ðiâíÿíü, ïðè÷î-
ìó ó âèïàäêó ~I⊥~n âèêëþ÷èòè ìîæíà áóäü-ÿêå iç ïåð-
øèõ òðüîõ ðiâíÿíü (13),� ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ïðè öüî-
ìó íå çìiíèòüñÿ. Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi
ñïiââiäíîøåííÿ ìåòîäó ôiçè÷íî¨ îïòèêè [3] ìiæ âå-
êòîðàìè ~Hp, ~p, ~Ep, çíàõîäèìî êîìïîíåíòè âåêòîðà
íàïðóæåíîñòi ïàäàþ÷îãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ~Ep:





1
120π

[~n× ~Ep] = ~Hp,

(~p, ~Ep) = 0.
(14)

Ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ áóäü-ÿêîãî iç ïåðøèõ òðüîõ
ðiâíÿíü (14) ñèñòåìà òðüîõ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Îòðèìàíèé ó òàêèé ñïî-
ñiá âåêòîð íàïðóæåíîñòi ïàäàþ÷îãî åëåêòðè÷íîãî ïî-
ëÿ ~Ep áóäå îðòîãîíàëüíèì äî íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ
ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Íèæ÷å ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷àñòêîâèé âèïàäîê, â ÿêîìó
ïîâåðõíÿ äçåðêàëà ¹ ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ ç ôîêó-
ñîì â òî÷öi (0, 0, f), äå f � ôîêóñíà âiääàëü ïàðàáî-
ëî¨äà (ðèñ. 1).

Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ ãåîìåòði¨ äçåðêàëà çà-
ïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi z (ψ, r) =

r2

4f
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

~T (θ′, ϕ′) øóêàíèé âåêòîð ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à, ðîç-
òàøîâàíîãî ó ôîêóñi ïàðàáîëi÷íîãî äçåðêàëà. Òî÷êà
P

(
r2

4f
, ψ, r

)
çíàõîäèòüñÿ íà ïîâåðõíi äçåðêàëà. �¨ êî-

îðäèíàòè â ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèïðîìi-
íþâà÷à ïîçíà÷èìî ÷åðåç (R′, θ′, ϕ′).
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Ðèñ. 1.

Çà çíàéäåíèìè iç ñèñòåì ðiâíÿíü (13), (14) êîì-
ïîíåíòàìè âåêòîðà íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïî-
ëÿ ~Ep ðîçðàõó¹ìî äiàãðàìó íàïðÿìëåíîñòi âèïðî-
ìiíþâà÷à, ðîçòàøîâàíîãî ó ôîêóñi ïàðàáîëi÷íîãî
äçåðêàëà. Îñêiëüêè äçåðêàëî çíàõîäèòüñÿ â äàëüíié
çîíi âiäíîñíî âèïðîìiíþâà÷à, òî çàëåæíiñòü ìiæ âå-
êòîðîì ~Ep(R′, θ′, ϕ′) i âåêòîðîì ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à
~T (θ′, ϕ′) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

~Ep (R′, θ′, ϕ′) = −iωµ
exp [ikR′]

4πR′
~T (θ′, ϕ′) , (15)

äå µ � ìàãíiòíà ïðîíèêíiñòü ñåðåäîâèùà,ω � ÷àñòîòà
êîëèâàíü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Ç ðiâíîñòi (16) âèïëè-
âà¹ âèðàç äëÿ ÄÍ âèïðîìiíþâà÷à:

~T (θ′, ϕ′) = −4πR′

iωµ
exp [−ikR′] ~Ep (R′, θ′, ϕ′) , (16)

Âèðàçè äëÿ ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò (R′, θ′, ϕ′) òî÷-
êè íà äçåðêàëi âèïëèâàþòü iç ãåîìåòðè÷íî¨ ïîáóäîâè:

ϕ′ = arctan
[
r cosψ

d

]
; θ′ = arcsin

[
r sin ψ√
d2 + r2

]
;

R′ =
√

d2 + r2,äå d = f − r2

4f
.

V. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè i âèñíîâêè
Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãî-

ðèòìó äî ñèíòåçó êîíòóðíèõ ÄÍ. Ïiä êîíòóðíèìè
áóäåìî ðîçóìiòè òàêi ÄÍ, ëiíi¨ ðiâíÿ ÿêèõ â îáëàñòi
ãîëîâíî¨ ïåëþñòêè ôîðìóþòü êîíòóðè çàäàíî¨ ôîð-
ìè, à ïîòóæíiñòü âèïðîìiíþâàííÿ â óñiõ êóòîâèõ íà-
ïðÿìêàõ êîíòóðó áëèçüêà äî ñòàëî¨. Iíàêøå êàæó÷è,
êîåôiöi¹íò íàïðÿìëåíî¨ äi¨ àíòåíè ç òàêîþ ÄÍ áëèçü-
êèé äî ñòàëîãî â çàäàíîìó òiëåñíîìó êóòi, à çà ìåæà-
ìè öüîãî êóòà ìåíøèé âiä çàäàíî¨ âåëè÷èíè.

Íèæ÷å ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâèé ïðèêëàä ñèíòåçó
êîíòóðíî¨ ÄÍ ñêëàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè. Çàäà-
íà àìïëiòóäíà ÄÍ (ÀÄÍ) çîáðàæåíà íà ðèñ. 2 i ðèñ.
3 òîâñòîþ ëiíi¹þ. Âñåðåäèíi õðåñòîïîäiáíîãî êîíòó-
ðó ðiâåíü íåîáõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ äîðiâíþ¹ 1, à
çà éîãî ìåæàìè 0. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ñèíòåçîâàíà
ÀÄÍ äëÿ ôiêñîâàíî¨ êðóãëî¨ (íåîïòèìàëüíî¨) âèðiç-
êè iç äçåðêàëüíî¨ ïîâåðõíi ç ôîêóñíîþ âiääàëëþ, ùî
äîðiâíþ¹ øåñòè äîâæèíàì õâèëi.

64 Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà
Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



×ÈÑËÎÂÀ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß ÏÎÂÅÐÕÍÅÂÈÕ ÑÒÐÓÌIÂ I ÔÎÐÌÈ ÂÈÐIÇÊÈ IÇ ÄÇÅÐÊÀËÀ...

Ðèñ. 2.

Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíà ñèíòåçîâàíà ÀÄÍ ïiñëÿ îï-
òèìiçàöi¨ ôîðìè âèðiçêè. Çàçíà÷èìî, ùî ïëîùà îïòè-
ìàëüíî¨ âèðiçêè äîðiâíþ¹ ïëîùi êðóãîâî¨ âèðiçêè.

Îòæå, ñîðîêàâiäñîòêîâå çìåíøåííÿ âåëè÷èíè öi-
ëüîâîãî ôóíêöiîíàëà äîñÿãíóòî ëèøå çàâäÿêè çìiíi
ôîðìè âèðiçêè iç äçåðêàëà i âiäïîâiäíî¨ îïòèìiçàöi¨
äiàãðàìè ïàäàþ÷îãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî çàïðîïîíîâàíi àë-
ãîðèòìè äàþòü ìîæëèâiñòü çíàõîäèòè îïòèìàëüíó
ôîðìó âèðiçêè iç äçåðêàëà i îïòèìàëüíó ÄÍ âèïðîìi-

íþâà÷à. Äåùî óñêëàäíèâøè çàäà÷ó, ìîæåìî ðîçãëÿ-
äàòè ÿê âèïðîìiíþâà÷ ðåàëüíó àíòåííó ðåøiòêó àáî
ñïåöiàëüíèé îäèíè÷íèé âèïðîìiíþâà÷ i ñèíòåçóâàòè
âiäïîâiäíèé ðîçïîäië åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ íà ïî-
âåðõíi äçåðêàëà. Ìåòîäè ñèíòåçó àíòåííèõ ðåøiòîê
çà ïîâíîþ (êîìïëåêñíîþ) ÄÍ âiäîìi. Îòæå, çàïðîïî-
íîâàíèé ïiäõiä ìîæå âêàçàòè ñïîñiá äëÿ îòðèìàííÿ
êîíñòðóêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ñòâîðåííi ðiçíîãî ðî-
äó ñèñòåì ñóïóòíèêîâîãî çâ'ÿçêó.
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NUMERICAL OPTIMIZATION OF SUPERFICIAL CURRENTS
AND FORM OF A CUTTING FROM A MIRROR

OF THE ONE � MIRROR ANTENNAS
FOR THE GIVEN AMPLITUDE DIRECTIVCTY PATTERN

V. Anokhin
Lviv Polytechnic National University

12, S. Bandery Str., Lviv, 79013, Ukraine

The numerical method for simultaneous optimization of the shape of the plane aperture and
amplitude-phase distribution of the �eld in this aperture for the given amplitude directivity
pattern is developed. The idea of optimization of the shape of irradiating aperture is generalized
on the problem of synthesis of both the shape of cutting from re�ector and the directivity pattern
of irradiator of the narrow-directed single-re�ector antenna.
Keywords: single-re�ector antenna, amplitude directivity pattern.
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