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Ðîçãëÿíóòî êëàñè÷íó çàäà÷ó ïðî åéëåðîâó âòðàòó
ñòiéêîñòi ñòðèæíåâèõ ñèñòåì çìiííî¨ æîðñòêîñòi.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i áóëî ðîçðîáëåíî
áàãàòî ìåòîäiâ: âàðiàöiéíi, ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi, ìå-
òîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ), ìåòîä ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ (ÌÃÅ) òîùî. Îãëÿä ëiòåðàòóðè â öüîìó
íàïðÿìêó òà ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ ìåòîäiâ ìîæíà
çíàéòè, íàïðèêëàä, â ìîíîãðàôi¨ [5]. Òóò äëÿ ðîç-
â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ñòiéêîñòi ñòðèæíåâèõ ñèñòåì ïðî-
ïîíó¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ êâà-
çiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìiðàìè, âèêëàäåíó â
ðîáîòàõ [7, 10]. Òàêèé ïiäõiä ïðèðîäíî âïèñó¹òüñÿ â
ñõåìó, ùî â îñòàííi ðîêè çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [1] i
äiñòàëà íàçâó ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ (ÌÃÅ).
Çîêðåìà, çà íàøîãî ïiäõîäó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
àëãîðèòì öi¹¨ ñõåìè, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîði¨
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [7]. Åôåêòèâíiñòü
òàêîãî ïiäõîäó ïðîiëþñòðîâàíà â ðîáîòàõ [2, 3, 8,
9] ïðè äîñëiæåííi äèíàìi÷íî¨ ñòiéêîñòi ñòðèæíiâ ç
äèñêðåòíî-íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì ïàðàìåòðiâ ïðè
äi¨ íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèë.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ðîçðàõóíêîâi ñõåìè, ÿêi
 ðóíòóþòüñÿ íà âàðiàöiéíèõ ìåòîäàõ, íå çàñòî-
ñîâíi äî ñòðèæíåâèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ äèôå-
ðåíöiàëíèìè ðiâíÿííÿìè ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿ-
ìè â êîåôiöi¹íòàõ.

Ó öié ðîáîòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä àïðîêñèìà-
öi¨ êîåôiöi¹íòiâ êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü óçà-
ãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè [12], ÿêèé iëþñòðó¹òüñÿ íà
çàäà÷i ïðî âòðàòó ñòiéêîñòi ñòðèæíåâî¨ ñèñòåìè
(ìåòîä äèñêðåòèçàöi¨).

I. Óçàãàëüíåíå êâàçiäèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ 4-ãî ïîðÿäêó

Íà âiäêðèòîìó iíòåðâàëi I äiéñíî¨ îñi ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

(a0y
′′)
′′

+ (a1y
′)
′
= 0, (1)

äå a−1
0 (x) � ëîêàëüíî-âèìiðíà i îáìåæåíà íà I

ôóíêöiÿ, a1(x) � ìiðà íà I: a1 (x) = b′1 (x), äå b1(x)
� íåïåðåðâíà ïðàâîðó÷ ôóíêöiÿ ëîêàëüíî îáìåæåíî¨
íà I âàðiàöi¨ (êëàñ BV +

loc(I)[7]), à ½øòðèõ� îçíà÷à¹
óçàãàëüíåíå äèôåðåíöiþâàííÿ. Äëÿ ðiâíÿííÿ (1)
ââîäÿòüñÿ êâàçiïîõiäíi òàê:

y[0] def
= y, y[1] = y′, y[2] = a0y

′′, y[3] = a1y
′ + (a0y

′′)
′
,
(2)

Çà äîïîìîãîþ êâàçiïîõiäíèõ (2) i âåêòîðà
ȳ =

(
y, y[1], y[2], y[3]

)
ðiâíÿííÿ (1) çâîäèòüñÿ äî

ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó

y′ = C ′ · y, (3)
äå:

C ′ (x) =




0 1 0 0
0 0 a−1

0 (x) 0
0 −a1 (x) 0 1
0 0 0 0


 . (4)

Ñèñòåìà (3) êîðåêòíà [7], îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ
íåîáõiäíà é äîñòàòíÿ óìîâà êîðåêòíîñòi:

(∆C(x)))2 = 0 ∀x ∈ I, (5)
äå:

∆C (x) = C (x)− C (x− 0) =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 −∆b (x) 0 0
0 0 0 0




� ìàòðèöÿ ñòðèáêiâ öi¹¨ ñèñòåìè.
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×åðåç B(x, s) ïîçíà÷èìî ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðè-
öþ ñèñòåìè (3), ñòðóêòóðà ÿêî¨ äîáðå âèâ÷åíà â [7,
11], ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1. B (s, s) = E, äå E� îäèíè÷íà ìàòðèöÿ;
2. B (x, s) = (E + ∆C (x)) ·B (x− 0, s) ;
3. ∀x1, x2, x3 ∈ I B (x3, x2)·B (x2, x1) = B (x3, x1).
Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìàòðèöi äëÿ äîâiëüíîãî

ïî÷àòêîâîãî âåêòîðà y0 = y (x0) , x0 ∈ I, ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (3) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

y (x) = B (x, x0) · y0. (6)
Çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü 3 äîçâîëÿ¹ �ïðîäîâ-

æóâàòè� ðîçâ'ÿçîê y (x) ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó
x = x2.

II. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ñòiéêiñòü
ñòðèæíÿ çìiííî¨ æîðñòêîñòi ìåòî-
äîì äèñêðåòèçàöi¨

Òàêà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êâàçi-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïðîìiæêó [0, l].

(αy′′)
′′

+ py′′ = 0, (7)
äå α (x)=EI (x), E � ìîäóëü Þíãà, I (x) � ìîìåíò
iíåðöi¨ â ïåðåòèíi x ñòðèæíÿ, p � ïàðàìåòð ïîç-
äîâæíüîãî íàâàíòàæåííÿ. Äî ðiâíÿííÿ (7) äîäàþòü-
ñÿ îäíîðiäíi êðàéîâi óìîâè (óìîâè çàêðiïëåííÿ),

Us (y) = 0
s = 1, 2, 3, 4 , (8)

ùî ðàçîì ç ðiâíÿííÿì (7) óòâîðþþòü çàäà÷ó íà
âëàñíi çíà÷åííÿ.

Íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ p1, çàäà÷i (7), (8) i
¹ êðèòè÷íèì íàâàíòàæåííÿì (p1 = pkp), äëÿ ÿêîãî
ñòðèæåíü âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü (çà Åéëåðîì [4]).

Äëÿ êîíêðåòíîñòi â öié ðîáîòi ðîçãëÿäàòèìåìî
òàêi óìîâè çàêðiïëåííÿ íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ:

1) øàðíiðíå: y = 0 i y[2] = 0;
2) æîðñòêå: y = 0, y′ = 0;
3) âiëüíèé êðàé: y[2] = 0 i y[3] = 0.

Öèì òðüîì âèäàì çàêðiïëåíü óìîâíî ïðèñâî¨ìî
iíäåêñè 0, 1, 2 âiäïîâiäíî i ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷i
òèïiâ (ij) , i, j = 0 , 1 , 2. Òàê, íàïðèêëàä, çàäà÷à òèïó
(01) îçíà÷à¹, ùî íà ëiâîìó êiíöi (x = 0) ñòðèæåíü
çàêðiïëåíèé øàðíiðíî, à íà ïðàâîìó (x = l) �
æîðñòêî.

Âiäðiçîê [0, l] òî÷êàìè x0 = 0, x1, x2, ..., xn = l
ðîçiá'¹ìî íà n ðiâíèõ ÷àñòèí, äîâæèíà êîæíî¨ ç ÿêèõ
äîðiâíþ¹ l

n = h (êðîê ðîçáèòòÿ) i çàìiñòü ðiâíÿííÿ
(7) ðîçãëÿíåìî êâàçiäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ n-ãî
íàáëèæåííÿ (ìåòîä äèñêðåòèçàöi¨)

(a0y
′′
n)
′′

+ p · h
(

n∑

k=1

δ (x− xk) · y′n
)′

= 0, (9)

äå δ (x− xk) - δ � ôóíêöiÿ Äiðàêà ç íîñi¹ì â òî÷öi
x = xk.

ßê âiäîìî [10], ïðè n → ∞ âñi ðîçâ'ÿçêè öüîãî
ðiâíÿííÿ ðàçîì iç ñâî¨ìè êâàçiïîõiäíèìè y[1], y[2] i
y[3] ðiâíîìiðíî ïðÿìóþòü äî âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i
êâàçiïîõiäíèõ ðiâíÿííÿ (7):

lim
n→∞

∣∣∣y[i]
n (x)− y (x)[i]

∣∣∣ = 0, i = 0, 3.

Ïîáóäó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ Bn (l, 0),
ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî âiäïîâiäà¹ êâàçiäè-
ôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ (7) [7]:

Bn (l, 0) = (E + ∆C (xn)) B (xn, xn−1) (E + ∆C (xn−1))×
×B (xn−1, xn−2)× ...× · (E + ∆C (x1)) ·B (x1, 0) ,

äå

B (xk; xk−1) =




1 xk− xk−1 f1 f2

0 1 f3 f4

0 0 1 xk− xk−1

0 0 0 1


 ;

f1 =
∫ xk

xk−1

a−1
0 (t) (xk − t) dt;

f2 =
∫ xk

xk−1

a−1
0 (t) (t− xk−1) (xk − t) dt;

f3 =
∫ xk

xk−1

a−1
0 (t) dt ; f4 =

∫ xk

xk−1

a−1
0 (t) (t− xk−1) dt.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y0 ïî÷àòêîâó ìàòðèöþ, ùî
âðàõîâó¹ óìîâè çàêðiïëåííÿ â òî÷öi x = 0. Äëÿ
øàðíiðíîãî òà æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ, i âiëüíîãî
êiíöÿ âiäïîâiäíî

Y0 =




0 0
1 0
0 0
0 1


 ;Y0 =




0 0
0 0
1 0
0 1


 ;

Y0 =




1 0
0 1
0 0
0 0


 .

Ïîçíà÷èìî:

Bn (l, 0) · Y0 =




a11 a12

a21 a22

a31 a32

a41 a42


 .

Òîäi, çàëåæíî âiä óìîâ çàêðiïëåííÿ íà ïðàâîìó
êiíöi (x = l), îòðèìó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
äëÿ âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ.

Äëÿ øàðíiðíîãî, æîðñòêîãî çàêðiïëåííÿ òà äëÿ
âiëüíîãî êiíöÿ âiäïîâiäíî

det
(

a11 a12

a21 a22

)
=0; det

(
a11 a22

a31 a32

)
=0;

det
(

a31 a32

a41 a42

)
= 0;

(10)
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Ìåòîä äèñêðåòèçàöi¨ â çàäà÷àõ ñòiéêîñòi ñòðèæíåâèõ ñèñòåì çìiííî¨ æîðñòêîñòi

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü, ôóíäàìåí-
òàëüíó ìàòðèöþ Bn (l, 0), ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó,
ùî âiäïîâiäà¹ êâàçiäèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ :

(αy′′)
′′

= 0, (11)
ïîáóäó¹ìî çãiäíî ç ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

Bn (l, 0) = B (xn, xn−1)×B(xn−1, xn−2)×. . .×B(x1, 0).
(12)

×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ òàêîãî ïiäõîäó çàïðîïîíîâàíà â
ðîáîòi [12].

III. Çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü ñòðèæíåâî¨
ñèñòåìè çìiííî¨ æîðñòêîñòi

Äëÿ ïîøèðåííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêó ñòðèæíiâ
ç äèñêðåòíî-íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì ïàðàìåòðiâ
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó äèñêðåòèçàöi¨ íà ñòðèæíåâi
ñèñòåìè âèêîðèñòà¹ìî àëãîðèòì ìåòîäó ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ, ðîçðîáëåíèé àâòîðàìè [1].

ßêùî äåêiëüêà ñòðèæíiâ ç'¹äíàíi â ¹äèíó
êîíñòðóêöiþ ,òî äëÿ ñèñòåìè ñòðèæíiâ ìîæíà
ñêëàñòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ òèïó

~Y = A • ~Y0. (13)
Ìàòðèöÿ A çâîäèòüñÿ äî êâàçiäiàãîíàëüíîãî

âèãëÿäó, à âåêòîðè ~Y òà ~Y0 ìiñòèòèìóòü ïàðàìåòðè
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó âñiõ ñòðèæíiâ ó
ïîòî÷íié òà ïî÷àòêîâié òî÷êàõ.

A =




B1(x)
. . .

Bi(x)
. . .

Bm(x)




;

~Y =




Y1(x)
· · ·

Y3(x)
. . .

Ym(x)




; ~Y0 =




Y01(x)
. . .

Y0i(x)
. . .

Y0m(x)




,

(14)

äå m � ÷èñëî ñòðèæíiâ ó ñèñòåìi.
Äiàãîíàëüíi áëîêè Bi(x) � ôóíäàìåíòàëüíi

ìàòðèöi êâàçiäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6) , ÿêi
îïèñóþòü ñòàí ñòðèæíiâ.

Òàêà ñõåìà ôîðìóâàííÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ
ïîòðåáó¹ äèñêðåòèçàöi¨ ñòðèæíåâî¨ ñèñòåìè â âóç-
ëàõ. Ïîâ'ÿçàíî öå ç òèì, ùî âóçëè ¹ òî÷êàìè ðîç-
ðèâó êiíåìàòè÷íèõ i ñòàòè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñòðèæ-
íiâ, à ðiâíÿííÿ (6) ñïðàâåäëèâå â òî÷êàõ íåïå-
ðåðâíîñòi ïàðàìåòðiâ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî
ñòàíó. Ïîðÿäîê ðîçìiùåííÿ ïàðàìåòðiâ ñòðèæíiâ
â ìàòðèöÿõ (14) äîâiëüíèé, òîáòî â ëàíöþæêó
ìîæóòü ðîçìiùóâàòèñÿ ïàðàìåòðè ñòðèæíiâ, ÿêi
ðîçòàøîâàíi â ðiçíèõ ìiñöÿõ êîíñòðóêöi¨. Òîìó

áóäü-ÿêó ñòðèæíåâó ñèñòåìó ìîæíà îïèñàòè ðiâ-
íÿííÿìè òèïó (13), ÿêå âèñòóïà¹ âæå ÿê ìàòåìà-
òè÷íà ìîäåëü äåôîðìîâàíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Ïîðÿ-
äîê òàêîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì ñòðèæíiâ,
íà ÿêå ðîçáèâà¹òüñÿ ñèñòåìà, i ïîðÿäêîì êâàçiäè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðèéíÿòèõ äëÿ îïèñó ñòàíó
ñòðèæíiâ. Ñôîðìó¹ìî îäíå ðiâíÿííÿ òèïó (13) ç
ìàòðèöÿìè (14) ïðè ãðàíè÷íîìó çíà÷åííi çìiííî¨
x = l êîæíîãî ñòðèæíÿ , òîáòî ñôîðìó¹ìî ðiâíÿííÿ
êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà âèêîíàòè
ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü ðiâíÿííÿ (13) çà ñõåìîþ

~Y (l)=A(l, 0)~Y0(0)→A(l, 0)~Y0(0)−~Y (l) = 0 →
→ A∗(l, 0)~Y ∗(l, 0) = 0,

(15)

äå âåêòîðè ~Y , ~Y0 ìiñòÿòü ïàðàìåòðè ñòðèæíiâ â
ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ x = l, x = 0. Ìàòðèöÿ A ìiñòèòü
äiàãîíàëüíi áëîêè Bi(l, 0) i ìà¹ êâàçiäiàãîíàëüíó
ñòðóêòóðó. Bi(l, 0) � ôóíäàìåíòàëüíi ìàòðèöi
êâàçiäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6) íà ïðîìiæêó
[0, li] äëÿ êîæíîãî ñòðèæíÿ ñòðèæíåâî¨ ñèñòåìè
âiäïîâiäíî. Ñóòü ñõåìè ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü
ïîëÿãà¹ â ïåðåíåñåííi êiíöåâèõ ïàðàìåòðiâ âåêòîðà
~Y (l) íà ìiñöå íóëüîâèõ ïàðàìåòðiâ âåêòîðà ~Y0(0).
Âåêòîð ~Y (l) ñòà¹ íóëüîâèì i âèêëþ÷à¹òüñÿ ç
ðîçãëÿäó. Ìàòðèöÿ A∗(l, 0) îáíóëþ¹òüñÿ â îêðåìèõ
ñòîâïöÿõ i äî íå¨ ââîäÿòüñÿ åëåìåíòè, êîìïåíñóþ÷è
ïåðåíîñ ïàðàìåòðiâ. Âåêòîð ~Y ∗(l, 0) ìiñòÿòü âæå
ïî÷àòêîâi òà êiíöåâi ãðàíè÷íi ïàðàìåòðè âñiõ
ñòðèæíiâ ñèñòåìè, ÿê öå iñíó¹ â ìåòîäi ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ [1]. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà ñòiéêiñòü
ñòðèæíåâèõ ñèñòåì ç äèñêðåòíî-íåïåðåðâíèì ðîçïî-
äiëîì ïàðàìåòðiâ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó äèñêðåòèçàöi¨
çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåá-
ðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ ïî÷àòêîâèõ òà
êiíöåâèõ ïàðàìåòðiâ ñòðèæíiâ.

Äëÿ ðåàëiçàöi¨ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ
(ÌÃÅ) íà ïåðñîíàëüíîìó êîìï'þòåði íåîáõiäíî
ñôîðìóâàòè ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (13).
Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ñâî¨ îñîáëèâîñòi, ÿêi iñòîòíî
âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ìåòîäó ñèë,
ïåðåìiùåíü, ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òà iíøèõ
ìåòîäiâ. Ó âàðiàíòi ÌÃÅ, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ,
ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ A∗ áóäå äóæå ðîçðiäæåíîþ
ìàòðèöåþ çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
ðiâíÿíü ç òàêîþ ìàòðèöåþ ìîæíà çäiéñíèòè çà
äîïîìîãîþ ìåòîäó âèêëþ÷åííÿ Ãàóññà. Îäíi¹þ ç
îñîáëèâîñòåé ìàòðèöi ¹ íàÿâíiñòü íóëüîâèõ âåäó÷èõ
åëåìåíòiâ. Ñèëüíà ðîçðiäæåíiñòü ìàòðèöi A∗ ¹
ïîçèòèâíèì ôàêòîðîì, ÿêèé iñòîòíî ïîêðàùó¹
ñòiéêiñòü ÷èñëîâèõ îïåðàöié i çàáåçïå÷ó¹ òî÷íiñòü
ðåçóëüòàòó [1].

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóâàííÿ ìàòðèöi A∗, ÿêå ïåðåä-
áà÷à¹ òàêi åòàïè:

1. Ôîðìó¹òüñÿ êâàçiäiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ A (14).
Íóëüîâà ìàòðèöÿ A çàïîâíþ¹òüñÿ áëîêàìè Bi(l, 0) �
ôóíäàìåíòàëüíèìè ìàòðèöÿìè êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü òèïó (6) .
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2. Îáíóëþþòüñÿ ñòîâïöi ìàòðèöi A, íîìåðè ÿêèõ
äîðiâíþþòü íîìåðàì íóëüîâèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi Y0.

Íóëüîâi ïî÷àòêîâi ïàðàìåòðè ñòðèæíiâ ¹
âèõiäíèìè äàíèìè i íîìåðè íóëüîâèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi
Y0 âèçíà÷àþòüñÿ ïiä ÷àñ ¨¨ ôîðìóâàííÿ. Îáíóëåíó â
îêðåìèõ ñòîâïöÿõ ìàòðèöþ ïîçíà÷èìî A0.

3. Âèçíà÷àþòüñÿ êîìïåíñóþ÷i åëåìåíòè, ïîâ'ÿçàíi
ç ïåðåíîñîì êiíöåâèõ ïàðàìåòðiâ ç Y â Y0. Âñi
êîìïåíñóþ÷i åëåìåíòè îäåðæóþòü ç àíàëiçó ìàòðèöü
Y i Y0 i ìîæóòü áóòè ââåäåíi â ìàòðèöþ A0 ÿê âèõiäíi
äàíi. Äëÿ íàî÷íîñòi àëãîðèòìó ÌÃÅ, êîìïåíñóþ÷i
åëåìåíòè çâåäåíi â äîïîìiæíó ìàòðèöþ C .

4. Ìàòðèöÿ A∗ îòðèìó¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿì

A∗ = A0 + C.

Ìàòðèöÿ C õàðàêòåðèçó¹ òîïîëîãiþ ñòðèæíåâî¨
ñèñòåìè i ¹ iíâàðiàíòíîþ ùîäî âèäó ðîçðàõóíêó.

IV. Ïðèêëàä ðåàëiçàöi¨ ìåòîäó äèñê-
ðåòèçàöi¨ äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷
ñòiéêîñòi ñòðèæíåâèõ ñèñòåì ç
ðóõîìèìè âóçëàìè

Ðîçðàõó¹ìî íà ñòiéêiñòü ðàìó, çîáðàæåíó íà
ðèñ. 1.

Çíàéäåìî 3 ïåðøi êðèòè÷íi ñèëè âiëüíî¨ ðàìè,
ñòðèæíi ÿêî¨ ìàþòü æîðñòêiñòü [4]: EI (x) =
= 1

1+α sin(x) , (ðèñ. 1), äå α � ïàðàìåòð, 0 ≤ α ≤ 1,
äîâæèíó ñòðèæíiâ ïðèéìà¹ìî l = 1.

Âòðàòà ñòiéêîñòi ñòðèæíåâî¨ ñèñòåìè õàðàêòåðè-
çó¹òüñÿ âèíèêíåííÿì ïîâçäîâæíüî-ïîïåðå÷íîãî i ïî-
ïåðå÷íîãî çãèíó ñòðèæíiâ. Ïîâçäîâæíüî-ïîïåðå÷íèé

i ïîïåðå÷íèé çãèí ñòðèæíiâ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
(7) i (11) âiäïîâiäíî.

Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (13) ñèñòåìè â íàøîìó âè-
ïàäêó ìàòèìå âèãëÿä

~Y (l) = A(l, 0)~Y0(0);

äå

A(l, 0) =




B1(l, 0)
B2(l, 0)

B3(l, 0)
B4(l, 0)




� êâàçiäiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.
Äiàãîíàëüíi áëîêè Bi(l, 0) � ôóíäàìåíòàëüíi

ìàòðèöi êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (7), (11),
ÿêi îïèñóþòü ñòàí ñòðèæíiâ, à âåêòîðè ~Y (l),
~Y0(0) ìiñòÿòü ïàðàìåòðè äåôîðìîâàíîãî ñòàíó âñiõ
ñòðèæíiâ â êiíöåâié òà ïî÷àòêîâié òî÷êàõ. Çäiéñíèìî
ïåðåòâîðåííÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ çà ñõåìîþ (15).

Çàïèñó¹ìî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i :
1. Ðîçáèâà¹ìî ðàìó íà 4 ñòåðæíÿ, íóìåðó¹ìî âóç-

ëè i ïîçíà÷à¹ìî ïî÷àòîê i êiíåöü êîæíîãî ñòðèæíÿ .
2. Ôîðìó¹ìî ìàòðèöþ ñòiéêîñòi A∗(l, 0). Ôóíäà-

ìåíòàëüíi ìàòðèöi êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
äëÿ ñòðèæíiâ 0�1, 1�2, 2�4 çàïîçè÷ó¹ìî ç ðiâíÿííÿ
çãèíó (11), à åëåìåíòè ìàòðèöi ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç

↔
Bij .

Äëÿ ñòðèæíÿ 3�1 � ç ðiâíÿííÿ (7) ç âðàõóâàííÿì
íîðìàëüíèõ ñèë, à åëåìåíòè ìàòðèöi ïîçíà÷à¹ìî
÷åðåç Bij .

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè âóçëiâ 1 i 2 ñêëàäà¹ìî äëÿ
íåäåôîðìîâàíîãî ñòàíó ðàìè, à ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi
ïåðåìiùåíü âiäïîâiäíî äî äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïî
ðèñ. 2.
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1 EI(x)V 0−1(0);M2−4(l) 1 EI(x)V 0−1(l) = 0
2 EI(x)ϕ0−1(0) 2 EI(x)ϕ0−1(l) = EI(x)ϕ1−2(0)
3 M0−1(0) = 0; Q2−4(l) 3 M0−1(l) = M1−2(0)−M3−1(l)
4 Q0−1(0) 4 Q0−1(l) = Q1−2(0) + N3−1(l)
5 N0−1(0) = 0; N2−4(l) 5 N0−1(l) = N1−2(0)−Q3−1(l)
6 EI(x)V 1−2(0) = 0; M3−1(l) 6 EI(x)V 1−2(l) = 0
7 EI(x)ϕ1−2(0) 7 EI(x)ϕ1−2(l) = EI(x)ϕ2−4(0)
8 M1−2(0) 8 M1−2(l) = M2−4(0)
9 Q1−2(0) 9 Q1−2(l) = N2−4(0)
~Y ∗ = 10 N1−2(0) ~Y (l)= 10 N1−2(l) = −Q2−4(0)
11 EI(x)V 2−4(0) 11 EI(x)V 2−4(l) = 0
12 EI(x)ϕ2−4(0); 12 EI(x)ϕ2−4(l) = 0
13 M2−4(0) 13 M2−4(l)
14 Q2−4(0) 14 Q2−4(l)
15 N2−4(0) 15 N2−4(l)
16 EI(x)V 3−1(0) = 0; Q3−1(l) 16 EI(x)V 3−1(l) = −EI(x)V 2−4(0)
17 EI(x)ϕ3−1(0) = 0; N3−1(l) 17 EI(x)ϕ3−1(l) = EI(x)ϕ1−2(0)
18 M3−1(0) 18 M3−1(l)
19 Q3−1(0) 19 Q3−1(l)
20 N3−1(0) 20 N3−1(l)

A
∗

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1

↔
B11

↔
B14

2
↔
B21

↔
B24 -1

3
↔
B31

↔
B34 1 -1

4
↔
B41

↔
B44 -1 -1

5 -1 1
6

↔
B12

↔
B13

↔
B14

7
↔
B22

↔
B23

↔
B24 -1

8
↔
B32

↔
B33

↔
B34 -1

9
↔
B42

↔
B43

↔
B44 -1

10 1 1
11

↔
B11

↔
B12

↔
B13

↔
B14

12
↔
B21

↔
B22

↔
B23

↔
B24

13 -1
↔
B31

↔
B32

↔
B33

↔
B34

14 -1
↔
B41

↔
B42

↔
B43

↔
B44

15 -1 1
16 1 B13 B14
17 -1 B23 B24
18 -1 B33 B34
19 -1 B43 B44
20 -1 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Iç àíàëiçó âåêòîðà ~Y ∗(0, l) î÷åâèäíî, ùî â ìàòðèöi
A(0, l) ïîòðiáíî îáíóëèòè 1, 3, 5, 6, 16 i 17 ñòîâïöi. Ó
âåêòîði ~Y ∗(0, l) ÷èñëî íóëüîâèõ ïàðàìåòðiâ äîðiâíþ¹
6. Ñòiëüêè æ íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ ó ìàòðèöi ~Y (l),
òàê ùî ìîæíà âèêîíàòè ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü çà
ñõåìîþ (15), çãiäíî ç [1]. Ïiäñóìîâóþ÷è òîïîëîãi÷íó
ìàòðèöþ C ç îáíóëåíîþ ìàòðèöåþ A0, îòðèìà¹ìî
ìàòðèöþ ñòiéêîñòi íàøî¨ ðàìè (äèâ. ìåòîä ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ) [1].
3. Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi A∗ ìåòîäîì
Ãàóññà ïîòðiáíî ïåðåñòàâèòè ðÿäêè. Âèçíà÷èâøè

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α i çàäàþ÷è çíà÷åííÿ P ç
âèçíà÷åíèì êðîêîì, çà äîïîìîãîþ ïåðñîíàëüíîãî
êîìï'þòåðà îòðèìó¹ìî ãðàôiê çàëåæíîñòi (äëÿ
α = 0; 0, 5; 1) âèçíà÷íèêà |A∗(P )| (äèâ. ðèñ. 3).
ßê ìîæíà ïîáà÷èòè, õàðàêòåð êðèâî¨ ¹ àíàëîãi÷íèì
äî ãðàôiêó çàëåæíîñòi |A∗(P )| äëÿ ñòðèæíåâî¨
ñèñòåìè ñòàëî¨ æîðñòêîñòi [1].
Ïðè îá÷èñëåííÿõ ç êðîêîì ðîçáèòòÿ 1/1000000 i
1/2000000 çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ ñèëè P íà øîñòîìó
çíàêó ïiñëÿ êîìè íå çìiíþâàëîñü, òîìó çìåíøåííÿ
êðîêó ðîçáèòòÿ íå ìà¹ ñåíñó.
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ìåòîä àâòîðñüêèé àâòîðñüêèé àâòîðñüêèé Ìåòîä
ñêií÷åííèõ
åëåìåíòiâ

Ìåòîä
ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ

Pêð
α=0 α=0.5 α=1 α=0 α=0.5 α=1 α=0 α=0.5 α=1

1 Pêð 15,099172 12,164206 10,263299 15.14 � � 15.1 � �
2 Pêð 30,978847 25,725842 22,107146 59.32 � � 30.9 � �
3 Pêð 73,909025 61,062821 52,257154 � � � 73.9 � �

Çà çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α = 0, îòðèìà¹ìî
çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ ñèëè äëÿ ñòðèæíiâ ïîñòiéíî¨
æîðñòêîñòi. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ç
ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè
(äèâ. òàáëèöþ). Çà çíà÷åíü ïàðàìåòðà α = 0, 5; 1
îòðèìàíi íîâi ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè äëÿ ñòðèæíiâ
çìiííî¨ æîðñòêîñòi.

V. Âèñíîâêè
Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ êðèòè÷-

íîãî íàâàíòàæåííÿ çà âòðàòè ñòiéêîñòi ñòðèæíåâî¨
ñèñòåìè ç çìiííîþ æîðñòêiñòþ íà áàçi ìåòîäó
ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ, â îñíîâó ÿêîãî ïîêëàäåíî

àïðîêñèìàöiþ êîåôiöi¹íòiâ âiäïîâiäíèõ äèôåðåí-
öiàëübíèõ ðiâíÿíü óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè.

Îòðèìàíi ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè äîáðå óçãîäæóþòüñÿ
ç âiäîìèìè â ëiòåðàòóði.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä âiäçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòîòîþ i
óíiâåðñàëüíiñòþ àëãîðèòìó òà øâèäêiñòþ çáiæíîñòi.

Òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàéïðîñòiøà êëàñè÷íà çàäà÷à
âòðàòè ñòiéêîñòi çà ñòàëîãî íàâàíòàæåííÿ íà
îäíîìó ç âóçëiâ ñòðèæíåâî¨ ñèñòåìè. Îäíàê ïðî-
iëþñòðîâàíèé òóò ìåòîä àïðîêñèìàöi¨ áåç óñêëàäíåíü
ìîæå áóòè ïîøèðåíèé i íà ñêëàäíiøi çàäà÷i òåî-
ði¨ ñòiéêîñòi, à òàêîæ íà äèíàìi÷íi çàäà÷i äëÿ
ñòðèæíåâèõ ñèñòåì çà íàÿâíîñòi óçàãàëüíåíèõ
ôàêòîðiâ.
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METHOD OF DIGITATION IN PROBLEMS ON RESISTANCE
OF ROD SYSTEMS OF CHANGE STIFFNESS
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Algorithm of calculating the rod systems with change sti�ness is developed on the basis of
the method of boundary elements. Theory of generalized quazidi�erential equations is used for
calculating the rod systems. Numerical realization of the language of programming Pascal is
made.
Keywords: rod systems, resistance, quazidi�erential equations
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