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(Îòðèìàíî 2 æîâòíÿ 2014 ð.)
Äîâåäåíà êîðåêòíiñòü çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ àíiçîòðîïíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿä-

êiâ çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi áåç îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ i âèõiäíèõ
äàíèõ ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞. Îòðèìàíî îöiíêè óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
öi¹¨ çàäà÷i òà óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ i ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿêiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó, àíiçîòðîïíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ,
çìiííi ïîêàçíèêè íåëiíiéíîñòi, çàäà÷à Ôóð'¹, ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ìàéæå ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿ-
çîê.

2000 MSC: 35K10, 35K55, 35K92

ÓÄÊ: 517.95

Âñòóï

Ìè äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Ôóð'¹ (çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ)
äëÿ àíiçîòðîïíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïî-
ðÿäêiâ çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi. Ðiâíÿí-
íÿ çàäàíi â öèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ, ùî ¹ äåêàðòîâè-
ìè äîáóòêàìè îáìåæåíèõ ïðîñòîðîâèõ îáëàñòåé íà
÷àñîâó âiñü. ßê íàñëiäêè ç öèõ ðåçóëüòàòiâ îòðèìó¹ìî
óìîâè íà âèõiäíi äàíi çàäà÷, ïðè ÿêèõ ¨õíi ðîçâ'ÿçêè
ìàþòü òó ÷è iíøó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi àáî
¹ ïåðiîäè÷íèìè òà ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè
âiäíîñíî ÷àñîâî¨ çìiííî¨.

Çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëè â
ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, â [1�11]. Äî-
âîëi äîêëàäíèé îãëÿä ñòîñîâíî öèõ ðåçóëüòàòiâ ìî-
æíà çíàéòè â [8]. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî çàäà÷i Ôóð'¹
äëÿ ëiíiéíèõ òà áàãàòüîõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü ¹ êîðåêòíèìè ëèøå òîäi, êîëè íà ¨õíi ðîçâ'ÿç-
êè òà âèõiäíi äàíi íàêëàäåíi ïåâíi îáìåæåííÿ íà
çðîñòàííÿ ó ðàçi ïðÿìóâàííÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî
−∞ [1�8]. Ïðîòå iñíóþòü íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ, äëÿ
ÿêèõ çàäà÷i Ôóð'¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíi áåç áóäü-ÿêèõ
óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi [9�11]. Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî
ñàìå òàêó ñèòóàöiþ ó âèïàäêó àíiçîòðîïíèõ ïàðàáî-
ëi÷íèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ çi çìiííèìè ïîêàçíè-
êàìè íåëiíiéíîñòi.

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ïîêàçíèêà-
ìè íåëiíiéíîñòi ñüîãîäíi äîâîëi àêòèâíî äîñëiäæó-
þòü. Ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü
áåðóòüñÿ ç óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà òà Ñîáî-
ë¹âà. Äîêëàäíiøó iíôîðìàöiþ ïðî öi ïðîñòîðè òà ¨õ
âèêîðèñòàííÿ ìîæíà çíàéòè â [12�16].

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí: ó ïåðøié ÷à-
ñòèíi ôîðìóëþ¹òüñÿ äîñëiäæóâàíà çàäà÷à i îñíîâíi
ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî íå¨, â äðóãié ÷àñòèíi íàâåäåíî
äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ïîòðiáíi äëÿ äîâåäåííÿ òåî-
ðåì, â ÿêèõ âèêëàäåíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè, à â òðåòié
� îá ðóíòóâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ôîðìóëþâàííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Íåõàé n,m � íàòóðàëüíi ÷èñëà iM � ïiäìíîæèíà
ìíîæèíè {0, 1, . . . , m} òàêà, ùî {0,m} ⊂ M . Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç N êiëüêiñòü ìóëüòèiíäåêñiâ ðîçìiðíîñòi n
(âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ α = (α1, . . . , αn) ç öiëèõ íå-
âiä'¹ìíèõ ÷èñåë), äîâæèíè ÿêèõ (|α| = α1 + . . . + αn)
¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè M , à ÷åðåç RN � ëiíiéíèé
ïðîñòið âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ ç N äiéñíèõ ÷èñåë
ξ = (ξ0̂ , . . . , ξα, . . .) ≡ (ξα : |α| ∈ M), êîìïîíåí-
òè ÿêèõ ïðîíóìåðîâàíi ìóëüòèiíäåêñàìè ðîçìiðíîñòi
n, ùî ìàþòü äîâæèíè ç M i âïîðÿäêîâàíi ëåêñèêî-
ãðàôi÷íî (öå îçíà÷à¹, ùî α = (α1, . . . , αn) ïåðåäó¹
β = (β1, . . . , βn), êîëè àáî |α| < |β|, àáî |α| = |β|
i αk > βk, äå k = min

{
j : αj ̸= βj

}
). Òóò i äà-

ëi 0̂ � ìóëüòèiíäåêñ, ñêëàäåíèé ç íóëiâ. Ïðèéìåìî

|ξ| :=
( ∑
|α|∈M

|ξα|2
) 1

2 äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ RN .

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði Rn, åëå-
ìåíòàìè ÿêîãî ¹ âïîðÿäêîâàíi íàáîðè äiéñíèõ ÷è-
ñåë x = (x1, . . . , xn) i íà ÿêîìó ââåäåíà íîðìà |x| =
= (x21 + . . .+ x2n)

1/2. Ââàæàòèìåìî, ùî ìåæà Γ := ∂Ω
îáëàñòi Ω ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν îäè-
íè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî Γ. Ïðèéìåìî

c⃝ Áîêàëî Ì. Ì., Ïðèòóëà ß. Ã., Ñêiðà I. Â., 2014
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Q := Ω × R, Σ := Γ × R i Qt1,t2 := Ω × (t1, t2) äëÿ
äîâiëüíèõ t1 i t2 (òóò i äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî t1 < t2).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó : çíàéòè ôóíêöiþ u : Q → R,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ

ut +
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαaα(x, t, δu) =

=
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

òà êðàéîâi óìîâè

∂ju

∂νj
∣∣
Σ
= 0 , j = 0,m− 1, (2)

äå aα : Q × RN → R, fα : Q → R (|α| ∈ M) � çà-
äàíi ôóíêöi¨, δu � âïîðÿäêîâàíèé íàáið ç ïîõiäíèõ
Dαu ≡ ∂α1+...+αn

∂x
α1
1 ...∂xαnn

u ôóíêöi¨ u ïîðÿäêiâ |α| ∈M (ïðà-
âèëî âïîðÿäêóâàííÿ òàêå æ, ÿê äëÿ êîìïîíåíòiâ âå-
êòîðiâ ξ ∈ RN ).

Côîðìóëüîâàíó çàäà÷ó íàçèâàþòü çàäà÷åþ Ôóð'¹
äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç êðàéîâèìè óìîâàìè (2) , i äàëi ìè
¨¨ êîðîòêî íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ (1),(2).

Òóò âèâ÷àòèìåìî óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
(1),(2), à äëÿ öüîãî ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ i
çðîáèìî âiäïîâiäíi ïðèïóùåííÿ ùîäî âèõiäíèõ äàíèõ
öi¹¨ çàäà÷i.

Ñïî÷àòêó ââåäåìî ïîòðiáíi íàì äàëi ôóíêöiéíi
ïðîñòîðè. Íåõàé r ∈ L∞(Ω), ïðè÷îìó r(x) ≥ 1
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. Ïðèïóñòèìî, ùî àáî G=Ω,
àáî G = Ω × S, äå S � iíòåðâàë â R. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Lr(·)(G) óçàãàëüíåíèé ïðîñòið Ëåáåãà,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié v ∈ L1(G) òàêèõ, ùî
ρG,r(v) < ∞, äå ρG,r(v) :=

∫
Ω
|v(x)|r(x)dx, ÿêùî

G=Ω, i ρG,r(v) :=
∫
G
|v(x, t)|r(x)dxdt, ÿêùî G=Ω×S.

Íà öüîìó ïðîñòîði ââåäåìî íîðìó ∥v∥Lr(·)(G) :=
:= inf{λ > 0 | ρG,r(v/λ) ≤ 1}, ç ÿêîþ âií ¹ áàíàõîâèì
[12]. ßêùî ess infx∈Ω r(x) > 1, òî ñïðÿæåíèé ïðîñòið
[Lr(·)(G)]

′ ìîæå áóòè îòîòîæíåíèì ç Lr′(·)(G), äå r′ ¹
ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ 1

r(x) +
1

r′(x) = 1 äëÿ
ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.

Íåõàé G = Ω × S, äå S ¹ íåîáìåæåíèì ií-
òåðâàëîì â R (çîêðåìà, S = R). Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç Lr(·),loc(G) ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié
g : G → R òàêèõ, ùî çâóæåííÿ g íà Qt1,t2 íàëå-
æèòü äî Lr(·)(Qt1,t2) äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S. Öåé
ïðîñòið ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì iç ñèñòåìîþ ïiâ-
íîðì

{
∥ · ∥Lr(·)(Qt1,t2 )

∣∣ t1, t2∈S}. Ïîñëiäîâíiñòü {gm}
¹ ñèëüíî çáiæíîþ (âiäïîâiäíî, ñëàáêî çáiæíîþ) â
Lr(·),loc(G), ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü çâóæåíü {gm|Qt1,t2 }
¹ ñèëüíî çáiæíîþ (âiäïîâiäíî, ñëàáêî çáiæíîþ) â
Lr(·)(Qt1,t2) äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S. Àíàëîãi÷íî âè-
çíà÷à¹ìî ïðîñòið L∞,loc(G).

Ââåäåìî ùå ïðîñòið Wm
q (Ω) := {v ∈ Lq(Ω)

∣∣Dαv ∈
∈ Lq(Ω) ∀α, |α| ≤ m}, ÿêèé ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ
∥v∥Wm

q (Ω) :=
∑

|α|≤m
∥Dαv∥Lq(Ω), äå q ≥ 1 � ÿêå-íåáóäü

÷èñëî.

Íåõàé p = (pα : |α| ∈ M) � âïîðÿäêîâàíèé íàáið
âèìiðíèõ íà Ω ôóíêöié pα (ïðîíóìåðîâàíèõ òàê ñà-
ìî, ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó RN ), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

(P) 2 ≤ p−α := ess inf
x∈Ω

pα(x) ≤ ess sup
x∈Ω

pα(x) =: p+α < +∞,

p−
0̂
:= ess inf

x∈Ω
p0̂(x) > 2.

×åðåç p′ = (pα
′ : |α| ∈ M) ïîçíà÷àòèìåìî âïîðÿäêî-

âàíèé íàáið ôóíêöié òàêèõ, ùî 1/pα(x)+1/pα
′(x) = 1

(|α| ∈M) äëÿ ì.â. x ∈ Ω.
Íåõàé W m

p(·)(Ω) := {v ∈ L1(Ω)
∣∣Dαv ∈

∈ Lpα(·)(Ω) ∀α, |α| ∈ M} � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîð-

ìîþ ∥v∥W m
p(·)(Ω) :=

∑
|α|∈M

∥Dαv∥Lpα(·)(Ω). Ïiä
◦
W m
p(·)(Ω)

ðîçóìi¹ìî çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C∞
0 (Ω) çà íîðìîþ

∥ · ∥W m
p(·)(Ω). Äëÿ çðó÷íîñòi âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó ïî-

çíà÷èìî Vp :=
◦
Wm
p(·)(Ω).

Ââåäåìî ïðîñòið Wm,0
p(·) (Qt1,t2) ÿê ïiäïðîñòið ïðî-

ñòîðó Lp0(·)(Qt1,t2), ñêëàäåíèé ç òèõ ôóíêöié h,
äëÿ ÿêèõ Dαh ∈ Lpα(·),(Qt1,t2), ÿêùî |α| ∈ M, iç
íîðìîþ ∥h∥Wm,0

p(·) (Qt1,t2 )
:=

∑
|α|∈M

∥Dαh∥Lpα(·)(Qt1,t2 )
.

×åðåç
◦
W

m,0
p(·),(Qt1,t2) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïðîñòî-

ðó Wm,0
p(·),(Qt1,t2), ñêëàäåíèé ç òàêèõ ôóíêöié h, ùî

h(·, t) ∈ Vp äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [t1, t2].
Íåõàé G = Ω × S, äå S � ÷èñëîâèé ïðîìiíü àáî

âñÿ ÷èñëîâà âiñü. Ââåäåìî ïðîñòið
◦
W

m,0
p(·),loc(G) ÿê ïiä-

ïðîñòið ïðîñòîðó Lp0(·),loc(G), ñêëàäåíèé ç ôóíêöié

h, çâóæåííÿ ÿêèõ íà Qt1,t2 íàëåæèòü
◦
W

m,0
p(·) (Qt1,t2)

äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S. Öåé ïðîñòið ¹ ïîâíèì ëî-
êàëüíî îïóêëèì iç ñiì'¹þ ïiâíîðì

{
∥h∥Wm,0

p(·) (Qt1,t2 )
:=

:=
∑

|α|∈M
∥Dαh∥Lpα(·)(Qt1,t2 )

∣∣ t1, t2 ∈ S
}
.

×åðåç C(S;B), äå B � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîð-
ìîþ ∥ · ∥B , S � ÷èñëîâèé ïðîìiíü àáî âñÿ ÷è-
ñëîâà âiñü, ïîçíà÷èìî ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié
v : S→B òàêèõ, ùî çâóæåííÿ v íà äîâiëüíèé âiäði-
çîê [t1, t2] ⊂ S íàëåæèòü äî C([t1, t2];B). Ïðîñòið
C(S;B) ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì iç ñèñòåìîþ ïiâ-
íîðì

{
maxt∈[t1,t2] ∥v(t)∥B

∣∣ t1, t2 ∈ S
}
. Îòîæ, ïîñëi-

äîâíiñòü {vm} ¹ çáiæíîþ â C(S;B), ÿêùî ïîñëiäîâ-
íiñòü çâóæåíü {vm|[t1,t2]} ¹ çáiæíîþ â C([t1, t2];B) äëÿ
áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S.

Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé ïðîñòið

Up,loc :=
◦
W

m,0
p(·),loc(Q) ∩ C(R;L2(Ω))

iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì
{∑

|α|∈M ∥Dαh∥Lpα(·)(Qt1,t2 )
+

+∥h∥C([t1,t2];L2(Ω))

∣∣ t1, t2 ∈ S
}
íà íüîìó, ç ÿêîþ âií

¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì.

Ïiä Ap ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó, ñêëàäåíó ç âïî-
ðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (aα : |α| ∈ M), âèçíà÷åíèõ íà
Q × RN äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ïðîíóìåðîâàíi
òàê ñàìî, ÿê êîìïîíåíòè åëåìåíòiâ ïðîñòîðó RN , i
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ôóíêöi¨ ç áóäü-ÿêîãî òàêîãî íàáîðó çàäîâîëüíÿþòü
òàêi òðè óìîâè:

(A1) äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈M) ôóíêöiÿ aα(x, t, ξ),
(x, t, ξ) ∈ Q× RN , ¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî, äëÿ
ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q ôóíêöiÿ aα(x, t, · ) : RN → R
¹ íåïåðåðâíîþ i äëÿ âñiõ ξ ∈ RN ôóíêöiÿ aα(·, · , ξ) :
Q→ R ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì;

(A2) äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈ M), áóäü-ÿêèõ ξ ∈ RN
òà ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q ìà¹ìî

|aα(x, t, ξ)| ≤ hα(x, t)
∑

|β|∈M

|ξβ |pβ(x)/p
′
α(x) + gα(x, t),

äå hα ∈ L∞,loc(Q̄), gα ∈ Lpα′( · )(Q);
(A3) äëÿ äîâiëüíèõ ξ, η ∈ RN òà ìàéæå âñiõ

(x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∑
|α|∈M

(aα(x, t, ξ)− aα(x, t, η))(ξα − ηα) ≥

≥ Ka

∑
|α|∈M

|ξα − ηα|pα(x),

äå Ka>0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä íàáîðó
(aα : |α| ∈M).

Ðîçãëÿäàòèìåìî òàêîæ ïiäìíîæèíó A∗
p ìíîæèíè

Ap, ñêëàäåíó ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó

(aα(x, t, ξ) ≡ âα(x, t)|ξα|pα(x)−2ξα : |α| ∈M),

äå âα ∈ L∞,loc(Q̄) i

âα(x, t) ≥ K̂a = const > 0äëÿ ì.â.(x, t) ∈ Q (|α| ∈M),

äå ñòàëà K̂a çàëåæèòü âiä íàáîðó (aα : |α| ∈ M). Òå,
ùî A∗

p ⊂ Ap ëåãêî ïåðåâiðèòè îïèðàþ÷èñü íà íåðiâ-
íiñòü (äèâ. [5])

(|s1|q−2s1 − |s2|q−2s2)(s1 − s2) ≥ 22−q|s1 − s2|q,

ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ áóäü-ÿêèõ q ≥ 2, s1, s2 ∈ R.
Âiäçíà÷èìî, ùî ÿêùî (aα : |α| ∈M) íàëåæèòü A∗

p,
òî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ âèãëÿä

ut +
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dα(âα(x, t)|Dαu|pα(x)−2Dαu) =

=
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q, (3)

×àñòêîâèì âèïàäêîì ðiâíÿííÿ (3), à îòæå, i ðiâíÿííÿ
(1), ¹

ut + (−∆)mu+ â0̂(x, t)|u|
p0(x)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q.

Íåõàé Fp′,loc � ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ âïî-
ðÿäêîâàíi íàáîðè (fα : |α| ∈M) ç N âèçíà÷åíèõ íà Q
äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ïðîíóìåðîâàíi òàê ñàìî,
ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó RN , i äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈M)
ôóíêöiÿ fα íàëåæèòü ïðîñòîðó Lpα′(·),loc(Q).

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé (aα : |α| ∈ M) ∈ Ap,
(fα : |α| ∈ M) ∈ Fp′,loc. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (1),(2) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u ∈ Up,loc, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫ ∫

Q

{ ∑
|α|∈M

aα(x, t, δu)D
αvφ− uvφ′} dxdt =

=

∫ ∫
Q

∑
|α|∈M

fα(x, t)D
αvφ dxdt (4)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (R).

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè íàøî¨ ðîáîòè ¹ òàêi
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (aα : |α| ∈ M) ∈ Ap,
(fα : |α| ∈ M) ∈ Fp′,loc. Òîäi çàäà÷à (1), (2) ìà¹ ¹äè-
íèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê i äëÿ áóäü-ÿêèõ R,R0, t0
òàêèõ, ùî R0 > 0, R ≥ max{1, 2R0}, t0 ∈ R, âèêîíó-
¹òüñÿ îöiíêà

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx+

+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

|Dαu(x, t)|pα(x)
)
dxdt ≤

≤ C1

(
R−2/(p+0 −2)+

+

t0∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p
′
α(x) dxdt

)
, (5)

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä Ka

i p−α (|α| ∈M).

Ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1),(2) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæå-
íèì, ÿêùî sup

t∈R

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx <∞.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðå-
ìè 1 òà fα ∈ Lp′α(·)(Q)(|α| ∈ M). Òîäi óçàãàëüíåíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),(2) ¹ îáìåæåíèì, âií íàëåæèòü

ïðîñòîðó
◦
W

m,0
p(·) (Q) òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

sup
t∈R

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx+

∫ ∫
Q

∑
|α|∈M

|Dαu(x, t)|pα(x) dxdt ≤

≤ C1

∫ ∫
Q

∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p
′
α(x) dxdt. (6)

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè
1 òà

sup
τ∈R

τ∫
τ−1

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p
′
α(x) dxdt ≤ C2,

äå C2 > 0 � ñòàëà. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),(2) ¹
îáìåæåíèì i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

sup
τ∈R

τ∫
τ−1

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu(x, t)|pα(x) dxdt ≤ C3,
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äå C3 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä Ka,
p−α (|α| ∈M) i C2.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè
1 òà

lim
τ→−∞(+∞)

τ∫
τ−1

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p
′
α(x) dxdt = 0.

Òîäi, ÿêùî u � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),(2),
òî

lim
t→−∞(+∞)

∥u(·, t)∥L2(Ω) = 0,

lim
τ→−∞(+∞)

τ∫
τ−1

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu(x, t)|pα(x) dxdt = 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé (aα : |α|∈M)∈Ap, (fα : |α|∈M) ∈
∈ Fp′,loc. Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî
σ > 0 òàêå, ùî ôóíêöi¨ aα(|α| ∈ M) i fα(|α| ∈ M) ¹
ïåðiîäè÷íèìè çà çìiííîþ t ç ïåðiîäîì σ. Òîäi çàäà-
÷à (1),(2) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê i öåé
ðîçâ'ÿçîê ¹ ïåðiîäè÷íèì çà çìiííîþ t ç ïåðiîäîì σ.

Ìíîæèíà X ⊂ R íàçèâà¹òüñÿ âiäíîñíî ùiëüíîþ,
ÿêùî iñíó¹ l > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R ìà¹ìî
X ∩ [a, a + l] ̸= ∅, òîáòî ó âiäðiçêó [a, a + l] çíàéäå-
òüñÿ õî÷à á îäèí åëåìåíò ìíîæèíè X. Ôóíêöiÿ v ÿê
åëåìåíò ïðîñòîðó C(R;B), äå B � áàíàõiâ ïðîñòið ç
íîðìîþ ∥ · ∥B , ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ çà Áîðîì, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ìíîæèíà {σ | sup

t∈R
∥v(·, t+σ)−

−v(·, t)∥B ≤ ε} ¹ âiäíîñíî ùiëüíîþ. Ôóíêöiÿ fα
ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó Lpα′(·),loc(Q) (|α|∈M) ¹ ìàé-
æå ïåðiîäè÷íîþ çà Ñòåïàíîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ε > 0 ìíîæèíà {σ | sup

τ∈R

∫ τ
τ−1

∫
Ω

|fα(x, t + σ) −

fα(x, t)|pα
′(x) dxdt ≤ ε} ¹ âiäíîñíî ùiëüíîþ. Ôóí-

êöiÿ w ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó
◦
W

m,0
p(·),loc(Q) ¹ ìàéæå

ïåðiîäè÷íîþ çà Ñòåïàíîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 ìíîæèíà {σ | sup

τ∈R

∫ τ
τ−1

∫
Ω

[∑
|α∈M |Dα(x, t + σ)−

−Dα(x, t)|pα(x)+ +|w(x, t+σ)−w(x, t)|p0(x)
]
dxdt≤ε} ¹

âiäíîñíî ùiëüíîþ. Äåòàëüíiøó iíôîðìàöiþ ïðî ìàé-
æå ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôiÿõ
[4, 17�22].

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè
1 òà äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈M) ôóíêöiÿ aα íàëåæèòü
ïðîñòîðó C(R;L∞(Ω)) i ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ çà Áî-
ðîì ÿê åëåìåíò öüîãî ïðîñòîðó, à ôóíêöiÿ fα ¹ ìàé-
æå ïåðiîäè÷íîþ çà Ñòåïàíîâèì ÿê åëåìåíò ïðîñòî-
ðó Lpα(·),loc(Q) i, êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0
ìíîæèíà

Fε := {σ | sup
τ∈R

∫ τ

τ−1

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα(x, t+ σ)−

− fα(x, t)|pα
′(x) dxdt ≤ ε,

max
|α|∈M

sup
t∈R

∥aα(·, t+ σ)− aα(·, t)∥L∞(Ω) ≤ ε}

¹ âiäíîñíî ùiëüíîþ.

Òîäi çàäà÷à (1),(3) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé
ðîçâ'ÿçîê i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèì çà
Áîðîì ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó C(R;L2(Ω)) òà ìàéæå
ïåðiîäè÷íèì çà Ñòåïàíîâèì ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó
◦
W

m,0
p(·),loc(Q) .

II. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Òóò íàâåäåìî ïîòðiáíi íàì äëÿ îá ðóíòóâàííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ R ôóíê-

öiÿ w ∈
◦
W
m,0
p(·) (Qt1,t2) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ òîòîæ-

íiñòü
t2∫
t1

∫
Ω

{( ∑
|α|∈M

gαD
αv
)
φ− wvφ′} dxdt = 0,

v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (t1, t2), (7)

äëÿ äåÿêèõ gα ∈ Lp′α(·)(Q) (|α| ∈ M). Òîäi w ∈
∈ C

(
[t1, t2];L2(Ω)

)
i äëÿ áóäü-ÿêèõ θ ∈ C1([t1, t2]),

v ∈ Vp òà τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) ìà¹ìî

θ(τ2)

∫
Ω

w(x, τ2)v(x) dx− θ(τ1)

∫
Ω

w(x, τ1)v(x) dx+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

{( ∑
|α|∈M

gαD
αv
)
θ − wvθ′

}
dxdt = 0, (8)

1

2
θ(τ2)∥w(·, τ2)∥2L2(Ω) −

1

2
θ(τ1)∥w(·, τ1)∥2L2(Ω) −

− 1

2

τ2∫
τ1

∥w(·, t)∥2L2(Ω)θ
′(t) dt+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

gαD
αw
)
θ dxdt = 0. (9)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ ëåìè 1
ðîáîòè [10].

Ëåìà 2. Íåõàé (aα : |α| ∈ M) ∈ Ap i äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë t1, t2 ∈ R, t2 − t1 ≥ 1, òà êîæíîãî

l ∈ {1, 2} ôóíêöi¨ ul ∈
◦
W

m,0
p(·) (Qt1,t2)∩C([t1, t2];L2(Ω)),

fα,l ∈ Lpα′(·)(Qt1,t2) (|α| ∈M) òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

t2∫
t1

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

aα(x, t, δul)D
αvφ− ulvφ

′} dxdt =
=

t2∫
t1

∫
Ω

∑
|α|∈M

fα,l(x, t)D
αvφ dxdt (10)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Vp i φ ∈ C1
0 (t1, t2). Òîäi

äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë R,R0, t0 òàêèõ, ùî R0 > 0,
R ≥ max{1, 2R0}, t1 ≤ t0 − R < t0 ≤ t2, ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dx+
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+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

|Dαu1 −Dαu2|pα(x)
)
dxdt ≤

≤ C4

{
R−2/(p+0 −2)+

+

t0∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα,1(x, t)− fα,2(x, t)|pα
′(x) dxdt

}
, (11)

äå C4 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä Ka,
p−α (|α| ∈M).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2. Âèêîðèñòà¹ìî iäåþ ðîáîòè
[23]. Íåõàé R,R0, t0 òàêi, ÿê ó ôîðìóëþâàííi ëåìè,
i η(t) := t − t0 + R, t ∈ R. Äëÿ çàäàíèõ v ∈ Vp i
φ ∈ C1

0 (t1, t2) ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü (10) ïðè l = 1
òà öþ æ ðiâíiñòü ïðè l = 2 i âiäíiìåìî öi ðiâíîñòi.
Ïðèéíÿâøè äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q

u12(x, t) := u1(x, t)− u2(x, t),
fα,12(x, t) := fα,1(x, t)− fα,2(x, t), |α| ∈M,

aα,12(x, t) := aα(x, t, δu1(x, t))− aα(x, t, δu2(x, t)),
|α| ∈M,

ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

t2∫
t1

∫
Ω

{( ∑
|α|∈M

aα,12D
αv
)
φ− u12vφ

′} dxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω

∑
|α|∈M

fα,12D
αvφ dxdt,

äî ÿêî¨ çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 ç τ1 = t0 − R, τ2 = τ ∈
∈ (t0 − R, t0], w = u12, gα = aα,12 − fα,12 (|α| ∈ M),
θ = ηs, s := p−0 /(p

−
0 − 2). Çâiäñè çäîáóâà¹ìî ðiâíiñòü

ηs(τ)

∫
Ω

|u12(x, τ)|2dx+

+ 2

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

aα,12D
αu12η

s dxdt =

= s

τ∫
t0−R

∫
Ω

|u12|2ηs−1 dxdt+

+2

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

fα,12D
αu12η

s dxdt. (12)

Çðîáèìî âiäïîâiäíi îöiíêè ÷ëåíiâ ðiâíîñòi (12).
Çãiäíî ç óìîâîþ (A3) ìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

aα,12D
αu12η

s dxdt ≥

≥ Ka

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu12|pα(x)ηs dxdt. (13)

Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíà íåðiâíiñòü:

a b ≤ ε|a|q + ε−1/(q−1) |b| q
′
,

a, b ∈ R, q > 1, 1/q + 1/q′ = 1, ε > 0, (14)

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ñòàíäàðòíî¨ íåðiâíîñòi Þíãà: a b ≤
≤ |a|q/q + |b|q′/q′. Âèáèðàþ÷è (äëÿ ìàéæå êîæíî-
ãî x ∈ Ω) q = p0(x)/2, q′ = p0(x)/(p0(x) − 2),
a = |u12|2ηs/q, b = ηs/q

′−1, ε = ε1 > 0, íà ïiäñòàâi
(14) îòðèìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

|u12|2ηs−1dxdt ≤ ε1

τ∫
t0−R

∫
Ω

|u12|p0(x)ηs dxdt+

+ε
−2/(p−0 −2)
1

τ∫
t0−R

∫
Ω

ηs−p0(x)/(p0(x)−2) dxdt, (15)

äå ε1 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî. Çíîâó âèêîðèñòîâóþ-
÷è íåðiâíiñòü (14), îäåðæó¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

fα,12D
αu12η

s dxdt ≤

≤ ε2

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu12|pα(x)ηs dxdt+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

ε
−1/(p−α−1)
2 |f12|p

′
α(x)ηs dxdt, (16)

äå ε2 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî.
Ç (12) íà ïiäñòàâi (13), (15), (16) çà äîñòàòíüî ìà-

ëèõ çíà÷åíü ε1 i ε2 îòðèìà¹ìî

ηs(τ)

∫
ΩR

|u12(x, τ)|2 dx+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu12|pα(x)ηs dxdt ≤

≤ C5

[ τ∫
t0−R

∫
Ω

ηs−p0(x)/(p0(x)−2) dxdt+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f12|p
′
α(x)ηs dxdt

]
, (17)

äå C5 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä Ka i
p−α (|α| ∈M), à τ ∈ (t0 −R, t0] � äîâiëüíå ÷èñëî.

Îñêiëüêè 0 ≤ η(t) ≤ R, êîëè t ∈ [t0 − R, t0], òà
η(t) ≥ R − R0, êîëè t ∈ [t0 − R0, t0], òî ç íåðiâíîñòi
(17) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(R−R0)
s

∫
Ω

|u12(x, τ)|2 dx+

+ (R−R0)
s

τ∫
t0−R0

∫
Ω

∑
|α|∈M

|Dαu12|pα(x) dxdt ≤

≤ C5

[ τ∫
t0−R

∫
Ω

Rs−p0(x)/(p0(x)−2) dxdt+
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+Rs
τ∫

t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f12|p
′
α(x) dxdt

]
. (18)

Ïîäiëèìî îòðèìàíó íåðiâíiñòü íà (R − R0)
s. Çàó-

âàæèìî, ùî îñêiëüêè R ≥ max{1; 2R0}, òî ìà¹ìî
R/(R − R0) = 1 + R0/(R − R0) ≤ 2. Âðàõóâàâ-
øè öå òà íåðiâíiñòü R−p0(x)/(p0(x)−2) ≤ R−p+0 /(p

+
0 −2),

îòðèìà¹ìî∫
ΩR

|u12(x, τ)|2 dx+

τ∫
t0−R0

∫
Ω

∑
|α|∈M

(Dαu12)
pα(x) dxdt ≤

≤ C6

[
R−p+0 /(p

+
0 −2)

τ∫
t0−R

∫
Ω

dxdt+

+

τ∫
t0−R

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f12|p
′
α(x) dxdt

]
, (19)

äå C6 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä Ka i
p−α (|α| ∈M), à τ ∈ (t0 −R, t0] � äîâiëüíå ÷èñëî.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè, ùî
t0∫

t0−R

∫
Ω

dxdt = R ·mesnΩ,

îòðèìà¹ìî (11). �

III. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî çà-
äà÷à (1),(2) ìà¹ íå áiëüøå íiæ îäèí óçàãàëüíåíèé
ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé u1, u2 �
(ðiçíi) óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i. Òîäi íà ïiä-
ñòàâi ëåìè 2 ìà¹ìî

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dx ≤ C4R
−2/(p+0 −2),

(20)
äå R, R0, t0 � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî R0 > 0,
R ≥ max{1, 2R0}, t0 ∈ R.

Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà R0 > 0 i t0 ∈ R òà ïåðåéäåìî â
(20) äî ãðàíèöi ïðè R → +∞. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó-
¹ìî, ùî u1 = u2 ìàéæå ñêðiçü íà Qt0−R0,t0 . Îñêiëü-
êè R0, t0 � äîâiëüíi ÷èñëà, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî
u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Q. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ
äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ óçàãàëü-
íåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1),(2). Äëÿ öüîãî äëÿ êî-
æíîãî m ∈ N ðîçãëÿíåìî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâ-
íÿííÿ (1) â îáëàñòi Qm = Ω × (−m,+∞) ç îäíîði-
äíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ i êðàéîâèìè óìîâàìè òè-
ïó (2), à òî÷íiøå, çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨

um ∈
◦
W

m,0
p(·),loc(Qm) ∩ C([−m,+∞);L2(Ω)), ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó:

um|t=−m = 0

òà iíòåãðàëüíó ðiâíiñòü∫
Qm

{ ∑
|α|∈M

aα(x, t, δum)Dαvφ− umvφ
′} dxdt =

=

∫
Qm

∑
|α|∈M

fα,m(x, t)Dαvφ dxdt (21)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (−m,+∞), äå

fα,m(x, t) := fα(x, t), ÿêùî (x, t) ∈ Qm, i fα,m(x, t):=0,
ÿêùî (x, t) ∈ Q \ Qm. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ôóíêöi¨
um äîâåäåíî â ðîáîòi [24]. Ïðîäîâæèìî um íóëåì íà
Q i çà öèì ïðîäîâæåííÿì çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ um.
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {um} çáiãà¹òüñÿ â Up,loc
äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1),(2). Äëÿ öüîãî
ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ôóíê-
öiÿ um ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, ÿêà âiä-
ðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàäà÷i (1),(2) òiëüêè òèì, ùî çàìiñòü
fα ñòî¨òü fα,m äëÿ êîæíîãî α (|α| ∈ M). Îòîæ, íà
ïiäñòàâi ëåìè 2 äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m
i k ìà¹ìî

max
t∈[t0,t0−R0]

∫
Ω

|um(x, t)− uk(x, t)|2dx+

+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

|Dαum −Dαuk|pα(x)
)
dxdt ≤

≤ C4

{
R−2/(p+0 −2)+

+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

∑
|α|∈M

|fα,m(x, t)− fα,k(x, t)|pα
′(x) dxdt

}
,

(22)
äå R,R0, t0 � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî t0 ∈ R, R≥1,
0 < R0 < R/2.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ t0 i R0 ëiâà ÷àñòè-
íà íåðiâíîñòi (22) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè m, k → +∞.
Ñïðàâäi, íåõàé ε > 0 � äîâiëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå ÷è-
ñëî. Âèáåðåìî R ≥ max{1, 2R0} íàñòiëüêè âåëèêèì,
ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

C4R
−2/(p+0 −2) < ε. (23)

Öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè p+0 − 2 > 0. Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêèõ m i k ç N òàêèõ, ùî max{−m,−k} ≤
≤ t0 − R, ìà¹ìî fα,m = fα,k (|α| ∈ M) ìàéæå âñþ-
äè íà Ω × (t0 − R, t0) i, îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâ-
íîñòi (22) íà ïiäñòàâi (23) ¹ ìåíøîþ çà ε. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî çâóæåííÿ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {um} íà
Qt0−R0,t0 óòâîðþ¹ ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü â

ïðîñòîði
◦
W

m,0
p(·) (Qt0−R0,t0)∩C([t0−R0, t0];L2(Ω)). Îò-

æå, â ñèëó äîâiëüíîñòi t0 i R0 iñíó¹ ôóíêöiÿ u ∈ Up,loc
òàêà, ùî um → u â Up,loc. Çàóâàæèâøè, ùî â (21)
ìîæíà çàìiíèòè iíòåãðóâàííÿ ïî Qm íà iíòåãðóâà-
ííÿ ïî Q, ïåðåéäåìî â öié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè
m → ∞. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî (4) äëÿ äîâiëüíèõ
v ∈ Vp i φ ∈ C1

0 (R). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ u ¹ óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),(2). Îöiíêà (5) áåç-
ïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 2 ïðè u1 = u, u2 = 0,
fα,1 = fα, fα,2 = 0 (|α| ∈M). �

Äîâåäåííÿ íàñëiäêiâ 1�3. Öi òâåðäæåííÿ íåâàæêî
îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (5). �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé u � óçàãàëüíå-
íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),(2). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
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Ïðî ðîçâ'ÿçêè àíiçîòðîïíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi

u(µ)(x, t) := u(x, t + µ), f
(µ)
α (x, t) := fα(x, t + µ),

a
(µ)
α (x, t, ξ) := aα(x, t + µ, ξ), (x, t) ∈ Q, äå µ ∈ R.
Çðîáèìî â (4) çàìiíó t íà t + µ (µ ∈ R � ïîêè ùî
äîâiëüíå) . Ó ðåçóëüòàòi çäîáóâà¹ìî òîòîæíiñòü∫ ∫

Q

{ ∑
|α|∈M

a(µ)α (x, t, δu(µ))Dαvφ− u(µ)vφ′} dxdt =
=

∫ ∫
Q

∑
|α|∈M

f (µ)α (x, t)Dαvφ dxdt

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (R). Çâiäñè, çðîáèâøè

î÷åâèäíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíó òîòî-
æíiñòü∫

Q

{ ∑
|α|∈M

a(0)α (x, t, δu(µ))Dαvφ− u(µ)vφ′} dxdt =
=

∫
Q

∑
|α|∈M

{a(0)α (x, t, δu(µ))−a(µ)α (x, t, δu(µ))}Dαvφ dxdt+

+

∫
Q

∑
|α|∈M

f (µ)α (x, t)Dαvφ dxdt, v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (R).

(24)
Ïiäñòàâèâøè µ = σ â (24) i âðàõóâàâøè ïåðiî-

äè÷íiñòü aα i fα (|α| ∈ M), äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî
u(σ) � óçàãàëüíåíèé ðîçâÿçîê (1),(2). Â ñèëó ¹äè-
íîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ìî, ùî
u(0) = u(σ) ìàéæå ñêðiçü íà Q, òîáòî ôóíêöiÿ u ¹
ïåðiîäè÷íîþ çà t ç ïåðiîäîì σ. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Ïðèéìåìî

a(µ)α [w](x, t) := âα(x, t+µ)|Dαw(x, t)|pα(x)−2Dαw(x, t),

(x, t) ∈ Q (|α| ∈M).

Ìiðêóþ÷è òàê ÿê ïðè îòðèìàííi òîòîæíîñòi (24),
ïðèõîäèìî äî òîòîæíîñòi∫

Q

{ ∑
|α|∈M

a(0)α [u(µ)]Dαv φ− u(µ) v φ′} dxdt =
=

∫
Q

∑
|α|∈M

{
a(0)α [u(µ)]− a(µ)α [u(µ)]

}
Dαv φ dxdt+

+

∫
Q

∑
|α|∈M

f (µ)α Dαv φ dxdt (25)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Vp, φ ∈ C1
0 (R).

Íåõàé δ∗ := min{1;Ka/2} i σ ∈ Fδ∗ , äå Fε âèçíà÷å-
íî ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî òîòîæíiñòü
(25) ñïî÷àòêó äëÿ µ = 0, à ïîòiì äëÿ µ = σ. Òî-
äi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2 ç u1 = u(0), u2 = u(σ),

aα(x, t, ξ) = âα(x, t)|ξα|pα(x)−2ξα (|α|∈M), fα,1 = f
(0)
α ,

fα,2 = a
(σ)
α [u(0)]− a

(σ)
α [u(σ)]+f

(σ)
α (|α| ∈M), t0=τ∈R �

äîâiëüíå, R0 = 1, R = l ∈ N (l ≥ 2), îòðèìà¹ìî

max
t∈[τ−1,τ ]

∫
Ω

|u(σ)(x, t)− u(0)(x, t)|2 dx+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

|Dαu(σ) −Dαu(0)|pα(x)
)
dxdt ≤

≤ C4

{
l−2/(p+0 −2)+

+

τ∫
τ−l

∫
Ω

∑
|α|∈M

|a(0)α [uσ]−a(σ)α [uσ]+f (σ)α −f (0)α |pα
′(x) dxdt

}
.

(26)
Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (a + b)ν ≤ 2ν−1(aν + bν),

a ≥ 0, b ≥ 0, ν ≥ 1, ìà¹ìî

τ∫
τ−l

∫
Ω

∑
|α|∈M

|a(0)α [u(σ)]−a(σ)α [u(σ)]+f (σ)α −f (0)α |pα
′(x) dxdt ≤

≤
∑

|α|∈M

21/(p
−
α−1)

τ∫
τ−l

∫
Ω

(
|f (σ)α − f (0)α |p

′
α(x)+

+|a(σ)α [uσ]− a(0)α [uσ]|p
′
α(x)

)
dxdt. (27)

Çäîáóâà¹ìî

τ∫
τ−l

∫
Ω

|a(σ)α [uσ]− a(0)α [uσ]|p
′
α(x)dxdt =

=

τ∫
τ−l

∫
Ω

|âα(x, t+σ)−âα(x, t)|p
′
α(x)|Dαu(σ)|pα(x)dxdt ≤

≤
(
sup
t∈R

||âα(·, t+ σ)− âα(·, t)||L∞(Ω)

)(p+α )′×

×
τ∫

τ−l

∫
Ω

|Dαu(σ)|pα(x)dxdt. (28)

Íà ïiäñòàâi ëåìè 2 îòðèìà¹ìî

∑
|α|∈M

τ∫
τ−l

∫
Ω

|Dαu(σ)|pα(x)dxdt ≤ C4

{
(2l)−2/(p+0 −2)+

+

τ∫
τ−2l

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f (σ)α |pα
′(x) dxdt

}
. (29)

Òîäi ç (26), âðàõîâóþ÷è (27), (28) i (29) çäîáóâà¹ìî∫
Ω

|u(σ)(x, τ)− u(0)(x, τ)|2 dx+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

|Dαu(σ) −Dαu(0)|pα(x)
)
dxdt ≤

≤ C7

{
l−2/(p+0 −2) +

+
l∑

k=1

τ−k+1∫
τ−k

∫
Ω

∑
|α|∈M

(
|f (σ)α − f (0)α |p

′
α(x) dxdt+

+ max
|α|∈M

(
sup
t∈R

||a(σ)α (·, t)− aα(·, t)||L∞(Ω)

)(p+α )′×

×
(
l−2/(p+0 −2) +

2l∑
k=1

τ−k+1∫
τ−k

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f (σ)α |pα
′(x) dxdt

)}
,

(30)
äå C7 � ñòàëà, ÿêà âiä τ, σ i l íå çàëåæèòü.
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Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fα (|α| ∈ M) ¹ ìàéæå ïå-
ðiîäè÷íèìè çà Ñòåïàíîâèì ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó
Lpα′(·),loc(Q), òî ïðàâèëüíà îöiíêà

sup
τ∈R

τ−1∫
τ

∫
Ω

∑
|α|∈M

|f (σ)α |pα
′(x) dxdt ≤ C8, (31)

äå C8 = const ≥ 0.
Íåõàé ε > 0 � äîâiëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå ôiêñîâà-

íå ÷èñëî. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà

Uε :=
{
σ ∈ R

∣∣ sup
t∈R

∫
Ω

|u(x, t+ σ)− u(x, t)|2 dx ≤ ε,

sup
|τ |∈R

τ∫
τ−1

∫
Ω

[ ∑
|α|∈M

|Dαu(x, t+ σ)−

−Dαu(x, t)|pα(x)
]
dxdt ≤ ε

}
ìiñòèòü ìíîæèíó Fδ äëÿ äåÿêîãî δ ∈ (0, δ∗], òîáòî ¹
âiäíîñíî ùiëüíîþ. Ñïðàâäi, âèáåðåìî l ∈ N (l ≥ 2)
íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîáè âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

C7l
−2/(p+0 −2) ≤ ε/2, (32)

i çàôiêñó¹ìî öå çíà÷åííÿ l. Òåïåð âiçüìåìî δ ∈ (0, δ∗]
òàêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

C7

(
l · δ + max

|α|∈M
δ(p

+
α )′
(
l−2/(p+0 −2) + 2lC8

))
≤ ε

2
. (33)

Îòæå, ÿêùî σ ∈ Fδ, òî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (30)
íà ïiäñòàâi (31), (32), (33) ìåíøà àáî äîðiâíþ¹ ε. Çâiä-
ñè âèïëèâà¹, ùî Fδ ⊂ Uε, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
�
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Î ÐÅØÅÍÈßÕ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÏÎÊÀÇÀÒÅËßÌÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ

Â ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒßÕ

Áîêàëî Í. Ì., Ïðèòóëà ß. Ã., Ñêèðà È. Â.
Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåpñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî

óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ 1, 79000, Ëüâîâ, Óêðàèíà

Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è Ôóðüå äëÿ àíèçîòðîïíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè íåëèíåéíîñòè áåç îãðàíè÷åíèé íà ðîñò ðå-
øåíèé è èñõîäíûõ äàííûõ ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåííîé ïåðåìåííîé ê −∞. Ïîëó÷åíû îöåíêè
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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