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Abstract – Symbolic models of technological processes in the 
heat power engineering, based on classic differential 
equations, fail to provide certainty in some cases and may 
contain considerable skewing. 

The object of this research is dynamic and static processes of 
heat power systems, that are described by means of differential 
equations of fraction order, specifically, the processes of 
temperature alternation in heat-exchange units. 

The aim of the article is to use the method of reduction of 
order to provide analytical solution of heat and mass transfer 
problems in different environments, with different boundary 
conditions, for flat, cylindrical and spherical surfaces on the 
edge of heat carriers in motion. The paper reveals, that the use 
of the theory of fractional estimation to describe the processes 
of coordinate alternation in heat-exchange units allows 
finding solution in the cases of other mathematical methods 
inefficiency. 
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I. Вступ 
На сьогодні в різних галузях науки і техніки спос-

терігається значне зростання застосування дробового 
числення, зокрема і для задач теплоенергетики. 
Математичні моделі на основі класичних диферен-
ціальних рівнянь у ряді випадків не дають змогу 
отримувати достовірні результати і містять у собі 
значні похибки. 

Використання диференціального рівняння дробо-
вого порядку дасть змогу апроксимувати та моделю-
вати процеси передачі теплоти, потоки теплоносіїв, 
конвективні процеси в розрізі часу. 

II. Викладення основного матеріалу 
Об'єктом дослідження є динамічні і статичні 

процеси теплоенергетичних систем, що описуються 
диференціальними рівняннями дробового порядку, 
зокрема, процеси зміни температури в теплообмінних 
установках. Дослідженню динамічних процесів в 
теплообмінних установках присвячено велику кіль-
кість теоретичних і практичних робіт [1]. 

В найпростішому випадку такі об'єкти можуть бути 
описані, як інерційні ланки першого чи другого 
порядку з уточненими, в залежності від зовнішніх 
факторів, параметрами. 

В роботі Х. Гурецького розглянута найбільш повна 
модель і структурна схема теплообмінних апаратів 

типу «труба в трубі» [2], як одновимірних об'єктів з 
розподіленими параметрами. 

З достатнім степенем наближення процеси в них 
можна описати наступною системою рівнянь: 
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де cTTT ,, 21  - відповідно температура теплоносія 1, 
теплоносія 2 і стінки, що розділяє ці теплоносії; 

21,VV  - швидкості теплоносіїв (знаки співпадають для 
режиму прямотечії і протилежні для режиму 
протитечії); 

  - коефіцієнти теплопровідності між стінкою і 
теплоносіями. 

Дослідження теплообмінних апаратів як об’єктів з 
розподіленими параметрами вимагає знань конструк-
тивних їх характеристик і теплофізичних характерис-
тик всіх елементів системи теплообміну, що на 
практиці складно здійснити. Також складно врахувати 
вихрові та конвективні рухи теплоносіїв, які усклад-
нюють отримання ідентичних теоретичним перехід-
них процесів. 

Розглядаючи питання ідентифікації параметрів 
передавальних функцій за реакцією теплообмінника 
на збурення, в роботі [2] відзначається необхідність 
отримання системи з декількох рівнянь, створених на 
основі експериментальних даних. 

Відмінність між теоретичними і розрахунковими 
характеристиками, які змінюються в часі і є отримані 
при різних граничних умовах, досліджені у фунда-
ментальній праці [3] по тепло- і масообмінних 
процесах в пограничних шарах. 

Сучасний підхід до описання процесів тепломасо-
обміну застосовано в дослідженнях [4], де показано 
ефективність методів дробового диференціювання в 
прикладних задачах тепломасоперенесення, розроб-
лено розрахункові методи встановлення потоків речо-
вини і теплоти в межах розділу середовищ без 
попереднього знаходження полів температури і кон-
центрації. В даній роботі застосовується метод 
пониження порядку для аналітичних розв’язків задач 
тепломасообміну в різних середовищах, з різними 
граничними умовами, для плоских, циліндричних і 
сферичних поверхонь на межі контакту теплоносіїв, 
які рухаються. В роботі показано, що застосування 
теорії дробового числення для описання процесів 
зміни координат в теплообмінних установках дозво-
ляє знайти розв'язок в тих випадках, коли інші мате-
матичні методи виявляються неефективними. 

Для прикладу розглянемо термодинамічні процеси 
в системі передачі теплоти від джерела тепла до 
газового потоку. 

Визначальними факторами є потужність нагріваль-
ного елемента і швидкість потоку газу. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 

“ELECTRIC POWER ENGINEERING & CONTROL SYSTEMS 2013” (EPECS-2013), 21–23 NOVEMBER 2013, LVIV, UKRAINE 27 

Тепловий потік через ізотермічну поверхню для 
одновимірного випадку за наявності внутрішніх 
джерел тепла можна представити рівнянням: 
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де   - густина; c  – теплоємність; T  – температура; 

Q  – зовнішнє джерело тепла;    сa /  – коефі-
цієнт температуропровідності;   – коефіцієнт тепло-
провідності; 

У відповідності із законом Фур'є щодо пропор-
ційності питомого теплового потоку q  градієнту 
температури і законом Ньютона про пропорційність 
питомого теплового потоку різниці температури між 
поверхнею і навколишнім середовищем в системі 
формуються граничні умови 2-го і 3-го роду. 

Диференціальне рівняння температурного поля 
турбулентного потоку з врахуванням молярного пере-
несення маси і молекулярної теплопровідності турбу-
лентного потоку з теплопровідністю const  при 
виконанні умови нерозривності отримаємо: 
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Зміна температури, в розглядуваній системі, визнача-
тиметься взаємодією поздовжнього потоку газу і кон-
вективними вертикальними потоками, що обумовлені 
зміною його густини при зміні температури. 

В даному випадку конвекція буде представлена 
рівняннями процесів руху, теплообміну і дифузії. 

Рівняння руху (Нав'є-Стокса): 
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де   - кінематичний коефіцієнт в’язкості; zP  /  - 
зміна тиску по висоті. 

Рівняння теплопровідності: 
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Рівняння дифузії: 
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В наведених рівняннях (2), (4)–(6) можна виділити за-
гальну складову, що являє собою закон Фіка, який є уні-
версальним законом для опису концентрації, темпера-
тури, розподілу частин газів, що перемішуються, та рідин. 
Для одновимірного випадку закон записують у вигляді: 
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Одним із способів розв'язку рівняння (7) є метод 
факторизації у відповідності з яким можна отримати 
лінійне диференціальне рівняння. Застосувавши для 
цього рівняння перетворення Лапласа отримуємо 
рівняння дробово – інтегрованої ланки: 
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В результаті об’єкти теплоенергетики, в яких мають 
місце вище вказані процеси, можуть бути представ-
лені у вигляді дробових похідних. 

Висновок 
Використання для об'єктів теплоенергетики з 

технологічними (динамічними і статичними) проце-
сами класичних методів дослідження може проводити 
до суттєвих похибок при визначенні параметрів і, як 
наслідок, до невідповідності динамічних і статичних 
показників систем розрахунковим. 

Застосування теорії дробового числення для опи-
сання процесів теплообміну дозволяє знайти розв'язок 
в тих випадках, коли інші математичні методи вияв-
ляються неефективними. 
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