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Актуальність теми. Коливальні системи різ​ної структури (дискретні, кон​тинуальні) – одні з най​поширеніших об’єктів, що зус​трічаються в природі та тех​ні​ці. Як показано у працях Ба​ба​кова І.М., Бідермана В.Л., Малкіна І.Г., Ми​т​ро​польського Ю.О., Писаренка Г.С. та ін. з до​​слід​жен​ням коливальних сис​тем по​в’я​зана ціла низка важливих наукових і при​кладних проблем. Прак​тично усі ре​аль​ні коливальні технічні системи опи​суються за допомогою мате​ма​тич​них мо​де​​​лей, які грунтуються переважно на нелінійних ди​фе​ренці​альних рів​нян​нях (зви​чайних чи з частинними похідними). Разом з тим станом на цей час ана​лі​тич​ні методи дослідження коливань отримали від​носно заверше​ний роз​виток ли​ше для лінійних систем, зокрема, у роботах Шкіля М.І., Каленюка П.І., Пташ​ника Б.Й., Тимошенка С.П., Уізема Дж. та ін. 
Результати окремих досліджень динамічних явищ у сильно нелінійних ме​ха​нічних ко​ли​вальних системах зі зосе​ред​женими масами, вказують на низку особливостей про​​цесів у них, які вдається пояснити лише на базі аналітичних роз​в’язків (точ​них чи наближених). В той же час побудова останніх, не дивля​чись на їх важли​ве як теоретичне, так і прик​​лад​не значення,  для загального ви​пад​​ку є складним, точ​​ніше кажучи, не розв’язальним поки що завданням. Подіб​ні проблеми ма​ють місце і для нелінійних систем із розподіленими пара​метрами. Особливо ак​ту​​​аль​ними серед них для сьогодення є ті, які харак​те​ри​зуються скла​до​вою швид​кості поздовжнього руху (трубопроводи, вздовж яких протікає рі​дина, колони для бу​рін​ня свердловин, канатні витяги тощо). Навіть лінійні ана​логи таких сис​тем не до​пускають застосування для по​бу​дови розв’язків кла​сич​них методів Фу​р’є та Д’Аламбера. Тому через від​сутність загальних підхо​дів до до​слідження ди​​​на​міч​них процесів у конти​ну​аль​них системах вказаного типу ди​​на​​​міч​ні явища у них роз​глядались лише для окремих випадків за певних (не завж​ди фізично обгрун​тованих) припущеннях. У зв’язку з ви​кладе​ним гру​н​тов​ний ана​ліз вка​за​них сис​тем має важливе теоретичне і прикладне значен​ня.
Дослідження нелінійних коливальних і хвильових явищ у пруж​них конс​трук​ціях при дії різного роду збурень (силових, інер​ційних і кі​нематичних) скла​дає одну із класичних проб​лем теоре​тич​ної та прикладної механіки. Актуаль​ні та ва​ж​ливі з практичної точки зору задачі розглянуто у роботах Ahmadiah H., De​meio L., Ghayesh M.H., Metrikine A.V., Salenger G., Santee D. Основною пробле​мою аналізу динаміки нелінійних систем на су​часному етапі дослід​жень у прик​ладній теорії коливань є відповідність ма​те​ма​тичної моделі системи її ре​аль​ному про​то​типу. На жаль, відомі дотепер ме​то​ди моделю​вання та аналізу пере​хід​них про​​це​сів у неліній​них динамічних системах не да​ють змоги в за​гальному ви​падку ефек​​​тивно розв’язати цю проблему через склад​ність математичного апа​рату. Кож​​​на із важливих загальних тех​нічних задач, для якої не вдається побу​дувати точний чи наближений аналітичний розв’язок, ви​ма​гає, зазвичай, за​без​пе​чення умов корект​нос​ті розв’язку та зас​то​сування в подальшому того чи іншого чи​сельного методу її роз​в’я​зання. Після обґрун​ту​ван​ня коректності розв’язку пи​​тання вибору чи​сельного методу є прин​ци​по​вим лише з точ​ки зору ефек​тивності са​мо​го методу. Якісні методи дослідження матема​тич​них моделей складних не​лі​нійних ди​на​мічних систем різної структури започатковано в останні деся​ти​літ​тя у роботах Глазатова С.M., Лавренюка С.П., Ліонса Ж.-Л., Самойленка А.М., Clark H.R., Kuttler K.L., Rosenberg R.M. та ін. У дисертаціїї викладено якісні ме​тоди до​слід​ження роз​в'яз​ків задач, які ви​никають в цілій низці мате​ма​тичних мо​де​лей коливань об​ме​​жених та необмежених тіл під дією не​лінійних пруж​них сил та нелі​ній​них сил опору.
Подальше підвищення продуктивності машин, інтенсифікація техноло​гіч​них процесів, а також застосування нових технологій на основі теорії коливань тісно пов’я​зані з умовою, що сучасні машинні агрегати мають надійно працюва​ти в широкому діапазоні навантажень, амплітуд і частот вимушених коливань. Зо​крема, ручні машини ударної дії знайшли широке застосування у промисло​во​му виробництві. Однак істотним недоліком машин цього класу є високий рі​вень ві​​бра​ційних навантажень. Тому проблема зниження шкідливого впливу віб​ра​ції на організм оператора до рівня державних санітарних норм є актуальною тех​ніч​ною проблемою. Для запобігання негативних наслідків вібрацій і змен​шен​ня їх рів​​ня в сучасній тех​ніці застосовують різноманітні віброзахисні прист​рої. Науко​ві дослідження пробле​ми підвищення ефективності віброізоляції в тра​н​с​порт​но​му, сільсько​гос​по​дарському, поліграфічному машинобудуванні, а та​кож новіт​ні ро​з​робки конст​рук​цій віброзахисних пристроїв свідчать про те, що захист ма​шин​​​них агрегатів від дії вібрації є одним з обов'язкових елементів тех​ніч​ного про​​​​гресу. Саме тому у дисер​таційній роботі розроблено методику аналітичного до​слід​ження динамічних про​цесів та синтезу параметрів для широкого класу не​лі​​нійних дискретних вібро​захисних та інших систем. 

Ще однією актуальною технічною проблемою є синтез та оптимізація пара​мет​​рів мобільних, малогабаритних бурильних установок. У бурінні сверд​ловин най​​​час​тіше використовують обладнання, яке може зас​тосо​ву​ва​тися для буріння во​до​забірних свердло​вин, по​​шу​кових свердловин на нафту і газ, роз​від​ки родо​вищ твердих корисних копа​лин, інженерно – геоло​гічних пошуків, а та​кож для бу​ріння вибухових свердловин. 
Таким чином, актуальність дисертаційного дослід​ження зумовлена техніч​ни​ми пробле​ма​ми машинобудівного, енергетичного обладнання машин та механіз​мів, ди​​на​​​​мічні процеси у яких неможливо описати у ме​жах ви​ключно лінійної тео​рії коливань. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тематика ди​​сертації пов'язана з науковими дослідженнями кафедри меха​ніки та авто​ма​​ти​за​​ції машинобудування і кафедри вищої математики Національ​ного універси​тету «Львів​​ська політехніка» у рамках наукових напрям​ків «Дина​міка, міц​ність та на​дій​​ність механічних систем, автоматизація виробництв і тех​ніч​на діагнос​ти​ка об​лад​​​нання» та «Дослідження кра​йо​вих задач математичної фізики, теорії функ​цій та функ​ціо​нального аналізу». Результати ди​сертації отри​мані автором під час ви​ко​​нання таких держ​​бюд​жет​них тем «Львівської політехніки»: «Тео​ретико-прик​лад​​​ні основи мо​дер​ні​зації енер​го​​ємного техно​ло​гічного обладнан​ня» (№ держ​ре​є​​страції 0112U001208); «Методи роз​в’я​​зу​ван​ня крайових задач з не​кла​сич​ни​ми у​мо​​вами для рівнянь з час​тинними похід​ни​ми» (№ держ​реє​стра​ції 0108U01126); «Мішані задачі та задачі з умо​вами за виділеною змін​ною для рів​​нянь із час​тин​ни​ми по​хід​ними» (№  держреєстрації 0109U001157); «Аналі​тичні та на​бли​​​же​​ні ме​тоди розв’язування кра​йових задач для диференціальних рів​нянь» (№  дер​ж​​ре​є​страції 0112U001202).

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є: 

· розвиток теорії нелі​ній​них коливань дискретних та континуальних меха​нічних сис​тем з метою аналітичного або чисельного опису складних динамічних про​цесів у них; 
· розширення теоретичної та прак​тичної бази дослідження та аналізу ди​на​міч​них явищ у механічних системах складної структури;

· уточнення вимог до технічних коливальних систем різної структури з ме​тою підвищення  їх надійності та ресурсу.

Для досягнення цієї мети було поставлено і вирішено такі задачі:

· із урахуванням аналізу існуючих методів математичного моделювання не​лі​нійних механічних систем  сформулювати напрям дисертаційного дослідження;

· поширити та узагальнити аналітичні методи нелінійної механіки  та хвильову 
тео​рію руху для аналізу динамічних процесів механічних систем складної струк​тури;

· отримати аналітичні залежності для опису динаміки важливих із практичної точ​ки зору нелінійних механічних систем дискретної структури, зокрема, не​ав​то​​номних систем із сильною нелінійністю;

· встановити особливості та розробити методику описання резонансних режи​мів коливань у важливих класах неавтономних систем із силь​ною нелінійністю; 

· розробити методику дослідження коливань механічних систем, близьких до систем квазінульової жорсткості; 

· розробити методику дослідження нелінійних коливань механічних систем склад​ної структури - пружних тіл, вздовж яких рухається суцільний потік одно​рідного середовиша (СПОС);

· розробити, дослідити та узагальнити математичні моделі нелінійних зги​наль​них коливань одновимірних пружних тіл, вздовж яких переміщається зі сталою швид​кістю СПОС та які обертаються навколо осі;

· дослідити резонансні динамічні режими коливань нелінійно пружного тіла із урахуванням кутової швидкості та руху СПОС. Оцінити вплив вказаних чин​ни​ків на динамічний коефіцієнт запасу міцності; 

· розробити якісні методи дослідження динаміки  механічних систем кон​ти​ну​альної структури, які описуються нелінійними хви​​льо​вими рівняннями дру​го​го порядку. Проілюстровати отримані результати на при​кладах модельних сис​тем;

· створити якісні методи дослідження динаміки нелінійних механічних систем з урахуванням дисипативних сил складної структури;

· розробити  нові методи якісного дослідження нелінійних систем з розподіле​ни​ми параметрами в режимах із загост​ренням.
Мета дослідження досягається:

· урахуванням визначальних чинників динамічного процесу при побудові матема​тич​них моделей;

· поширенням на нові класи динамічних систем аналітичних методів нелі​нійної ме​ханіки та хвильової теорії руху;
· аналізом та синтезом розроблених у роботі аналітичних та якіс​них методів до​слід​жен​ня механічних систем складної структури;

· використанням сучасних методів матема​тич​​ного та фізичного моделюван​ня. 
До математичних моделей висувається широкий спектр ви​​мог, що дозво​ляє досягнути  задовільної адекватності. У деяких випадках отримані наближені ана​​​​лі​тичні розв’язки рівнянь рухів механічних систем, у інших – досліджено якіс​​ні властивості роз​в’язків рів​нянь рухів, які зіставляються з резуль​татами чи​сель​​ного інтегрування.
Об'єкт дослідження – нелінійні коливання дискретних та континуальних механічних систем. 
Пред​мет до​слід​ження – математичні моделі нелінійних механічних сис​тем різної структури та динамічні яви​ща у них.

Методи дослідження: метод Лагранжа, принцип Остро​град​ського–Гаміль​тона – для скла​​дання рівнянь руху; аналітичні методи нелінійної механіки (метод Кри​лова–Боголюбова–Митропольського, метод Ван–дер–Поля) та хвильова тео​рія руху – для побудови набли​же​них розв’язків нелінійних диференціальних рів​​​​​нянь у системах зі скінченною кількістю сту​пе​нів вільності та у системах з роз​по​​ді​ле​ними параметрами; загальні методи якісної теорії не​лі​нійних крайових за​дач (метод Гальоркіна, метод монотонності, метод компактності) – для аналізу набли​жених розв’язків задач для нелінійних диференціальних рівнянь у мате​ма​тичних мо​делях, які описують коливальні процеси механічних  систем з розпо​діленими па​рамет​ра​ми; методи чисель​ного інтегрування рів​нянь руху та аналізу дина​мічних процесів у ко​ли​вальних сис​темах континуальної структури.

Наукова новизна одержаних результатів.  У дисертаційній роботі  отри​ма​но такі результати:

1. Впер​ше на основі синтезу якісних та асимптотичних методів розроблено ме​то​дику  до​​слід​ження   математичних  моделей   нелінійних  коливальних   систем 
склад​ної струк​​тури.

2. Для одного класу неавтономних систем із сильною нелінійністю розроблена за​гальна ме​то​ди​ка вивчення резонансних явищ. На її базі встановлено низку особ​ли​востей  ди​на​мічних процесів – умови резонансних та усталених дина​міч​них режимів ко​ли​вань. 

3. Здійснено грунтовний аналіз динамічних процесів у сильно нелінійних коли​валь​них системах квазінульової жорсткості. Вперше такий аналіз здійснено з ви​ко​ристанням асимптотичних методів нелінійної механіки.
4. Вперше системно досліджено нову складну континуальну математичну модель, яка ві​дображає нелінійні згинальні коливання одновимірних пружних тіл, вздовж яких переміщається зі сталою швидкістю СПОС  та які обертаються навко​ло не​ру​хомої осі. Проаналізовано динамічні процеси у вказаній вище коли​вальній механічній системі, резонансні явища та динамічні напруження пруж​ного тіла, оцінено вплив пара​метрів системи на динамічний коефіцієнт запасу міцності. 

5. Розроблено новий міждисциплінарний метод якісного дослідження розв’язків крайових задач у математичних моделях для широкого класу нелінійних коли​валь​них систем.

6. Проведено дослідження крайових задач для  хвильових рівнянь нелінійної теорії коливань в обме​жених та не​об​ме​же​них за про​с​​торовою змінною областях. Теоретично обґрунтовано можливість засто​су​ван​ня чисельних методів для ін​тегрування нелінійних диференціальних рівнянь руху та дослідження динаміч​них явищ у механічних коливальних системах. Сформульовано  поняття розв'яз​ку та роз​ро​блена ме​то​ди​ка дослідження варіаційної нерівності в необмеженій за просторовою змін​ною області.

7. Вперше на базі методів загальної теорії крайових задач розроблено методику дослідження класів коректності розв'язків змі​шаних задач  для ква​зі​лі​ній​них та силь​​но нелінійних еволюційних  рівнянь з ура​ху​ванням дисипативних сил (зо​кре​​ма, у випад​ку наяв​нос​ті гіпотези Фойгта – Кель​віна), які є математичними мо​​делями коливань мембрани та балки. За допомогою використання чисельних ме​тодів показано адек​ват​ність отриманих результатів для конкретних прик​лад​них задач.
8. Теоретично обґрунтовано можливість існування режимів із загострен​нями  для певних класів  нелінійних рів​нянь теорії коливань за наявності неліній​них в'яз​ко пружних сил. Вказано методику визначення критичних часових показ​ни​ків для таких режимів.

Отримані у дисертаційній роботі результати істотно розширюють та до​пов​нюють відомі результати стосовно використання аналітичних методів аналізу ди​на​мічних явищ у механічних коливальних системах із зосередженими масами та роз​по​ді​ле​ними параметрами, розвивають якісну теорію аналізу динамічних про​​​цесів у кон​тинуальних системах різної природи та у сукупності вирішують важли​ву науково–технічну та прикладну проблему розробки нових методів ана​лі​зу дина​міч​них систем різної структури.

Практичне значення одержаних результатів. Результати роботи можуть бути використані при проектуванні, екс​плу​атації й ви​про​буваннях бурового та енер​гетичного устаткування; при проведенні науко​вих до​слід​жень мате​матич​них моделей не​лінійних механічних коли​валь​​них систем, стійкості та надій​нос​ті таких систем, динаміки бурильних ко​лон; для навчального процесу при  про​веденні лек​цій, практичних робіт та курсо​вого проектування для студентів інже​нерно-меха​ніч​​них та машинобудівних спе​ціаль​ностей, яким викладаються дис​ципліни з ди​на​мі​ки машин та проектування, створен​ня і експлуатації бурового  обладнання. Наукові розробки і рекомендації з питань динаміки та міц​нос​ті бурового устаткування впроваджені в ПАТ «Укргазвидобування», з питань ди​на​міки віброзахисного устаткування – у ДП «Львівське конструкторське бю​ро» Мі​ністерства енергетики та вугільної про​мис​ловості України, результати ро​боти ви​​користовуються у науково-дослідних роботах з математичного мо​делювання складних систем в Інституті прикладних проблем механіки та ма​те​ма​тики ім. Я. С. Підстригача НАН України.
Результати дисертації мають теоретичний та прикладний характер. Вони мо​​жуть розглядатися як істотний внесок у загальну теорію аналізу динамічних про​цесів у дискретних та континуальних нелінійних механічних системах. 
Особистий внесок здобувача. Усі результати дисертаційної роботи, які ста​​новлять її наукову новизну й практичну цінність, отримані здобувачем осо​бис​то. У спiльних стат​тях [2, 5, 6, 7, 13, 22-26] автору належить отримання ос​нов​них резуль​та​тів. У стат​тях [20, 28] автору належать якісні результати та ана​ліз отриманих результатів математичного моделювання. У спіль​ній стат​ті [17] автору  належить отри​ман​ня основних результатів аналізу динамічних явищ. У па​тенті [27] ав​тор отримав теоретичні резуль​та​ти щодо не​ре​зо​нансного функці​о​ну​вання коли​валь​ної системи. У спільних статтях [15, 21, 31] автору належить отри​​мання якіс​​них результатів. 

Апробація результатів дисертації. Матеріали дисертації оприлюднені на на​ступних міжнародних конференціях: міжнародна наукова конференція “Шос​ті Бо​го​лю​бовські читання“ (2003 р., м. Чернівці);  міжнародна наукова конференція до 100 – річчя М. М. Бо​го​лю​бова та 70 – річчя М. І. Нагнибіди (2009 р., м. Чер​нів​ці); міжнародна наукова кон​ференція ”Обчис​лю​вальна мате​матика та прик​ладні про​бле​ми механіки” (2009 р., м. Львів); 13-а міжнародна наукова кон​ференція ім. акад. Кравчука (2010 р., м. Київ); міжнародна наукова кон​ференція «Диферен​ці​аль​ні рівняння та їх застосування» (2011 р., м. Київ); 14-а між​народна наукова кон​фе​ренція ім. акад. Кравчука (2012 р., м. Київ); 3-я між​на​род​на науково-тех​ніч​​на конференція "Тео​рія та практика раціо​нального про​ект​​у​ван​ня, виго​тов​лен​ня і експлуатації маши​нобудівних кон​с​трук​цій" (2012 р., м. Львів); між​на​род​на на​у​ко​ва конференція "Су​ча​сні проблеми ме​ханіки та матема​ти​ки" (2013 р., м. Львів); між​народна науково-практична конфе​ренція "Матема​тика в сучасному тех​ніч​но​му університеті" (2013 р., м. Київ); 11-ий міжна​род​ний симпозіум укра​їн​ських ін​же​не​рів–механіків у Львові (2013 р., м. Львів); між​​народна науково-прак​тична інтернет-кон​фе​ренція "Ма​тема​тич​не мо​делю​вання при​к​лад​них задач мате​матики, фізики, меха​ніки" (2013 р., м. Хар​ків); XII міжнародна науково-тех​нічна конференція "Вібрації в техніці та тех​нологіях" (2013 р., м.  Харків); VII між​​народ​на на​укова конфе​рен​ція «Акту​аль​ні проблеми ме​ханіки деформів​ного твер​​дого тіла (2013 р., м. Донецьк-с. Мелекі​но Донець​кої обл.); XVI між​на​род​​​на на​укова конфе​рен​ція "Dynamical System Modeling and Stability Investi​gations" (2013 р., м. Київ); XVІІІ між​народ​на науко​во-тех​нічна кон​ференція "Гідро​а​е​ро​ме​ханіка в інже​нерній практиці" (2013 р., м. Київ).

Матеріали дисертації регулярно доповідались на Львівському міському се​мінарі з диференціальних рівнянь (2004-2010 рр.),  на наукових конференціях про​​​фе​​сорсько-викладацького складу Інституту прикладної математики та фун​да​мен​таль​​них наук Національного університету “Львівська політех​ніка” (2003 -2013 рр.). У повному об​сязі результати досліджень допо​ві​да​лися та обговорю​ва​лися на роз​​ширеному засіданні ка​фед​ри механіки та автоматизації ма​ши​но​бу​дування На​ціо​нального університету «Львівська політехніка» у травні 2014 року.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковано у одноособовій мо​​нографії, 26 статтях у наукових журналах та збірниках (з них 25 статтей – у провідних фахових видан​нях України та у виданнях за кордоном, 1 стат​​​тя – у не​фаховому науковому видан​ні), одному патенті, 12 матеріалах міжнародних кон​​фе​рен​​цій. Чотири праці індексовані в міжнародній науко​метричній базі Scopus.
Структура дисертації.  Робота складається зі вступу, шести розділів, вис​нов​ків, списку використаних джерел, який налічує 261 най​​ме​​ну​ван​ня, додатку – даних про впровадження резуль​та​​тів робо​ти.  Дисертація містить 122 рисунки, 4 таблиці та має загальний обсяг 334 сторінки. 
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі обґрунтовано актуальність теми, показано зв'язок роботи з науко​ви​​ми темами, сформульовано мету та задачі дослідження, вказано наукову но​виз​​ну, практичне значення, наведено інформацію про публікації та їх опри​люд​нен​ня.

У розділі 1 висвітлено сучасний стан досліджуваної проблеми, зокрема, зроб​лено огляд результатів досліджень, споріднених з проблематикою даної роботи. Акцен​товано увагу на існуючих моделях дискретних та континуальних  нелінійних коливальних систем та основних ана​літичних та якісних методах їх дослідження. 

У розділі  2  досліджено резонансні явища у сильно нелінійних системах із зосеред​же​ними масами, зокрема, розроблена загальна методика дослід​ження деяких важливих із практичної точки зору класів дискретних нелінійних систем– неавтономних систем із сильною нелінійністю як з одним, так і з багатьма сту​пенями вільності. Характерною їх особливістю є те, що відновлюючі сили не вда​​ється лінеаризувати. Збурення руху вважається таким, що: по-перше, його вдається описати аналітичними періодичними за часовою змінною функціями; по-друге, максимальне значення збурення є малим у порів​нянні із макси​мальним значенням відновлюючої сили. Основна ідея розробленої у розділі методики дослідження резонансних явищ вка​за​ного вище класу систем базується на ідеї використання спеціальних періодичних Ateb-функ​цій при побу​дові розв’язків не​збу​рених аналогів систем та адаптації загальних ідей методів збу​рень на ви​падок збурених неавтономних систем. На конкретних прикладах із вико​рис​тан​ням розробленої методики встановлено цілу низку особливостей, які не​влас​тиві навіть квазілінійним сис​темам. Саме на ці обставини звернута особли​ва ува​га у розділі. 

Зокрема, розглянуто механічні системи із одним ступе​нем вільності, мате​ма​тичними моделями коливань яких є рівняння
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- функція, яка описує головну частину відновлюючої сили; 
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 - частота зов​нішнього періодичного збурення, яке діє на сис​тему; 
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 - малий параметр, який вказує на малу величину зов​нішнього періо​дич​ного збурення та незначне відхилення відновлюючої сили від сте​пе​невого зако​ну. Треба відзначити, що функція 
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 може описувати також і нелі​ній​ний ха​рактер сил опору, максимальне значення яких є малою величиною у по​рів​нянні із макси​мальним значенням відновлюючої сили 
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. Остання нерівність є базою для використання загальних ідей методів збурень для побудови розв’яку нелінійного диференціального рів​нян​ня (1). Відповідно до них, насамперед, необхідно описати динамічний процес незбуреної (
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) або породжуючої системи, яка відповідає (1). Її ана​логом є нелінійне рівняння
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Розв’язок рівняння (2)  виражається за допомогою періодичних Ateb - функцій  у 
ви​гля​ді
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Рис. 1. Залежності частоти власних коливань від амплітуди та параметру 

нелінійності 
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 для малих – а) та великих – б) його значень
Як показують отримані графічні залежності (рис. 1), вже для незбуреного руху влас​​на частота динамічного про​це​су залежить від амплітуди та параметру не​лінійності 
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. В цьо​му полягає перша ос​нов​​на відмінність незбуреного руху від лі​нійних аналогів систем, які відповідають рівнянню (2). Із побу​довою роз​в’яз​ку цьо​го класу сильно нелінійних систем, який вра​хо​вував би вка​за​ні вище особ​ливості їх динаміки, пов’язані основні  проблеми дослідження коливань, в т. ч. резо​нансних. Отримані результати та графічні залежності по​ка​зують: для систем малої жорсткості (
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) частота власних коливань для біль​ших значень амплітуди є меншою;  при наближенні параметру нелінійності 
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 до нуля процес у системі стає близьким до ізохронного; для систем значної жорст​кості (
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) та зна​чень амплітуд коливань, менших за 1, для більших значень пара​метру не​лі​ній​ності 
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 частота власних коливань є меншою; для значень амплі​туди ко​ли​вань, більших за 1, більшим її значенням відповідає більше значення час​тоти влас​них коливань; за однакових значень параметрів 
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 та 
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 період коли​вань силь​но нелінійної системи є більшим за період коливань лінійного аналогу сис​те​ми при 
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. Наведені вище особ​ли​вос​ті динаміки розглядуваного класу систем та ін. враховано при дослідженні резо​нанс​них явищ. 

Класичне поняття резонансного явища слід застосу​ва​​ти і для вка​заних сис​тем з тією лише різницею, що термін “частота”, покладений у зміст функ​​ції 
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, є дещо ширшим, ніж для квазілінійних систем: по-перше, власна час​тота коли​вань системи визначається не тільки фізико-механічними її харак​те​рис​тиками (параметрами 
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), але й амплі​тудою 
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; по-друге, періодичний процес не​збу​реного руху описується пе​ріодич​ними Ateb-функціями. Період 
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 остан​ніх за аргументом 
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 є функцією пара​метру нелінійності 
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 та визна​ча​ється спів​відношенням 
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. Це вимагає для розгляду​ва​ного класу систем за по​нят​тя головного резо​нансу прийняти похідне від кла​сичного по​няття, а саме – період власних коливань співпадає із періодом збу​рення. Таким чином, явище резонансу у розглядуваних системах має місце при виконанні умо​ви 
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. Беручи до уваги вигляд функції, яка описує “власну частоту”, можна отри​мати значення параметру 
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, за якого вини​кає резонансне явище. Нижче бу​​де​мо позначати його 
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, де 
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. Таким чином, резо​нанс​не явище у досліджуваного класу дина​міч​них систем виникатиме за умови, коли амплітуда коливань є близькою до 
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. Якщо остання є більшою за 
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, то наявні в реальних системах сили опору при​во​дять до того, що з часом амплітуда коливань буде змен​шуватись до ве​личини 
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, а далі наступає явище резонансу і навпаки, якщо амплітуда динамічного процесу є меншою за 
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, то явища резонансу у системі спостерігатись не буде. Останнє міркування вказує на ще одну із принципових різниць коливань у сильно нелінійних системах. Якщо ж у збу​реній сильно нелі​ній​ній системі існує один або декілька ста​ціо​нарних режимів коливань, то до​слідження реакції системи на періодичне збу​рен​ня потребує окремого роз​гляду із використанням наведених вище результатів.  

За​леж​ності   ре​зо​нансної  амплі​туди   від  па​ра​​метрів,   які  характеризують  
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Рис. 2. Залежність амплітуди резонансу від 
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– б)
фізико-меха​нічні   властивості системи та частоту ви​мушуючого періодичного  збурення   (рис. 2,  рис. 3)  засвідчують,  що    для   «м’яких»   систем    (
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Рис. 3. Залежність амплітуди резонансу від параметру нелінійності 
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і малих – а) та великих – б) значень параметру 
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резонансне явище можливе у  разі, коли  частота власних  коливань  лінійного ана​логу системи є  мен​шою за частоту вимушуючої сили, із наближенням пара​метру 
[image: image65.wmf]n

 до  – 1 амплітуда ре​зо​нансу 
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  стрімко  зростає.  Що стосується «жорстких»  систем (
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),  то резо​нан​с​​не яви​ще можливе у випадку, коли  часто​та лінійного аналогу системи є біль​шою за час​​то​ту ви​му​шуючої сили і для більших значень параметру нелінійності сис​теми та частоти ви​​му​​шую​чої сили амплітуда резонан​су є біль​шою. Одночасно отри​ма​ні ре​зуль​та​ти дозволяють стверджувати: якщо у консер​ва​тивній сис​темі відбу​ваються коливання з амплітудою, меншою за 
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, то періо​дич​ні сили обме​же​ної величини та довільної частоти не зможуть викликати у ній ре​зонансних коливань; для систем біль​шої жорсткості величина порогового зна​чення амплітуди є біль​шою. 
У розділі розроблена загальна методика дослідження неавто​ном​них неконсерва​тив​них систем із сильною нелінійністю. Базою для її побудови є отри​мані та про​а​на​лі​зовані вище спів​​відношення для визначення амплітуди і частоти, а також адап​то​вані на їх основі ідеї ме​тоду Ван-дер-Поля. Відповідно до основ​ної ідеї цього методу динамічний процес системи, математичною моделлю якої є спів​​від​ношення (1), можна описати залежністю 
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. В ос​тан​ній залеж​ності 
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 є невідомими функціями, які не​обхідно визна​чити так, щоб це спів​відношення з необхідним ступенем точ​нос​ті задовольняло ви​хід​не рів​няння (1). Для визначення 
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 отримано деяку систему зви​чайних дифе​рен​ціальних рівнянь. Як було наго​лошено вище, для отриманої сис​теми ди​ференціальних рівнянь розглянуто два ви​пад​ки: нерезонансний та резо​нансний. У не​ре​зонансному випадку малі пе​ріодичні збурення незначною мі​рою впли​ва​ють на закони зміни визначальних пара​метрів динамічного процесу. До того ж амп​лі​туда та параметр 
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 є повільно змін​ними функ​ціями часу. Це дозво​ляє, не змі​нюючи точності ре​зуль​татів, про​вести усереднення отриманих залеж​ностей за фазою власних та вимушених коливань. Одержана відносно прос​​​та у до​слід​женнях та для аналізу так звана система у стандартному вигляді. Від​по​відно до неї змінюється амплі​тудно – частотна характеристика не​ре​зо​нанс​них ко​​ли​​вань сильно нелінійної системи. 
Набагато складнішим і одночасно важливі​шим із теоретичної та практич​ної точок зору є резонансний випадок. Отри​мано виз​на​чальні параметри резо​нанс​них коливань розгля​дуваної сильно нелі​нійної сис​те​ми. Треба одночасно від​значити, що саме явище резо​нансу у сильно нелі​ній​них системах є більш швид​коплинне, ніж у квазілінійних.

Вивчено вплив періодичного збурення на динамічний про​цес дискретної системи, що описується диферен​ціальним рівнянням
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де  
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– амплітуда зовнішнього періодичного збурення. У нерезонансному та ре​зо​нансному ви​​пад​ках, виходячи з (3), отримано залежності, які визначають амп​лі​туди стаціонарних ре​зо​нанс​них коливань. З отриманих співвідношень, як окре​мі випадки, отримуємо ві​до​мі при 
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 залежності, які стосуються квазілінійних коливань. 

Викладені вище теоретичні результати, які сто​су​ють​ся динамічних про​цесів сильно нелінійних систем із одним ступенем віль​нос​ті, ви​користано нижче для до​слідження конкретних моделей з метою їх порів​няльного аналізу із квазі​лі​ній​ними моделями. Зокрема, досліджено резонансні коливання сильно не​лі​ній​ної моделі, яка опи​су​єть​ся рівнянням Ван-дер-Поля
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де 
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 стала, а інші параметри описані вище у цьому розділі. Встановлено, що для не​резонансного випадку, як і для квазілінійного, у системі існують два ста​ці​о​нар​​​ні режими коливань. Перший із них відповідає рівноважному поло​женню (
[image: image80.wmf](

)

0

º

t

x

), другий – усталеному динамічному процесу, причому для (4) амплітуда та частота усталеного динамічного процесу залежать від параметру нелінійності. Отри​ма​ні результати та графічні залежності показують: для більших значень параметру 
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 стійке стаціонарне значення ампліту​ди є меншим; швидкість наближення амплі​туди коливань до стаціонарного значення є більшою для жорсткіших систем; для зна​чень параметру 
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 частота усталеного динамічного про​цесу, за якої мо​ж​​ливі резонансні коливанння, є меншою, ніж для квазілінійного випадку, а для 
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 – більшою (за умови рівності інших параметрів). Для резонансних ко​ли​вань у порівнянні із квазілінійною моделлю вказаного рівняння характерні не тільки кількісні від​мінності в описі основних характеристик процесу, але й прин​ци​пово якісні: у ква​зі​лінійній моделі явище го​лов​ного резонансу має місце за умо​ви 
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, а у сильно неліній​ній – 
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.  Встановлено області ре​зо​нансу у системі та умови його відсутності. Для резонансних коливань роз​гля​ду​ваної механічної системи можливі два принципово якісно та кількісно від​мін​ні ви​падки. У випадку, якщо амплітуда початкового збурення 
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, то вна​слі​док того, що амплітуда коливань зростає з часом, на​​мага​ючись досягти стійкого стаціонарного значення (рис. 4), через деякий про​міжок часу ди​на​мічний процес “входить” у резонансну зону. Не дивлячись на йо​го короткотривалість, амплітуда коливань різко зростає, а, отже, система вихо​дить із зони резонансу. Незалежно від величини амплітуди виходу із резо​нансу (
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) система внаслідок сильної стійкості стаціо​нар​ного зна​чен​ня амплітуди коливань у резонансну область більше не потрапляє. 
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	Рис. 4. Якісна картина зміни амплітуди резонансних коливань системи Ван-дер-Поля 
у випадку 
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	Рис. 5. Якісна картина зміни амплітуди резонансних коливань системи Ван-дер-Поля 
у випадку 
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Важливішим, цікавішим та одночасно складнішим випадком резонансних ко​​ливань сис​теми Ван-дер-Поля є випадок 
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, тобто: ре​зо​нансне зна​чення амплітуди є більшим за стійке стаціонарне значення амплітуди ко​​ли​вань, проте меншим за початкове значення амплітуди. Для вка​за​ного випад​ку сис​тема, увійшовши у резонанс, за короткий проміжок часу значно збільшує амп​​літуду коливань, а, отже, виходить із зони резонансу. Вийшовши із зони ре​зо​​нансу, динамічний процес описується нерезонансними рівняннями до моменту ча​​су, поки амплітуда коливань не стане близькою до 
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. Отже, процес виходу та вход​ження  у  резонанс  буде повторюватись,  доки діє  гармонічне збурення (рис. 5).

У розділі вивчено резонансні явища у віброзахисних системах, близь​ких до систем “нульової” жорсткості. Приклади таких систем наведені на рис. 6 а), б). Не див​ля​​чись на їх широкий спектр, математично вони описуються одно​типними зви​чай​​ними диферен​ціальними рівняннями із сильною нелі​нійністю
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У рівнянні (5): 
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 – маса тіла, яке піддається дії вібраційного наван​та​ження, зумов​ле​ного рухом основи; 
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 –  коефіцієнт в’язкого тертя; 
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, 
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 –  сталі ве​личини,  які  визначаються  через  жорсткості  
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,  
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  і  відповідно   до​​рів​нюють:
[image: image107.png]


                     [image: image108.png]






а)                                                        б)

Рис. 6. Механічні системи нульової жорсткості із одним ступенем вільності
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– попередня деформація допо​міжних пружин, довжина яких у неде​фор​​мо​вано​му стані дорівнює 
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. Для дослідження ди​намічних проце​сів розглядуваної системи віброзахисту використано раніше отримані резуль​та​ти. Описано у першому наближенні нере​зо​нансний процес і вста​новлено умови резонансу в системі. 

У розділі наведено окремі класи сильно нелінійних систем із багать​ма сту​пе​нями вільності, для яких динамічний процес вдається описати за допо​мо​гою періодичних Ateb-функцій. Для них отримано аналітичні залежності, які опи​сують закони зміни визна​ча​ль​них параметрів незбуреного руху вказаних сис​тем. Для близьких до вказаного вище типу не​автономних неконсервативних сис​тем отримано залежності, які визначають вплив на динаміку процесу малих за ве​ли​чи​ною збурень.  Досліджено нормальні коливання дея​ких класів консерва​тив​них сис​​тем із зосередженими масами. Система дифе​рен​ціальних рівнянь, які опи​су​ють дина​мічний про​цес незбуреного руху, має вигляд
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Показано, що, не зважаючи  на сильну нелінійність рівняння (6), динаміч​ний процес у відповідній  механічній системі можна описати за допомогою пе​ріо​​дичних Ateb-функцій. Зокрема, описано за допомогою вказаних функцій нор​маль​ні форми коливань розгля​нутих сильно нелінійних автономних консер​ва​тив​​них систем. Вивчено вплив періодичного збурення на нормальні коливання силь​​но нелінійних систем із багатьма ступенями вільності. Викладені раніше ре​зуль​тати є базою для дослідження впливу малого збурення неавтономного типу на ”близькі” до розглянутих вище системи. Предметом розгляду є динамічні сис​теми, рух яких описується диференціальними рівняннями вигляду
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У вказаних неконсервативних системах розглянуто коливання, близькі до нор​маль​​​них коливань відповідних незбурених консервативних систем. Малі збу​рен​ня неавто​ном​ного типу у нелі​нійних системах за присутності ма​лих періодичних збу​рень у нерезонансних випадках спри​чиняють незначні зміни виз​начальних па​раметрів динамічного процесу не​збу​реної системи. Виявляється, що у режи​мах нормальних коливань сильно нелі​нійних систем із скінченим чис​лом сту​пе​нів вільності вказана властивість збе​рігається. 

У розділі до​слід​жено нормальні ко​ливання однієї системи із дво​​ма ступе​нями віль​ності, яка використовується для захисту облад​нан​ня від різ​но​го роду вібра​цій – системи квазі​ну​льової жорс​т​кос​ті. Ана​ло​гами вка​​заних систем для ви​падку систем із дво​ма сту​пе​нями віль​нос​ті є сис​теми, мо​делі яких зображені на рис. 7 а), б). 
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Рис. 7. Схема механічної системи з двома ступенями вільності
При​йма​ючи до уваги, що го​ризонтальні пруж​ні елементи задоволь​ня​ють ліній​ному, а вер​тикальні – нелінійному закону пружності, диференці​аль​ні рівнян​ня, які опи​сують рух вказа​ної механіч​ної системи, зведено до вигляду:


[image: image120.wmf]dt

dx

x

c

x

x

c

x

c

dt

x

d

dt

dx

x

c

x

x

c

x

c

dt

x

d

1

2

2

4

3

2

1

2

3

1

3

2

2

2

1

1

1

4

3

2

1

2

3

1

1

2

1

2

~

)

(

~

,

)

(

b

b

-

=

-

-

+

-

=

-

+

+

.                  
        (7)

У вказаних вище співвідношеннях 
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 – координати першого та другого тіл з масами 
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 від​по​відно у довільний момент часу;  
[image: image124.wmf]i

c

~

 – коефіцієнт про​пор​​ційності, пов’язаний з жор​ст​​кістю 
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 – го пружного еле​мен​та; 
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 – коефі​цієнти в’яз​​кого тертя 
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 – го тіла. От​ри​мано умо​ви існування нормальних коли​вань, опи​са​них системою (7), про​ана​лі​зовано фази та​ких коливань, встановлено спів​відно​шення, які визна​чають за​леж​ності частоти та періоду збурених коли​вань від амплі​туди. 

У розділі 3 дисертації проведено грунтовний аналіз динаміки не​лі​нійно пруж​​них тіл з ураху​ванням руху вздовж них СПОС. Розглянуто випадки: а) СПОС (рідина, однорідне сипке середовище  тощо)  переміщається вздовж тіла зі ста​​лою швид​​кістю; б) пруж​не ті​ло обер​та​єть​ся навколо осі. Основний акцент у роз​ділі спрямовано на отримання ана​лі​тичних за​ле​ж​нос​​тей, зручних для інже​нерних розрахунків, які враховують вплив на ди​на​міч​ний про​цес цілої низки гео​метричних та фізико-механічних ха​рак​теристик пруж​​ного тіла та СПОС, кіне​матичних характеристик руху тіла чи СПОС, дію на пруж​не тіло зовнішнього пе​ріодичного збурення. Для цього: отримано ма​те​ма​​​тич​ні моделі динаміки системи одновимірне пружне тіло, вздовж якого руха​єть​ся СПОС чи відповідно пружне ті​ло, що обертається довко​ла осі; розроблено (за певних припущень) методику опи​сання законів зміни визначальних пара​мет​рів динаміки пружних тіл; проана​лізовано вплив зовнішніх та внутрішніх чин​ни​ків на АЧХ коливань пружного тіла. Особливу увагу звернуто на резонансні яви​ща.

У розділі досліджено згинальні коливання пружного тіла, вздовж якого руха​ється СПОС. Зокрема, отримано математичну модель коливального проце​су за таких спрощень: площа поперечного перерізу пружного тіла, маса оди​ниці його довжини та жорс​т​кість є незмінними величинами; пружні власти​вос​ті мате​ріалу тіла задовольняють бли​зь​​кий до лі​ній​ного закон пружності; вздовж пруж​ного тіла рухається зі сталою швид​кістю су​цільне середовище “ну​льо​вої зги​наль​ної  жорсткості”; нормальні перерізи пружного тіла зна​хо​дяться завжди пер​пен​дикулярно до  його нейтральної осі, тобто депланація по​пе​речного пе​рерізу від​сутня; відхилення окремих точок тіла відбуваються у на​прям​ку пер​пен​ди​ку​ляр​​ному до середньої його лінії, тобто переміщенням точок паралельно до нейтральної осі нехтуємо; відхилення точок осі пружного тіла довільного нор​мального перерізу відбуваються в одній пло​щині (“у площині коливань”). За вка​за​них припущень відхилення точок осі пруж​ного тіла при поперечних його коливаннях однозначно визначаються однією функцією двох змін​них – ко​ор​ди​нати 
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 в довільний момент часу, а відповідний розподіл сил вказаний  на рис. 8. 
Позначимо: 
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  модуль пружності матеріалу  тіла; I – момент інерції поперечного перерізу тіла відносно осі, яка збігається із нейтральною віссю у недефор​мова​ному положенні (вказана  вісь  є  перпендикулярною  до площини  коливань); М – згинальний  момент перерізу із координатою 
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	Рис. 8. Розподіл сил, які діють на умовно виділений елемент пружного тіла


нахилу, який утворює із віссю OX до​тична до нейтральної лінії нормального перерізу із координатою 
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 - кут на​хилу, який утворює із віссю OX дотична до нейтральної лінії нормального пе​рерізу із координатою 
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Нехай пружні властивості матеріалу  тіла задовольняють нелінійному технічно​му закону пружності 
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 характеризує відхилення його пружних властивостей від лінійного за​кону. У такому випадку пока​зано, що у разі сталої швидкості руху 
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 суціль​ного сере​до​​ви​ща вздовж пружного тіла на основі рівняння рівноваги (8) одержа​но не​лі​нійне диференціальне рівняння згинальних коливань у вигляді:
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Досліджено динамічний процес системи пружне тіло – СПОС за ма​лої швид​​кості руху останнього. Це дозволяє запропоновану модель динамічного про​це​су пред​ставити у такому загальному вигляді: 
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де 
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 ста​​ла, яка ха​рактеризує геометричні, фізико-механічні та кінематичні характе​рис​​тики пруж​ного тіла та СПОС, 
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 – малий параметр. Для рівняння (9) кра​йові умо​ви відповідають шарнірному закріпленню кінців пружного тіла, тобто 
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У розділі доведено, що динамічний процес коливань механічної системи, яка опи​су​ється рівнянням (9) за крайових умов (10) можна трактувати як накладання  двох хвиль однакової довжини, тобто 
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 сталі. Одержане дис​​пер​сійне співвідношення, яке  визначає час​то​ту процесу як функцію хви​льо​во​го числа у вигляді 
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. Отри​мано вигляд одночастотного  та ба​га​​то​час​тотного хвильового процесу кра​йо​вої задачі, яка описується незбуре​ним рівнянням (9). 
У розділі розроблено методику дослідження впливу на нелінійні коливання пруж​ного тіла СПОС. Для цього, насамперед, побудовано розв’язок збуреної кра​йової задачі (9), (10). Її розв’язування дещо спрощують накладені на пра​ву частину (9) умови, а саме: максимальне значення сил інерції суціль​но​го потоку рухомого сере​до​вища є малим у порівняння із максимальним значенням
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. На рис. 9 пред​​​с​тавлено залеж​ність частоти 
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 власних ко​ли​вань пружного тіла від його дов​жини та погонної маси суцільного середовища без урахування його від​нос​ного руху. Зауважимо, що у  нелінійних ме​ханічних сис​темах, як правило, вста​нов​лю​єть​ся дина​мічний процес, частота якого близька до головної частоти спектру  влас​них  частот  або  до  частоти  вимушуючої  си​ли. Це дозволяє у ре​зуль​татах, які стосуються конкретних систем, приймати 
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У розділі розгля​нуто випадок так званих “коротких” систем. Для них вплив нелінійних сил проявляється  у зміні в часі  визначальних параметрів коливань, в
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	Рис. 9. Вплив довжини та погонної маси СПОС пружного тіла на його власну частоту 

	Рис. 10. Вплив амплітуди 
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той же час для довгих – останні залежать також і від лінійної координати.

Грунтовно проаналізовано випадок нерезонансних коливань пружного ті​ла, вздовж якого ру​хається СПОС. Як було наголошено вище, параметри 
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 у асимп​тотичному пред​​ставленні розв’язку задачі тут є змін​ними у часі вели​чи​на​ми і вра​ховують вплив нелі​ній​них, періодичних сил, а та​кож рух вздовж ті​ла су​цільного потоку се​ре​довища. Невідомі зако​ни їх зміни шу​каємо у вигляді за​ко​нів, заданих дея​ки​ми звичайними диферен​ціаль​ни​ми рів​нян​​нями. Залежність нелінійних коливань пружного тіла від амплі​туди та швид​кос​ті руху СПОС (рис. 10), а також інші отримані у розділі результати по​ка​зують, що вплив нелі​ній​них пруж​них ха​рак​​те​рис​тик ма​те​ріалу тіла та рух су​цільного потоку сере​до​ви​ща вздовж нього прояв​ляються у залежності власної час​тоти коливань тіла від амп​лі​​туди та швидкості руху останнього. Причому влас​на частота нелінійних коли​вань пружного тіла: для більших значень вели​чини відносної швидкості потоку суцільного середовища є меншою; змен​шу​ється із зростанням довжини пруж​ного тіла; є меншою для суцільного потоку середовища меншої питомої ваги. 
Наведені результати одночасно є базою для дослідження резонансних ко​ли​вань, які майже завжди для механічних систем ві​ді​грають не​гативну роль, адже при резонансі у них значно зростають амплітуди коливань, а, отже, зро​ста​ють динамічні наван​таження. Це приводить до зменшення ресурсу екс​плуатації систем. Що стосується нелінійних резонансних поперечних коли​вань пружного тіла, вздовж якого рухається СПОС, то фізико-механічні та кіне​ма​тичні харак​те​ристики останнього впливають не тільки на амплітуду, але й на ре​зо​нансну час​тоту (частоту власних коливань). Для знаходження їх впливу  на резонансне зна​чен​ня амплітуди, як і в нерезонансному випадку, розв’язок по​ставленої задачі шу​каємо у вигляді асимптотичного представлення з тією різ​ни​цею, що у резо​нанс​ному випадку амплітуда коливань пружного тіла суттєво за​лежить від різ​ниці  фаз власних та вимушених коливань. Тому у вказаному асим​п​тотичному по​дан​ні амплі​тудний параметр визначається більш складним спів​від​ношенням таким чином, щоб асимптотичне подання задовольняло з розгля​дуваним ступе​нем точності вихідне рівняння. 
У розділі на базі загальних залежностей роз​гля​​нуто поперечні ко​ливання пруж​но​го ті​ла, вздовж якого рухається зі сталою за ве​личиною швид​кістю СПОС, під дією періодичного збурення гармонічного ха​рак​​​теру. Такий випадок най​ці​ка​віший із теоретичної та прак​тичної точок зору. У вка​заному випадку дифе​рен​ціальне рівняння руху системи зги​наль​​них коливань пружного тіла набуває вигля​ду
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  (11)                                              

Якщо вважати, що крайові умови для рівняння (11) відповідають шарнірно за​кріп​леним кін​цям, то одночастотний коливальний процес у режимі, близькому до частоти зовнішніх збурень, описано залежністю 
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Параметри 
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 для вказа​но​го випадку визначаються певною системою ди​фе​рен​ціальних рівнянь для не​ре​зонансного випадку та для випадку головного резонансу. На їх базі побудовано графічні залежності (рис. 11) амплітуди ре​зонансних коливань пружного  тіла від розбалан​сування 
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 частот влас​них та вимушених коли​вань, які разом з іншими отриманими у розділі резуль​татами показують, що: домі​нуючий вплив на змі​ну час​​тоти нелінійних коливань відіграє погонна  маса  СПОС;  для  невеликих швидкостей руху СПОС для біль​ших її значень резонансні амплітуди є більшими;  для меншої погонної маси СПОС ве​личина резонансної амплітуди  є  меншою. Отримані дифе​рен​ціальні за​леж​ності до​​зволяють також отримати  спів​від​ношення для визна​чення  амплі​ту​ди  стаціонарних  резо​на​н​​​​с​них коли​вань та резонансної  кривої.
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а)                                                                  

б)

Рис. 11. Вплив розбалансування частот на амплітуду коливань пружного тіла 
при 
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У розділі проаналізовано вплив збурення крайових умов на поперечні ко​ли​ван​ня пруж​ного тіла, вздовж якого переміщається СПОС. Приймається, що макси​маль​не зна​чення збурень у граничних точках є малою величиною у порівнянні із жор​ст​​кістю пружного тіла. У такому разі математичною моделлю динамічного про​цесу пружного тіла, вздовж якого рухається СПОС, є дифе​рен​ці​аль​не рів​нян​ня (9) за крайових умов 
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де 
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 – деякі лінійні однорідні функції. Праві частини  залеж​нос​тей (12) – 
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- періодичні по 
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 функції, які розкладаються в ряд за степенями ма​ло​го параметра 
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. Кра​йові умови (12) відповідають ряду практичних випадків за​кріплення кінців пружного тіла і включають в себе випадок пружного закріп​лення з нелінійною характеристикою і заданим зміщенням його у часі. Нелінійне рівняння (9) разом з чотирма слабко нелі​ній​ними крайовими умовами (12) скла​дають одновимірну нелінійну крайову задачу неавтономного типу за наявності у ко​ливальній системі малих збурень нестаціонарного характеру. Отримані ре​зуль​тати та графічні залежності показують, що: 1) домінуючу роль у визначені часто​ти власних коливань пружного тіла, яке обертається навколо нерухомої осі, віді​грають згинальна жорсткість, кутова швидкість обертання та віддаль між опор​ними підшипниками; 2) вплив амплітуди на частоту його згинальних коливань силь​​ніше проявляється для випадку меншої віддалі між опорними підшип​никами та більшої кутової швидкості обертання; 3) у випадку “м’якої” нелі​ній​ності мате​рі​алу тіла (
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) для більших значень амплітуди власних коливань час​тота є біль​шою, причому швидкість зростання частоти сильніше проявляється для пруж​​них тіл, які мають більшу кутову швидкість обертання або меншу віддаль між опор​ними підшипниками;  у випадку “жорсткої” нелінійності – процес про​ти​​лежний; 4) швидкість затухання амплітуди коливань (за наявності сили опору) є більшою для менших значень кутової швидкості обертання пружного тіла. Що сто​сується переходу через резонанс, то:  початкові значення амп​літуди коливань та періо​дичного збурення впливають незначно на резонансну амплітуду; швид​кість пере​ходу через резонанс не впливає на величину резонансної амплі​туди; ре​​​​зо​​нансні значення амплітуди на основній та кратних частотах є різними; резо​нансна амплітуда із зростанням кутової швидкості обертання пружного тіла зрос​тає. 

У розділі  отримано диференціальне рівняння згинальних коливань не​лі​ній​но пруж​​ного тіла, яке, по–перше, обертається навколо нерухомої осі зі ста​​​​лою кутовою швид​кіс​тю; по–друге, вздовж нього рухається СПОС. Розроб​ле​​на ме​тодика дослідження згиналь​​них нелінійних коливань. Побудовано мате​ма​​тич​ну модель нелінійних коли​вань пружного тіла, яке оберта​ється навколо не​ру​хо​мої осі та вздовж якого рухається СПОС. Диференціальні рівняння зги​наль​них ко​ли​вань такої механічної системи коливань тіла зведено до загального вигляду
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У залежностях (13)-(14) 
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 – складові поперечного переміщення пруж​​ного тіла, 
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та 
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 – функції, які описують нелінійні складові віднов​лю​ючої сили, си​ли опору та інші сили, максимальне значення яких є значно мен​шим від зна​чення віднов​люючої сили,  
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 – кутова швидкість обертання тіла,  
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 – малий па​ра​метр.  До сис​теми рівнянь (13)-(14) долучаються кра​йові умови у вигляді не​ру​хомого шарніру:
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Отже, задача полягає у побудові аналітичного розв’язку крайової за​дачі (13), (14), (15) та отриманні на його основі зручних для інженерних розрахунків за​леж​ностей, які да​ють змогу оцінити вплив усієї множини параметрів системи на ди​намічний процес. Викладено методику дослідження таких неліній​них коливань сис​теми. Для побудови розв’яз​ку крайової задачі (13)-(15), насамперед, роз​гля​нуто її незбурений аналог та показано, розвиваючи основну ідею хви​льової теорії ру​ху, що розв’язки наведе​них рівнянь можна трактувати як на​кла​дання хвиль –пря​​мої та відби​тої. Отримано дисперсійне співвідношення, яке виз​на​чає власну ча​​с​​​тоту згинальних коливань тіла, як функцію кутової швидкості та інших пара​мет​​рів. Виходячи із фізичного змісту дисперсійного співвідношення, знайдено умо​​ву зриву коли​вань.  
На  рис. 12  показано  залежність частоти власних коли​вань пруж​ного тіла від погонної маси СПОС та кутової швидкості обертання при 
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; на рис. 13 – від по​гон​ної маси СПОС та стис​кувальної сили при 
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	Рис. 12. Вплив погонної маси СПОС та кутової швидкості обертання на частоту згинальних коливань пружного тіла 
	Рис. 13. Вплив погонної маси СПОС та  стискувальної сили на частоту згинальних коливань пружного тіла



На рис. 14 а) показано вплив на кри​​​тичну швид​кість обертання  довжини пружного тіла та погонної маси СПОС, а на рис. 14 б) – вплив на кри​​​тичну швид​кість обертання погонної маси СПОС та стискувальної сили. 
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	Рис.14. Залежність критичної кутової швидкості обертання пружного тіла від погонної 
маси СПОС  та довжини його чи стискаючої сили


Отримані у розділі ре​зуль​тати дозволили одночасно описати і багаточас​тот​ний про​цес у лінійній мо​де​лі системи пружне тіло – рухоме середовище, стати ба​зою для роз​​в’я​зання склад​нішої задачі – визначення впливу широкого спектру не​лі​​нійних сил та пе​ріо​дич​них сил на динамічний процес. Для розв’язання остан​ньої задачі по​ширено ос​нов​ну ідею методу Ван-дер-Поля на систему рівнянь із час​​тин​ними по​хідними (13)-(14) за крайових умов (15). Зокрема, встановлено, що домінуючий вплив на частоту згинальних коли​вань відіграє кутова швидкість обер​тання пружного тіла. Вплив швидкості руху СПОС силь​ніше проявляється для пруж​них тіл значної довжини.

У розділі проаналізовано вплив періодичного збурення на згинальні ко​ли​вання пруж​ного тіла, яке обертається навколо нерухомої осі та вздовж якого ру​ха​ється СПОС. На​багато складнішим у дослідженнях і одночасно важливим з практичної точки зору  екс​плу​а​та​ції вказаного об’єкта є неавтономний випадок – ви​падок дії зовнішніх періодичних сил. У резонансному випадку дія періодич​них сил супро​воджується значним зростанням амплітуди коливань, а, отже, збіль​шен​ням дина​міч​них напружень у пружному тілі чи навантажень на опорні підшип​ники. Таким чином, вказане явище нега​тив​ним чином впливає на експлуатацію бага​тьох елементів машин, зменшуючи їх ресурс експлуатації. Проведено порів​няль​ну оцінку амплітуд резонансних та нерезо​нанс​​них коливань за незмінних всіх ін​ших параметрів системи. Отримані теоре​тичні та представлені на їх базі ос​новні графічні залежності дозволяють зробити наступні висновки: по-перше, із зрос​танням швидкості ру​ху СПОС вздовж пружного тіла резонансна амплітуда має де​кілька локальних мак​симумів; по-друге, локальні максимуми резонансної амп​лі​туди залежать як від швидкості руху СПОС, так і від кутової швид​кості обер​​тан​​ня тіла; по-третє, для мен​ших значень погонної маси пружного тіла та СПОС  ре​зонансне значення амплі​туди є меншим.


У розділі  досліджено вплив динамічного процесу на напружений стан ті​ла та визначені динамічні напруження, які зумовлені коливальним про​цесом. У ви​падку вимушених коливань динамічні напруження суттєво залежать від частоти вимушуючої сили. Саме тому для кіль​кісної оцінки впливу цих фак​торів на динамічні навантаження розроблений математичний апарат дав змогу виз​начити максимальні значення ди​на​міч​них навантажень. У табл. 1 наве​дені зна​​​чення резонанс​них амплітуд та відношення макси​маль​но​го резо​нанс​ного на​пру​ження за кутової швидкості обер​тання 
[image: image229.wmf]W

 до максималь​но​го резо​нансного на​пруження пружного тіла, яке не обертається навколо нерухомої осі.  

Табл. 1
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	0
	15
	30
	50
	60

	Резонансне значення амплітуди
	0,0035
	0,004
	0,0048
	0,0062
	0,0078
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	1
	1,1428
	1,371
	1,771
	2,228


Порівняльний аналіз наведених результатів вказує, що: 1) за одних й тих же 
фі​зико-механічних та геометричних характеристик пружного тіла резо​нанс за біль​​ших значень кутової швидкості його обертання має місце для меншої час​то​ти зовнішнього періодичного збурення; 2) резонансні динамічні напру​ження пруж​​ного тіла із урахуванням кутової швидкості його обертання є біль​ши​ми для мен​ших значень “власних динамічних частот” (більшими для більших зна​чень кутової швидкості обертання); 3) резонансні динамічні напруження за знач​них кутових швидкостей обертання у декілька разів перевищують резо​нансні напру​ження “статичного пружного тіла” (яке не обертається). Останнє мір​ку​ван​ня слід урахову​вати при виборі динамічного коефіцієнту запасу міцності.
У розділі 4 розглянуто важливі класи одновимірних середовищ, зги​наль​ною жорс​т​кіс​тю яких можна знехтувати, зважаючи на їх незначний вплив на ха​рак​тер коливального процесу. Це так звані системи змінної структури. На відмі​ну від роз​глянутих у роз​ділах 2 та 3 меха​ніч​них сис​тем, застосу​ва​ти наближені ана​літичні методи побудови роз​в’яз​​ків мате​ма​тичних моделей динамічних про​цесів у них не вдається. Тому тут дано об​ґрун​тування існування та єдиності роз​в’язків; проведено якісну їх оцінку; на базі чи​сель​ного аналізу підтверджено наведене вище та проаналі​зовано особливості ди​намічних процесів деяких із роз​гля​ду​ва​них класів систем. 
У розділі на​ве​дено ме​то​дику якісного дослідження математичної моделі не​лі​ній​них ко​ли​вань напів​без​межного неоднорідного середовища за умови дії нелінійної сили опору. У найпростішій постановці модель описується змішаною задачею для рівнян​ня
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з початковими умовами 
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та крайовою умовою
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У співвідношеннях (16)–(18): 
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 – поздовжнє (поперечне) переміщення сере​до​​ви​ща з коор​ди​натою 
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 в довільний момент часу 
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 – відома неперервна фун​к​​​ція, яка характеризує змінну вздовж дов​жини середовища площу попе​реч​но​​го перерізу, погонну масу, пружні влас​ти​вості середовища тощо; 
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 – функ​ція, яка враховує наведені вище змінні ха​рак​те​рис​тики та описує силу опо​ру; 
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 – функція, яка описує розподіл вздовж середовища сил; 
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 опи​су​ють початковий стан середовища (початкове від​хи​лення – форму та почат​ко​ву швидкість). Вказане рівняння, зокрема, описує ви​му​щені коливання стриж​ня чи каната у середовищі з опором. 
Введено означення  узагальненого розв'язку задачі  (16)–(18). Уза​галь​неним 
розв’язком  нази​ваємо функцію 
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, що задоволь​няє умови (17) та інтегральну то​тож​ність
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для довільного 
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 та для довільної функції 
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 такої, що (19) має сенс. Сто​сов​​​но коефі​ці​єн​тів, правої частини (16) та початкових даних припускаємо вико​нан​ня деяких умов. Було досліджено розв’язок зада​чі (16)-(18) для нелі​ній​ного хви​льо​вого рів​нян​ня другого порядку: отри​мано умови коректності роз​в’язку ма​​тематичної моделі – дос​тат​ні умови існування та єди​ності розв'язку в класі ло​каль​​но інтегрованих функцій. Основний резуль​тат полягає в наступному: у ви​падку, якщо мате​ма​тична мо​дель коли​вального про​цесу описується задачею (17)-(18) для рів​няння (16), то існує єдиний узагальнений розв'язок 
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 задачі. Результат от​ри​мано за допомогою засто​су​вання методу Га​льор​кіна та методів за​галь​​ної теорії нелі​ній​них крайових задач. Представлено результати чисельного інтегрування у мо​дель​​ному ви​падку рівняння ко​ливань суцільного середовища об​меженої дов​жини 
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 за умо​​ви незмінних вздовж його довжини фізико-меха​ніч​них харак​те​рис​тик, тобто рівняння
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В останньому рівнянні 
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 та 
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– сталі, а крайові умови приймають ви​г​ляд
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Для збурення коливань задається певна ненульова початкова форма об’єкту. На рис. 15 представлено графічні зміни  в часі  від​​​хи​​лення серединної точки се​редо-​ 
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	Рис. 15. Вплив різних значень параметрів 
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 на закони зміни відхилення 
серединної точки середовища 


вища за умов різного початкового відхилення 
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 від положення рівноваги (крива 1-
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 крива 3-
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) із ура​хуванням різ​них моделей сил опо​ру. Отримані за​леж​ності по​казують: по-перше, наявність сили опору призводить до затухання коли​вань се​редовища; по-друге, швидкість  затухання залежить  силь​ніше  від  степеня нелінійності сили опору;  по-третє,  за значної неліній​нос​ті сили опору (
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) дина​мічний процес аперіодичний; по-четверте, вплив сили опо​ру на період коли​вань за малих значень параметрів
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 та малої по​чаткової фор​ми незначний. Остан​ній факт також підтверджується асимпто​тичним інте​гру​ванням вказаних ди​фе​ренціальних рівнянь.

Розглянуто також випадок коливань обмеженого (необмеженого) середо​вища за умови дії нелінійних сил опору та нелінійної відновлюючої сили. Отримані залежності по​ка​зують вплив нелінійно пружних ха​рак​теристик та сил зовнішньої дисипації на час​тоту та швидкість зменшення амплітуди ко​ли​вань та повністю відо​бра​жають адекватність математичної моделі коливань фі​зичній картині коли​валь​но​го процесу. За відсутності сили опору залежно від співвід​ношення між часто​та​ми власних та вимушених коливань у системі буде мати місце: а) зрос​тання у ча​сі амплітуди коливань (резонанс); б) явище биття; в) усталений динамічний про​цес (за умови, що сила опору харак​те​ри​зується коефі​цієнтом, не близьким до 0).


У розділі наведено методику якісного дослідження мате​матичної моделі нелі​нійних поперечних коливань напівнеобмеженого середовища з урахуванням опору. Розгля​ну​то випадок
[image: image274.wmf]1
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. Отримано умови існування та єдиності, ре​зуль​тати чисельного ін​тег​рування рівнянь руху в модельному випадку. 
Якісними методами досліджено також нелінійні коливання  суцільного се​ре​​до​​вища обмеженої довжини в момент часу, достатньо віддалений від по​чат​кового. Математична  мо​дель  у такому разі опи​​су​єть​ся задачею для рівняння ви​гля​ду (16) за однорідних крайових умов (20) та без почат​кових умов.  
Окремо у розділі наведено методику якісного дослідження мате​матичної мо​​​делі нелінійних коливань систем з урахуванням руху середовища та сил опо​ру. Така задача подібна до розглянутої у розділі 3, проте застосу​ва​ти наближені ана​​літичні ме​то​ди побудови роз​в’яз​​ків математичних моделей динамічних про​це​сів тут не вда​ється. Описано вагові класи коректності роз​в'яз​ку в матема​тичній моделі нелі​нійних  коливань  з  урахуванням руху середовища та сил опору.
На завершення розділу розглянуто варіа​ційне формулювання задач про не​лінійні ко​ливання об​​меже​них та не​обме​же​них тіл під дією сил опору та пре​зен​товано якіс​ні методи їх до​слід​жен​ня. Вивчено слабко не​лі​ній​ну ва​рі​а​цій​ну гіпер​бо​лічну не​рів​​ність дру​гого порядку в обмеженій та не​об​ме​​​же​ній за лінійною змін​ною області. Отри​мано умови існування та єди​ності уза​гальненого роз​в’яз​​ку не​рівності з по​чат​ко​вими умовами. Наведено деякі прик​лади одно​сторонніх за​дач в необме​женій за про​сторовою змінною об​ласті, що можуть бути досліджені за допо​мо​гою отриманого основного ре​зультату. За​про​по​нована методика об​грун​тування існу​вання та єдиності роз​​в'язку вимагає модифікації методу Га​льор​кіна, методу мо​но​​тон​нос​ті, методу штрафу, вико​ристання апарату зрізаючих функ​цій. Крім то​го, у випадку варіаційної нерівності в необмеженій області вве​дено по​няття силь​ного та слабкого розв'язків.

У розділі 5 розроблено якісні методи дослідження нелінійних коливань обме​​жених та не​об​межених тіл з урахуванням дисипативних сил. Зокрема, до​слід​жено мате​ма​тичні моделі коливань обмежених тіл, які опи​су​ють​ся зміша​ною за​​​да​чею для слабко та сильно нелінійних рів​нян​ь п’ятого порядку. Роз​гля​нуто рівняння
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   (21)

з початковими умовами (17) та крайовими умовами 
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(22)

Така задача описує модель вимушених згинальних ко​ли​вань стриж​ня (бал​ки) Фойгта–Кель​віна з урахуванням сил нелінійного в’язкого тертя. Для отри​ман​​ня результатів існування та єдиності у слабко та сильно нелінійному ви​пад​ках використа​но метод Гальоркіна. 
Одержано результати чисельного інтегру​ван​ня рівнянь руху у модельному ви​падку для слабко нелінійної коливальної системи з ди​си​пацією. Розглянуто за​дачу для нелінійного рівняння руху обмеженого стрижня довжини 
[image: image280.wmf]l

 під дією внутрішніх дисипативних сил та нелінійної вінкле​рів​ської сили опору: 
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Зауважимо, що зазначене рівняння можна розглядати як слабко нелінійний ви​падок рівняння (21). Стала величина 
[image: image282.wmf],

a

 яка характеризує фізико-механічні вла​с​тивості матеріалу стрижня, а також сталі величини 
[image: image283.wmf],

c


[image: image284.wmf]0

g

 – коефіцієнти внут​ріш​ньої та зовнішньої дисипації сере​до​вища (визначають характер та величину не​лі​ній​них дисипативних сил) у вказаному рівнянні є безрозмірними. Чи​сельне роз​в’я​зування задачі здійснено методом Рунга–Кутта четвертого порядку подібно до то​го, як у розділі 4. Як випливає з отриманих залежностей, сте​пеневий харак​тер сил зовнішньої диси​пації істотно впливає на швидкість затухання та частоту про​цесу. Виявлено співвідношення між впливами сил зовнішньої та внут​ріш​ньої дисипації на динамічний процес. 
У розділі досліджено математичну модель слабко нелінійної системи, яка описує коливання необмеженої балки з урахуванням дисипативних сил. Отри​ма​но умо​​ви існування та єдиності узагальненого розв’язку задачі для цього рівняння з початковими умовами (17) та крайовими умовами 
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На підтвердження адекватності отриманих якісних результатів у розділі застосовано мето​д Рунге-Кутта для чисель​ного інтегру​вання рівняння руху, яке описує вільні коливання обмеженої балки під дією внутрішніх дисипа​тивних сил та нелінійної вінкле​рів​ської сили опо​ру, у вигляді

[image: image286.wmf]t

u

t

u

g

x

u

d

t

x

u

c

x

u

b

t

x

u

a

t

u

p

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

¶

=

¶

¶

-

2

2

2

2

3

4

4

4

5

2

2

,  
[image: image287.wmf]2

 

³

p


з початковими умовами (17) та крайовими умовами (22). Зауважимо, що зазна​че​не рівняння мож​на розглядати як слабко нелінійний випадок рівняння (21). Сталі величина 
[image: image288.wmf],

b
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d

 які ха​рак​теризують фізико-механічні властивості ма​те​ріалу бал​ки, а сталі величини 
[image: image290.wmf],

a
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c

 
[image: image292.wmf]g

 – коефі​цієнти внутрішньої та зов​ніш​ньої диси​па​ції се​ре​​до​вища (визначають характер та величину нелінійних диси​пативних сил). Модельне рівняння розглянуто за умови нерухомого шарнірного закріплення кін​ців балки, ну​льо​вої початкової швидкості та ненульового початкового від​хи​лен​ня. Як випливає з ре​зуль​татів, пара​метри внутрішньої дисипації неістотно впли​​​вають на частоту ко​ли​вань, але значно впливають на швидкість затухання. Крім того, показник нелінійності істотно впливає на швидкість зату​хан​ня коли​вань,  а  мале  початкове відхилення у нелінійному випадку не має вирішального ​ 
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Рис. 16. Відхилення серединної точки середовища за різних значень параметрів у режимах 
нелінійних коливань (резонансних – а) та  близьких до резонансних – б))
впли​ву на амплітуду та частоту коливань. Отримано також результати чисель-но​го інтегрування розв'яз​ку модельної задачі для рівняння вимушених коливань обмеженої балки. Отри​мані результати дають змогу досліджу​вати резонансні та близькі до резонансних режими коливань обмежених та необмежених балок за умови дії нелінійної вінклерівської сили опору. На рис. 16 а),  б)  подано графічні за​лежності  амплі​ту​ди  коливань від часу для точки, розміщеної посередині бал​ки, за умови по​чат​кового відхилення від по​ло​жен​​ня рівноваги 
[image: image309.wmf]1

=

h

. Пред​став​лені графічні залежності показують, що за​леж​​но від співвід​но​шення між частотами власних та вимушених коливань у сис​темі буде мати місце: а) зрос​тан​ня у часі амплітуди коливань; б) прояви биття.

У розділі якісними методами загальної теорії нелі​ній​них крайових задач до​​​слід​​же​но першу змішану задачу в необме​женій за лінійною змінною області для двох нових типів нелі​нійних рівнянь. Математичні моделі розглянутих нелі​ній​них меха​ніч​них систем описують коливальні процеси нових важливих класів ди​намічних систем. Зокрема, отримано результати існу​ван​ня та єдиності уза​галь​не​ного розв’язку. Крім того, описано вагові кла​си коректності розв'язку в мате​ма​тичній моделі нелінійних коливань необме​же​ної балки з урахуванням диси​па​ції. 

Практичне застосування отриманих вище якісних результатів наведено на за​вершення розділу на прикладі малих поперечних коливань мембран, ліній елек​тро​передач, стінок  олив​них баків у потужних силових трансформаторах. На під​​ста​ві модифікованого ін​тег​рального варіацій​ного принци​пу Остро​градського– Га​мільтона з ви​ко​рис​тан​ням розши​ре​ної функції Ла​гран​жа одер​жа​но рівняння малих поперечних коли​вань мембрани з урахуванням нелі​ній​них диси​па​тивних сил. Розглянуто нелі​нійні коливання мембрани у ви​пад​ку початкового амплі​туд​ного зміщення та ну​льо​вої початкової швид​кості точок мембрани, жорсткого за​кріплення мембрани по краю на площині. Отримана за​да​​ча є змішаною задачею розглянутого у розділі вигляду. Тому вико​ристано метод Га​льоркіна для до​слід​ження іс​ну​вання та єди​нос​ті розв’язку такої задачі. Розглянуто мате​ма​тичну мо​дель пружної мембрани. Для моделювання вільних не​лі​ній​них малих по​пе​реч​них коливань використано металічну мембрану прямокутної форми, за​фік​совану по периметру під дією сили на одиницю довжини периметра. Ком​п’ютерне мо​де​лювання перехідних процесів  здійснено  на прикладі аналізу ма​лих поперечних ко​ли​вань стінки оливного бака трансформатора,  яка є тонкою ме​талічною мем​бра​ною квад​рат​ної форми завтовшки 
[image: image310.wmf]d

. До​слід​жу​вались три стани об’єкту. Пер​ший стан – коливання стінки порожнього баку (при​сутня тіль​ки лінійна внут​ріш​ня дисипація механічної енергії). Другий стан – на​пів​​по​рож​ній бак (присутні лі​ній​на внутріш​ня та лінійна зовнішня дисипації енергії). Третій – ко​ли​вання стін​ки повного бака (присутні лінійна внут​ріш​ня та не​лі​нійна зовнішня дисипації енер​гії). На  рис. 17 показано резуль​тати чи​сель​ного інтегру​ван​ня  рівнянь  ме​ха​ніч​ного стану. На підставі результатів комп’ютерного моде​лю​вання за різних по​чат​кових умов під​тверд​жено достатню  адекватність одержаної моделі  її реальному про​-
тотипу (стальній мембрані зав​товш​ки 
[image: image311.wmf]d

).

[image: image312.emf]
Рис. 17. Перехідні переміщення центрального вузла мембрани

(
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мм):  1– перший дослід, 2 – другий дослід, 3 – третій дослід

У розділі 6 дисертаційної роботи представлено результати якісного до​слід​ження нових типів нелінійних коливальних систем – систем із загостренням. До​слід​жено змішану задачу для не​лінійних ево​лю​ційних рівнянь п'ятого порядку, які узагальнюють де​які ві​до​мі рівняння чет​вер​того порядку (у рамках мате​матичних моделей теорії коли​вань балки Ти​мо​шен​ка) з вико​рис​танням теорії Фойгта – Кель​віна. Зокрема, якіс​​ни​ми методами здійснено аналіз математичної моделі нелінійної системи, яка уза​гальнює реологічну мо​дель коливань Фойгта – Кельвіна, та описується ін​тегро – диференціальним рівнянням
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(23)

за початкових та крайових умов відповідно (17) та (22). Зауважимо, що  інтег​раль​ний дода​нок у рівнянні (23) мо​де​лює ефект «пам’яті» у коли​вальній системі, а 
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 - коефіцієнт, який визначає характер та ве​ли​чину нелінійної складової від​нов​​лю​ючої сили. 

Отримані результати існування ло​кального за часовою змінною розв’язку задачі (23), (17), (22) дали змогу до​слі​ди​ти чисельними мето​дами динамічні ре​жими коливань для модельного рівняння вигляду (23). Чисель​не розв’язування за​дачі здійснено ме​тодом Рунге-Кутта четвертого порядку.  Отримані теоретичні ре​зультати та гра​фічні залежності показують, що фізико-механічні параметри ко​ливальної сис​теми виз​на​чають критичне значення параметра часу, який “по​ді​ляє” динамічний процес на якісно відмінні режими коливання.
Досліджено режими із загостренням у ма​тематичних моде​лях нелі​нійних ко​ли​вальних систем, яка описуються рівнянням коливань балки. Зо​крема, мето​дами теорії нелінійних крайових задач  отримано умови не​існу​вання глобального за часовою змін​ною розв'язку для вказаного типу систем. Слаб​ко нелінійна мо​дель описана  задачею для рівняння 
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а сильно нелінійна модель – задачею для рівняння 
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з відповідними крайовими та початковими умовами. 
Отримані графічні залежності на модельному прикладі показують, зокрема, що ве​ли​чини коефіцієнта 
[image: image319.wmf]0
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 впливає як на амплітуду, так і на харак​тер зворот​ного зв’язку у коливальній системі. Кри​тичне значення часу зміни динаміч​ного ре​жиму за​ле​жить в основному від цього коефі​цієнта. Отримано достатні умо​ви ефекту руй​ну​ван​ня розв'язку (неіснування гло​бального розв'язку) змішаної за​да​чі для ди​фе​​рен​ціального рівняння (23). Для цього вико​рис​тано метод оцінок функ​​ціонала енергії системи. Оцінено до​критичні та критичні ре​жи​ми функ​ціо​ну​​вання сис​теми. Теоретично встановлено аналітичні спів​від​но​шен​ня, які ха​рак​​те​​ри​зують момент переходу процесу у режим з загост​рен​ням.
ВИСНОВКИ
1. У дисертаційній роботі розвинуто наближені аналітичні методи до​слід​жен​​​ня деяких класів важливих із практичної  точ​ки зору нелінійних меха​ніч​них сис​тем – не​авто​номних систем із сильною нелінійністю; розроблено новий між​дис​циплінарний метод якісного дослід​жен​​ня розв’язків задач для рівнянь з роз​по​діленими пара​мет​рами у мате​ма​тич​них моделях коливань об’єк​тів у не​лі​ній​ному се​ре​​​​до​ви​щі з ви​​​ко​ристанням фун​да​​мен​тальних засад та ме​то​дів загаль​ної теорії не​ліній​них кра​​йових задач.
2. Впер​​ше розроблено загальну методику  аналізу резонансних явищ у не​ав​то​​номних системах  із сильною нелінійністю. Зокрема, встановлено, що за час​то​ти зовніш​ньо​го періодичного збу​рення 
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 зрос​тання показника не​лі​нійності 
[image: image321.wmf]n

 від 2/5 до 4/5 спричиняє зростання по​рогової амплітуди від 0,012 м до 0,04 м; для більших значень частоти ви​му​шуючої сили (за усіх інших незмінних па​раметрів) величина по​ро​гового значен​ня амплітуди є більшою. За частоти зов​ніш​нього періодичного збу​рення 
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та 
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 величина порогового зна​чення амплітуди дорівнює 0,04 м, а при 
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 та 
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 – 0,1 м. 

3. Побудовано області резонансних (нерезонансних) коливань сильно нелі​ній​​них механічних систем, проведено аналіз впливу періодичного збурення на сильно не​лі​нійну мо​дель, встановлено умови усталених динамічних режимів ко​ли​вань. 

4. Розроблено методику дослідження коливань сис​тем квазінульової жорст​кості з одним та багатьма ступенями вільності. Зокрема, показано, що у першому випадку резонансні коливання на частоті 
[image: image326.wmf]m

 виникають для амплітуди, близької до 
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. Вказаний факт повинен враховуватися на стадії про​екту​ван​ня віброзахисного обладнання.
5. Вперше розроблено наближені аналітичні методи для системного до​слід​ження нелінійних згинальних коливань однови​мір​них пруж​них тіл, вздовж яких пе​ре​міщається зі сталою швидкістю СПОС, в т.ч. та​ких, які обер​тають​ся навколо не​рухомої осі.
6. Отримані у дисертації теоретичні результати та побудовані на їх основі гра​фічні за​​лежності показують вплив кутової швидкості обертання та основних ха​рак​теристик СПОС на динамічний процес: для СПОС більшої погонної маси влас​​на час​тота ко​ли​вань є меншою; так для СПОС  погонної густини 10 
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 вона на 21% біль​ша, ніж для погонної маси 20 
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 (за усіх інших рівних ба​зових параметрів та 
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); швидкість спадання власної частоти коливань при зростанні погонної маси є більшою для пружних тіл більшої довжини; для більших значень кутової швидкості обертання пружного тіла власна частота його обертання є мен​шою; швидкість спадання власної частоти коливань для пружних тіл більшої дов​жини є меншою. Домінуючу роль для критичної кутової швид​кості відіграє по​гонна маса СПОС; так її зростання від 20 
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 до 30 
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 при 
[image: image333.wmf]м

l

10

=

 приводить до змен​шен​ня критичної кутової швидкості на 7,6%; вплив поздовж​ньої стис​ка​ючої сили на критичну кутову швидкість проявляється більше для пру​ж​них тіл знач​ної дов​жи​ни; для більших значень кутової швид​кості обер​тання пруж​​​ного тіла та погон​ної маси СПОС критичне значення стис​куючої сили є мен​шим. 
7. Досліджено резонансні динамічні напру​жен​​ня пружного тіла, вздовж якого пе​реміщається зі сталою швидкістю СПОС  та яке обер​тають​ся навколо осі, із ура​хуванням кутової швидкості та їх вплив на динаміч​ний коефіцієнт за​пасу міц​ності. Встановлено, що резонансні динамічні напру​жен​​ня за значних ку​то​вих швидкостей у де​кілька разів перевищують напруження тіла, яке не обер​тається. Зокрема, збіль​шен​ня величини 
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 від 
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до 
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приводить до збіль​шення динамічного на​пру​​жен​​ня тіла маже у 2,3 рази. Останній факт слід ура​хо​вувати при виборі дина​мічного коефіцієнта запасу міцності.
8. У дисертації  розроблено загальну методику дослід​ження іс​ну​ван​ня, єди​ності розв’язків у цілій низці задач, які моделюють коливальні про​​це​си у нелі​ній​​них  дина​мічних системах. Сформульовано  поняття  розв'язку  та  ро​з​ро​блено 
ме​то​ди​ку дослідження односторонніх задач.
9. Розроблено методику якісного дослідження розв'язків змішаних задач для не​лінійних еволюційних  рівнянь з розподіленими пара​мет​рами у матема​тич​них мо​делях коливальних систем з урахуванням дисипа​тив​них сил (у випад​ку гі​по​тези Фойгта – Кельвіна). Теоретично обг​рун​товано мож​ли​вість застосування чи​сельних методів для адекватного до​слід​ження таких не​лі​нійних коливальних систем та проведено чисельні інтегрування рівнянь руху у модельних випадках.
10. Використано міждисциплінарний підхід до моделювання ма​лих по​переч​них ко​ливань у пруж​ному ізотропному нелінійному се​редовищі на при​кладі мембра​ни. На підставі результа​тів комп’ютерного моделювання під​тверд​жено достатню адекватність одержаної моделі її реаль​ному про​тотипу. 
11. Отримано умови існування режимів із загостреннями  для певних класів  нелі​ній​них рів​нянь теорії коливань за наявності нелінійних в'язко пружних сил. Тео​ре​​тично встановлено співвідношення, які харак​те​ризують час переходу про​це​су у режим із загостренням.
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АНОТАЦІЇ
Пукач П. Я. Методи аналізу динамічних процесів у нелінійних неавто​ном​них механічних системах різної структури. – Рукопис.

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за спе​ціальністю 05.02.09 – динаміка та міцність машин. – Національний універси​тет «Львівська політехніка», Львів, 2014.

У дисертаційній роботі на основі поєднання аналітичних та якісних під​хо​дів істотно розширено коло класів нелінійних механічних коливальних систем різної струк​​тури (диск​ретної та кон​ти​нуальної), для яких вдається отримати грунтов​ний ана​ліз динамічних про​цесів (явищ). Зо​кре​ма, такий аналіз здійснено для неавтоном​них сильно не​лі​нійних механічних сис​тем із одним та ба​гать​​ма ступенями віль​нос​ті за допо​мо​гою спе​ціальних періодичних Ateb-функцій. Роз​роб​лена мето​ди​ка дослід​жен​ня коли​вальних процесів сильно нелінійних сис​тем із зосеред​же​ни​ми масами дає змо​гу розв`язати задачі синтезу систем на стадії проектування, ви​брати такі пруж​ні ха​рак​теристики, які уне​мож​лив​люють резонансні явища. У ди​сертації сис​тем​но до​слід​жено дина​мічні явища у континуальній системі пруж​не тіло - су​ціль​ний потік одно​​рід​ного середовища. Основний акцент зроблений на отри​ман​ні роз​ра​хункових залежнос​тей, які враховують низку геометричних, фізико-ме​ха​ніч​них та кінематичних ха​рак​теристик ко​ли​вань. У дисертаційній ро​бо​ті роз​роб​​лено но​вий якісний міждис​цип​лі​нар​ний метод до​слід​​ження мате​ма​​тичних мо​​делей ко​ли​​вань об’єктів у не​лі​нійному се​ре​​​​до​ви​щі. За допомогою зга​​даного ме​​тоду до​слід​​жено ко​рект​ність (іс​ну​ван​ня, єдиність) розв’язків, вста​новлено іс​​​ну​​​вання ре​жимів із за​гост​рен​ням в низці задач, які моделюють коли​вальні про​це​си у не​лі​ній​​​них динамічних системах з розподіленими параметрами. Отри​мані якіс​ні ре​зуль​тати обґрун​товують можливість за​сто​сування до вка​за​них за​дач на​бли​же​ного методу Гальоркіна та є теоретичною базою за​сто​​су​ван​ня різ​​но​​ма​нітних чисельних методів при аналізі ди​намічних явищ в роз​гля​нутих меха​нічних систе​мах.

Ключові слова: нелінійні коливання,   асимптотичні розв’язки, амплітудно-частотні характеристики, динамічні процеси, якісні методи.
Пукач П. Я. Методы анализа динамических процессов в нелинейных неавтономных механических системах разной структуры. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени доктора технических наук по спе​циальности 05.02.09 – динамика и прочность машин. – Национальний уни​вер​-

ситет «Львовская политехника», Львов, 2014.


В диссертационной работе на основе сочетания аналитических и качест​вен​ных под​хо​дов существенно расширен круг классов нелинейных колеба​тель​ных механических сис​тем различной струк​ту​ры (дискретной и континуальной), для которых удает​ся получить обстоятельный анализ дина​мических процессов (явлений). В част​ности, такой анализ осуществлен для неавто​ном​ных сильно нелинейных механических сис​тем с одним и многими степенями свободы с помощью специаль​ных перио​дических Ateb-функций. Получены расчетные зависимости для описания динамики важ​ных с практической точки зрения нелинейных систем дискретной структуры,  изу​чены особенности резонансных и установившихся динамических режимов колебаний. Исследованы резонансные явления в виброзащитных системах, близ​ких к системам "нулевой" жесткости, имеющим широкое практическое примене​ние. Разработанная методика ис​следования колебательных про​​цес​сов сильно не​ли​нейных систем с сосре​доточенными массами позволяет решить зада​чи син​​те​за систем на стадии проектирования, выбрать такие упругие харак​те​рис​тики, кото​рые де​лают невозможными резонансные явления. 

В дис​сер​тации сис​тем​но ис​сле​дованы ди​на​ми​чес​кие явления в континуальной системе упру​гое тело – сплош​ной поток однородной сре​ды (СПОС). Для этого получены математи​чес​кие модели ди​намики системы, разработана методика опи​сания законов измене​ния опреде​ля​ющих параметров динамики упругого те​ла, проанализировано вли​я​​​ние внеш​них и внутренних факторов на АЧХ коле​ба​ний тела. Особое внимание обращено на резонансные явления. Основной акцент сделан на полу​че​нии расчетных за​ви​симостей, учитывающих ряд гео​мет​ри​чес​ких, фи​зи​ко-ме​ха​ничес​ких и кине​ма​тические характеристики колеба​ний. Исследованы резонансные ди​на​ми​ческие режимы колебаний нелинейно упругого тела с учетом угловой ско​рости и движения СПОС. Оценено влияние указанных факторов на динамичес​кий коефициент запаса прочности. 

В дис​​​сер​та​ци​он​ной ра​боте разработан но​вый качественный междисципли​нарный метод иссле​до​​ва​ния ма​тематических мо​делей колебаний объектов в не​ли​нейной сре​де. С по​мо​щью упомяну​то​го ме​то​да исследованы корректность (су​щест​во​ва​ние и един​ст​вен​​ность) решений, уста​нов​ле​но су​ществование режимов с обост​ре​ни​​ем в ряде за​дач, мо​де​ли​рую​щих коле​ба​​тель​ные про​цессы в нелиней​ных дина​ми​ческих си​стемах с распреде​лен​ными параметрами. В частности, обстоятельно изучены математические модели колебаний с учетом действия в среде нелинейных сил сопротивления и нелинейных вязко упругих сил. Разра​ботана методика исследования математической модели нелинейных коле​баний, сформулированной в виде вариационного неравенства. Проведен анализ мате​матических моделей сложных колебаний сред с учетом внутренних и внешних дис​сипативных сил. 

Полу​ченные ка​чест​венные резуль​та​ты обосновывают воз​мож​ность при​менения к ука​зан​ным за​дачам при​бли​​жен​но​го метода Галер​ки​на и служат теоретической базой приме​не​ния разного рода чис​лен​ных методов при анализе ди​на​мических явлений в рас​смат​ри​вае​мых систе​мах. Использован меж​дис​цип​линарный подход к моде​ли​ро​ва​нию ма​лых поперечных колебаний в уп​ру​гой изо​тропной нели​нейной среде на при​мере мембраны. На основании ре​зультатов компьютерного модели​ро​ва​ния под​тверж​дена достаточная адекват​ность полу​чен​ной модели ее реальному про​тотипу. 

Получены условия существования ди​намических режимов с обострениями  для некоторых классов  нелинейных урав​нений теории колебаний при наличии нелинейних вязко упругих сил. Теорети​чес​ки установлены соотношения, харак​теризующие время перехода процесса в режим с обострением. 

Полученные результаты су​​щест​​вен​но рас​​ши​ряют воз​мож​ности ис​поль​зования анали​ти​чес​ких ме​​то​дов для ана​лиза динамических явле​ний в коле​бательных сис​темах с со​сре​до​то​чен​ными мас​сами и распреде​лен​ными пара​метрами, развивают ка​чест​вен​ную тео​рию ана​ли​за динамических процессов в континуальных сис​темах. Акту​аль​ность дис​се​р​та​ционного ис​сле​до​вания обу​слов​лена ​​техни​чес​​кими про​блема​ми работы бурового,  виброзащитного и энер​​ге​​ти​​ческого обору​дования машин и меха​низмов, ди​намику ко​торого  невоз​мож​но опи​сать в рамках исключительно линей​ной теории.
Ключевые слова: нелинейные колебания, асимптотические решения,  амп​ли-​​​
тудно-частотные характеристики, динамические процессы, качественные мето​ды. 
Pukach P. Ya. Methods for the analysis of dynamic processes in nonlinear nonautonomus mechanical systems with different structures. – Manuscript.

Dissertation for the Degree of Doctor of  Technical Sciences, speciality 05.02.09 – Dynamics and Strength of Machines. –  Lviv Polytechniс National University, Lviv, 2014.
In this thesis, based on a combination of analytical and qualitative approaches sig​nificantly expanded range of classes of nonlinear oscillatory mechanical systems with different struc​tures (discrete and continuum), for which we can get a detailed analysis of the dy​na​mic processes (phenomena). In particular, such an analysis was done for non-auto​no​mous strongly nonlinear mechanical systems with one and many degrees of freedom with the help of special periodic  Ateb-functions. Developed technique to study vibrational pro​ces​​ses of strongly nonlinear systems with concentrated masses can solve the problem of synthesis of systems at the design stage, to choose such elastic characteristics, which make it impossible to resonance phenomena. The dissertation systematically in​ves​tigated dynamic phenomena in a continuous system elastic body - continuous flow of a homogeneous medium. The main emphasis is placed on obtaining the calculated de​pendences, taking into account the number of geometric, mechanical and kinematic cha​racteristics of the oscillations. In this thesis, a new interdisciplinary qualitative re​search method of mathematical models vibrations of objects in a nonlinear medium is developed. With the help of this method are investigated correctness (existence and uni​queness) of the solution, the existence of blow-up regimes in a number of tasks, si​mu​lating oscillatory processes in nonlinear dynamical systems with distributed para​me​ters. Qualitative results obtained justify, in particular, the possibility of applying to these problems approximate Galerkin method and provide the theoretical basis for the application of various numerical methods for the analysis of dynamic phenomena in these mechanical systems. 
Key words: nonlinear oscillations, asymptotic solutions, frequency response, dynamic processes, qualitative methods.
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