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Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïàäiííÿ îäíîðiäíî¨ êóëi, ðàäióñ ÿêî¨ çìåíøó¹òüñÿ ó ÷àñi çà äðîáîâî-

ëiíiéíèì çàêîíîì. Ïåðøi iíòåãðàëè ðiâíÿíü ðóõó çíàéäåíî â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ, äðóãi
iíòåãðàëè çâåäåíî äî óçàãàëüíåíèõ iíòåãðàëiâ Ôðåíåëÿ, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ãiïåðãåîìå-
òðè÷íi ôóíêöi¨. Äîñëiäæåíî îñîáëèâîñòi ðóõó êóëi ïiä äi¹þ ñèëè Ìàãíóñà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðóõ ìàñîâî¨ êóëi, çìåíøåííÿ ìàñè, ñèëà Ìàãíóñà, ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨.

2000 MSC: 70B10

ÓÄÊ: 531.391

Âñòóï

Îáåðòàííÿ òië, ïðè ïîëüîòi ¨õ ó ãàçîâîìó ñåðåäî-
âèùi, ñóïðîâîäæó¹òüñÿ äi¹þ ñèëè Ìàãíóñà. Çîêðåìà
öþ ñèëó âèêîðèñòîâóþòü äëÿ iíòåíñèôiêàöi¨ ïíåâìî-
ñåïàðóâàííÿ çåðíîâèõ ñóìiøåé ó ñiëüñüêîìó ãîñïî-
äàðñòâi [1, 2]. Âðàõóâàííÿ äi¨ ñèëè Ìàãíóñà âàæëèâå
â çàäà÷àõ ïíåâìîòðàíñïîðòóâàííÿ ñèïêèõ ìàòåðiàëiâ
[3]. Ñèëà Ìàãíóñà ìîæå òàêîæ âèíèêàòè ïðè ïîëüîòi
÷àñòîê òâåðäîãî ïàëèâà [4]. Öÿ ñèëà âèêðèâëÿ¹ òðà¹-
êòîðiþ ðóõó, òîìó ùî áåç ¨¨ óðàõóâàííÿ òðà¹êòîðiÿ ¹
ïëîñêîþ êðèâîþ, ùî ðîçìiùåíà â âåðòèêàëüíié ïëî-
ùèíi, â ÿêié ëåæèòü âåêòîð ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi.
Òîìó òiëî, ÿêå îáåðòà¹òüñÿ, íå ìîæå â çàãàëüíîìó
âèïàäêó ðóõàòèñü ïðÿìîëiíiéíî, íàâiòü, ó ðàçi ïàäi-
ííÿ éîãî â îäíîðiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi. Âiä äi¨
ñèëè Ìàãíóñà çàëåæèòü øâèäêiñòü ðóõó. �¨ âïëèâ íà
ïðîöåñ ðóõó äîñëiäæåíî ïåðåâàæíî äëÿ òië ñòàëèõ
ðîçìiðiâ òà ìàñè [3, 5, 6, 7].

Ïiä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ðóõó êóëi, ç óðàõóâàííÿì
ñèëè Ìàãíóñà, âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi çàêîíè çìiíè
ðîçìiðó òiëà [8, 9, 10], çîêðåìà ëiíiéíèé, åêñïîíåí-
öiàëüíèé òà çàêîí Ñðåçíåâñüêîãî. Âiäîìèé òàêîæ
äðîáîâî-ëiíiéíèé çàêîí, ÿêîìó ïðèäiëåíî ìåíøå óâà-
ãè. Éîãî ðîçãëÿäàëè Â.Î. Ñàïà òà Ì.Ì. Ñàãiòîâ [11].

Íàóêîâà íîâèçíà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
âèâ÷àþòü äiþ ñèëè Ìàãíóñà íà ðóõ ñôåðè÷íîãî òiëà,
çìiíà ìàñè ÿêîãî âiäáóâà¹òüñÿ çà äðîáîâî-ëiíiéíèì
çàêîíîì, âïåðøå.

I. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

A Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ïðèéíÿòi ãiïîòåçè

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó ðóõó â ñïðîùåíié ïîñòàíîâ-
öi, áåç óðàõóâàííÿ ñèëè îïîðó ðóõîâi. Òàêèé ïiäõiä
äîçâîëÿ¹ çíàéòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ç äî-

ñòàòíüîþ òî÷íiñòþ ìîäåëþ¹ ðóõ ñôåðè÷íèõ òië, ÿêi
øâèäêî îáåðòàþòüñÿ, â íåðóõîìîìó ãàçîâîìó ñåðåäî-
âèùi íà ïî÷àòêîâîìó åòàïi ðóõó.

Âiñü îáåðòàííÿ ñôåðè÷íîãî òiëà ââàæà¹ìî âåðòè-
êàëüíîþ òà ñïðÿìîâàíîþ ïðîòè îñi êîîðäèíàòíî¨ ñè-
ñòåìè, ïîêàçàíî¨ íà ðèñ.1.

Ðèñ. 1. Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà

Çà âêàçàíî¨ îði¹íòàöi¨ îñi îáåðòàííÿ, ïðîåêöi¨ ñèëè
Ìàãíóñà íà îñi êîîðäèíàò ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîð-
ìóëàìè:

Fmx =
8π

3
δr3ωẏ; Fmy = −8π

3
δr3ωẋ; Fmz = 0, (1)

äå δ � ùiëüíiñòü ãàçîâîãî ñåðåäîâèùà; ω = ω(t) � êó-
òîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ êóëi ðàäióñà r = r(t); t �
÷àñ; ẋ, ẏ � ïðîåêöi¨ ëiíiéíî¨ øâèäêîñòi ðóõó öåíòðà
ìàñ íà îñi âiäïîâiäíî ox i oy.

Áåç óðàõóâàííÿ îïîðó ñåðåäîâèùà, â îäíîðiäíîìó
ïîëi ãðàâiòàöi¨, ðóõ òiëà ìàñè m = m(t) îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿìè:

mẍ = Fmx − µẋṁ; mÿ = Fmy − µẏṁ;

mz̈ = Fmz − µżṁ+mg.
(2)
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Òóò êîåôiöi¹íò 0 < µ < 1 êîðèãó¹ âåëè÷èíó ðå-
àêòèâíî¨ ñèëè, çóìîâëåíî¨ çìåíøåííÿì ìàñè; g � ïðè-
ñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ.

Ââàæà¹ìî, ùî çìiíà ðàäióñà r òiëà, ÿêå ïàäà¹, îïè-
ñó¹òüñÿ äðîáîâî-ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó t:

r =
r0

1 + γt
, (3)

äå r0 = r(0); γ � ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ iíòåí-
ñèâíiñòü çìåíøåííÿ ðàäióñà òà ìàñè îäíîðiäíî¨ êóëi.

Ç (1), (2) âèïëèâà¹, ùî êîîðäèíàòè òðà¹êòîði¨ ïî-
ëüîòó öåíòðà ìàñ òiëà, ïiä äi¹þ ñèëè Ìàãíóñà, ðå-
àêòèâíî¨ ñèëè òà ñèëè ãðàâiòàöi¨, áåç óðàõóâàííÿ îïî-
ðó çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà, çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè:

ẍ =
2δω

ρ
ẏ − µṁ

m
ẋ,

ÿ = −2δω

ρ
ẋ− µṁ

m
ẏ, (4)

z̈ = g − µṁ
m
ż.

Ó íèõ äîäàíêè ç ìíîæíèêîì ω âèçíà÷àþòü äiþ
ñèëè Ìàãíóñà, à äîäàíêè ç ìíîæíèêîì µ � äiþ ðå-
àêòèâíî¨ ñèëè.

Ðiâíÿííÿ (4) áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè çà ïî÷àòêîâèõ
óìîâ:

ẋ(0) = υ0 cosφ;

ẏ(0) = υ0 sinφ;

ż(0) = ż0; x(0) = y(0) = z(0) = 0,

(5)

äå υ⃗0 � ïðîåêöiÿ ñòàðòîâî¨ øâèäêîñòi öåíòðà ìàñ íà
ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó; φ � êóò, ÿêèé öÿ ïðîåêöiÿ
ñêëàäà¹ ç âiññþ ox; ż0 � ïðîåêöiÿ ñòàðòîâî¨ øâèäêî-
ñòi íà âåðòèêàëüíó âiñü (äèâ. ðèñ. 1).

B Ïîáóäîâà çàìêíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i

Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó òðåòüîãî ðiâíÿííÿ â (4)
íå ñòàíîâèòü òðóäíîùiâ. Éîãî ïåðøèé òà äðóãèé ií-
òåãðàëè ìàþòü âèãëÿä

ż(t) =
a3µ

bγ
(g(1− a−b) + υ0γb),

z(t)=
2(ab+2−1)(3µγυ0+(g−υ0γ))−(a−1)(gγt(2+b))

2γ2(9µ2−1)
,

(6)
äå a = 1 + γt; b = 3µ− 1.

Çãiäíî ç (3)
ṁ

m
= −3γ

r0
r.

Äëÿ ïîøóêó àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøèõ äâîõ
ðiâíÿíü ñèñòåìè (4) ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ ç
iíäåêñîì �îäèíèöÿ� çà ôîðìóëàìè:

ẋ(t) = (1 + γt)3µẋ1(t);

ẏ(t) = (1 + γt)3µẏ1(t).
(7)

Ïiäñòàâèâøè (7) â (4), îòðèìó¹ìî ñïðîùåíó ñè-
ñòåìó

ẍ1 =
2δ

ρ
ωẏ1; ÿ1 = −2δ

ρ
ωẋ1, (8)

ÿêó çâîäèìî äî ðiâíÿííÿ

η̈ − ω̇

ω
η̇ +

(
2δ

ρ

)2

ω2η = 0, (9)

äå η = ẋ1(t).
Ùîá çíàéòè çàëåæíiñòü ω(r), âèêîðèñòîâó¹ìî çà-

êîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó êóëi, ÿêà
îáåðòà¹òüñÿ. Çãiäíî ç öèì çàêîíîì

r
dω

dr
+ 5νω = 0. (10)

Òóò 0 < ν < 1 � êîåôiöi¹íò, ÿêèé êîðèãó¹ âåëè÷è-
íó ðåàêòèâíîãî ìîìåíòó, çóìîâëåíîãî çìiíîþ ðîçìi-
ðiâ i ìàñè êóëi.

ßêùî ïî÷àòêîâà êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ êóëi
äîðiâíþ¹ ω0, òî, ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (10), îòðèìó-
¹ìî

ω(r) = ω∗r
−5ν , (11)

äå ω∗ = ω0r
5ν
0 .

Iç (3) i (11) âèïëèâà¹, ùî

ω̇

ω
=

5νγ

1 + γt
; ω2 = ω2

0(1 + γt)10ν . (12)

Òîäi ðiâíÿííÿ (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó

η̈ − 5νγ

1 + γt
η̇ +

(
2δ

ρ

)2

ω2
0(1 + γt)η = 0. (13)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (13) ¹

η = c1 sin(κ) + c2 cos(κ), (14)

äå κ = 2ω0δ
γρ ·

(1+γt)5ν+1

5ν+1 ; c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (14) i (7), îòðèìó¹ìî ôîðìóëè

äëÿ îá÷èñëåííÿ ïðîåêöié øâèäêîñòi ðóõó öåíòðà ìàñ,
íà îñi êîîðäèíàò:

ẋ(t) = (1 + γt)3µ(c1 sin(κ) + c2 cos(κ)),

ẏ(t) = (1 + γt)3µ(c1 cos(κ)− c2 sin(κ)).
(15)

Çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (5) çíàõîäèìî
êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ

c1 = υ0 sin(κ0 + φ); c2 = υ0 cos(κ0 + φ). (16)

Òóò κ0 = 2ω0δ
γρ ·

1
5ν+1 .

Îá÷èñëåííÿ êîîðäèíàò òðà¹êòîði¨ öåíòðà ìàñ çâî-
äèìî äî ôîðìóë:

x(t) = c1I1(t) + c2I2(t); y(t) = c1I2(t)− c2I1(t), (17)
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â ÿêèõ

I1(t) =

t∫
0

(1 + γt)3µ sin(β(1 + γt)5ν+1)dt,

I2(t) =

t∫
0

(1 + γt)3µ cos(β(1 + γt)5ν+1)dt.

Ââåäåííÿì íîâî¨ çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ, çàìiñòü

(17), îäåðæó¹ìî

I1(t) =
1

γ(5ν + 1)βα

θ1∫
β

θα−1 sin θdθ;

I2(t) =
1

γ(5ν + 1)βα

θ1∫
β

θα−1 cos θdθ.

(18)

Òóò α = 1+3µ
1+5ν ; θ1 = β(1 + γt)5ν+1.

Óçàãàëüíåíi iíòåãðàëè Ôðåíåëÿ (18) çâîäÿòüñÿ äî ðiçíèöi ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié, à ñàìå:

I1(r) =
1

γ(5ν + 1)βα(α+ 1)

(
θ1+α1 1F2

(
α+ 1

2
;
3

2
;
α+ 3

2
;−θ

2
1

4

)
− β1+α

1F2

(
α+ 1

2
;
3

2
;
α+ 3

2
;−β

2

4

))
;

I2(r) =
1

γ(5ν + 1)βαα

(
θα1 1F2

(
α

2
;
1

2
;
α+ 2

2
;−θ

2
1

4

)
− βα1F2

(
α

2
;
1

2
;
α+ 2

2
;−β

2

4

))
.

Iç (18) âèïëèâà¹, ùî õàðàêòåð ðóõó öåíòðà ìàñ çà-
ëåæèòü âiä çíà÷åííÿ α. ßêùî α = 1, òî òðà¹êòîði¹þ
ðóõó áóäå ñïiðàëü çi ñòàëîþ êðèâèíîþ, ÿêà íà ïëîùè-
íó xoy ïðîåêòó¹òüñÿ â êîëî (àíàëîã îñîáëèâî¨ òî÷êè �
öåíòð, íà ôàçîâié ïëîùèíi). ßêùî α < 1, òî ñïiðàëü
áóäå çàêðó÷óâàòèñÿ (àíàëîã îñîáëèâî¨ òî÷êè � ñòié-
êèé ôîêóñ). ßêùî æ α > 1, òî ñïiðàëü ðîçêðó÷ó¹òüñÿ
(àíàëîã íåñòiéêîãî ôîêóñà).

C ×èñëîâi ðåçóëüòàòè òà ¨õ àíàëiç

Âèâ÷èìî âïëèâ êóòîâî¨ øâèäêîñòi íà òðà¹êòî-
ðiþ ðóõó öåíòðà ìàñ ñôåðè÷íî¨ ÷àñòèíêè. Äëÿ öüî-
ãî ïðèéìåìî òàêi âèõiäíi äàíi: r0 = 2 · 10−3ì;
ρ = 1000êã/ì3; γ = 3c−1; δ = 1êã/ì3; φ=45◦;
υ0=5 ì/ñ; ż0=1 ì/ñ; µ=0,7; ν=0,3 òà ðiçíi ω0.

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî òðà¹êòîði¨, à íà ðèñ. 3 � ¨õ

ïðîåêöi¨, îòðèìàíi äëÿ çíà÷åíü ω0=1000;2000;3000c−1

(ùî ïîçíà÷åíi öèôðàìè 1,2,3 íà ãðàôiêàõ). Çi çðîñòà-
ííÿì ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi çáiëü-
øó¹òüñÿ âïëèâ ñèëè Ìàãíóñà, òîáòî áiëüøå âèêðèâ-
ëÿ¹òüñÿ òðà¹êòîðiÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî çìiíó òðà¹êòîði¨ ðóõó
öåíòðà ìàñ êóëi çàëåæíî âiä âåëè÷èíè êîåôiöi¹íòà α.
Ïðèéìåìî ω0=2000 c−1 òà ðiçíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà
ðåàêòèâíîñòi µ. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó íàâåäåíî íà
ðèñ. 4 òà 5.

Íà ðèñ. 4 i 5 âêàçàíî òðà¹êòîði¨ ðóõó òà ¨õ ïðî-
åêöi¨, îòðèìàíi äëÿ µ=0,3;0,5;0,7, i ïîçíà÷åíi öèôðà-
ìè 1,2,3 íà ãðàôiêàõ. Ïðèéíÿòi çíà÷åííÿ µ ïðèâîäÿòü
âiäïîâiäíî äî α < 0, α = 0, α > 0. Çà µ=0,3 òðà¹êòî-
ðiÿ 1 çàêðó÷ó¹òüñÿ óñåðåäèíó. Êîëè µ=0,5 îòðèìó¹ìî
ñïiðàëü ñòàëî¨ êðèâèçíè, íà ðèñ. 5 � öå êîëî 2. Äëÿ
çíà÷åííÿ µ=0,7 ñïiðàëü 3 ðîçêðó÷ó¹òüñÿ.

Ðèñ. 2. Òðè òðà¹êòîði¨ äëÿ ðiçíèõ ω0 Ðèñ. 3. Ïðîåêöi¨ òðà¹êòîðié íà ïëîùèíó xoy
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Ïðî âïëèâ ñèëè ìàãíóñà íà ðóõ ñôåðè÷íîãî òiëà çìiííî¨ ìàñè

Ðèñ. 4. Òðà¹êòîði¨ äëÿ ðiçíèõ µ Ðèñ. 5. Òðà¹êòîði¨ äëÿ ðiçíèõ µ

Âèñíîâêè

Ïåðøi iíòåãðàëè ðiâíÿííÿ ðóõó âèðàæàþòüñÿ
â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ äëÿ âèïàäêó äðîáîâî-
ëiíiéíîãî çàêîíó çìiíè ðàäióñà êóëi â ÷àñi òà îáåðòàí-
íi ¨¨ íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ îñi, áåç óðàõóâàííÿ îïî-
ðó ñåðåäîâèùà. Äðóãi iíòåãðàëè ðiâíÿíü çâîäÿòüñÿ

äî óçàãàëüíåíèõ iíòåãðàëiâ Ôðåíåëÿ, ÿêi âèðàæàþ-
òüñÿ ÷åðåç ãiïåðãåîìåòðè÷íi ôóíêöi¨. Ñèëà Ìàãíó-
ñà âèêðèâëÿ¹ òðà¹êòîðiþ ïàäiííÿ öåíòðà ìàñ êóëi â
ïðîñòîðîâó ëiíiþ. Êðèâèçíè òðà¹êòîðié çàëåæàòü âiä
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñèëîþ Ìàãíóñà òà ðåàêòèâíîþ
ñèëîþ.
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Î ÂËÈßÍÈÈ ÑÈËÛ ÌÀÃÍÓÑÀ ÍÀ ÄÂÈÆÅÍÈÅ
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅËÀ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÌÀÑÑÛ

Îëüøàíñêèé Â. Ï.a, Îëüøàíñêèé Ñ. Â.b

aÕàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà,
óë. Àðòåìà, 44, 61002, Õàðüêîâ, Óêðàèíà

bÍàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò �Õàðüêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò�,
óë. Ôðóíçå, 21, 61002, Õàðüêîâ, Óêðàèíà

Ðåøåíà çàäà÷à ïàäåíèÿ îäíîðîäíîãî øàðà, ðàäèóñ êîòîðîãî óìåíüøàåòñÿ âî âðåìåíè ïî
äðîáíî-ëèíåéíîìó çàêîíó. Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàéäåíû â ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèÿõ, âòîðûå èíòåãðàëû ñâåäåíû ê îáîáù¼ííûì èíòåãðàëàì Ôðåíåëÿ, êîòîðûå
âûðàæàþòñÿ â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ ïîä
äåéñòâèåì ñèëû Ìàãíóñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâèæåíèå ìàññèâíîãî øàðà, óìåíüøåíèå ìàññû, ñèëà Ìàãíóñà, ñïåöèàëü-

íûå ôóíêöèè.
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The problem of falling of a homogeneous sphere whose radius decreases in time according
to fractional linear law is solved. First integrals of equations of motion are found in elementary
functions, the second integral is reduced to a generalized Fresnel integrals, which are expressed
in terms of hypergeometric functions. The features of motion of the sphere under the force of
Magnus are investigated.
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