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I. Âñòóï

Ó ðîáîòi ìè ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæåííÿ âiëüíèõ
äîáóòêiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ðîçïî÷àòi ó ðîáîòàõ
[4�6]. Çîêðåìà àêöåíòó¹ìî óâàãó íà ãîìîìîðôiçìàõ
âiëüíèõ äîáóòêiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Äîñëiäæó-
¹ìî, ÿêi òîïîëîãi÷íi òà òîïîëîãî-àëãåáðà¨÷íi âëàñòè-
âîñòi ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï çáåðiãà-
þòüñÿ êîíñòðóêöi¹þ âiëüíîãî äîáóòêó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïàðàòîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ íàçèâà-
¹òüñÿ ïàðà (G, τ), äå G � ãðóïà, τ � òîïîëîãiÿ íà
G, ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ ìíîæåííÿ m : G×G→ G,
m(x, y) 7→ xy ¹ íåïåðåðâíèì. Òîïîëîãiÿ τ íàçèâà¹òüñÿ
ïðè öüîìó íàïiâãðóïîâîþ. ßêùî, êðiì òîãî, âiäîáðà-
æåííÿ iíâåðñi¨ i : G → G, i(x) 7→ x−1 ¹ íåïåðåðâíèì,
òî ïàðà (G, τ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, à
òîïîëîãiÿ τ � ãðóïîâîþ.

Âèâ÷åííÿ âiëüíèõ äîáóòêiâ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï çà-
ïî÷àòêîâàíî â ðîáîòi Ì.I. Ãðà¹âà [1]. Ïîäàëüøå äî-
ñëiäæåííÿ âiëüíèõ äîáóòêiâ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ïîâ'ÿ-
çàíå ïåðåâàæíî çi øêîëîþ Ñ.À. Ìîððiñà. Ó ðîáîòàõ
[1], [10�13] ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ç îñíîâíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè âiëüíèõ äîáóòêiâ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï.

Âñþäè ó ðîáîòi ââàæàòèìåìî, ùî I ¹ íåïîðîæ-
íüîþ ìíîæèíîþ iíäåêñiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. [4] Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Ïàðàòîïîëîãi÷íó ãðóïó G
ìè áóäåìî íàçèâàòè âiëüíèì òîïîëîãi÷íèì äîáóòêîì
ãðóï Gi (ïîçí.

∏
i∈I

∗
Gi), ÿêùî âèêîíàíî óìîâè:

1) ãðóïà G ìiñòèòü ãðóïè Gi â ÿêîñòi ñâî¨õ ïiäãðóï;

2) ìiíiìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, ùî ìiñòèòü âñi ïiä-
ãðóïè Gi ñïiâïàäà¹ ç G;

3) ÿêùî äëÿ êîæíîãî i ∈ I iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìî-
ìîðôiçì fi : Gi → H ç ïàðàòîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè Gi ó
ïàðàòîïîëîãi÷íó ãðóïó H, òî iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãî-
ìîìîðôiçì f : G → H ç ïàðàòîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G ó
H òàêèé, ùî f |Gi = fi äëÿ âñiõ i ∈ I.

ßê áóëî âñòàíîâëåíî ó [4] äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ {Gi :
i ∈ I} ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï âiëüíèé òîïîëîãi÷íèé

äîáóòîê
∏
i∈I

∗
Gi iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî òîïîëî-

ãi÷íîãî içîìîðôiçìó, ùî çàëèøà¹ íà ìiñöi âñi åëåìåí-
òè ãðóï Gi. ßêùî, êðiì òîãî, óñi ñïiâìíîæíèêè Gi
¹ òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè, òî âiëüíèé äîáóòîê

∏
i∈I

∗
Gi

¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, ÿêà òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà
òîïîëîãi÷íié ãðóïi, ùî ¹ âiëüíèì äîáóòêîì öi¹¨ ñiì'¨
ó êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ãðóï.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ìè äîâîäèìî äåÿêi äîïîìi-
æíi òâåðäæåííÿ ç òåîði¨ âiëüíèõ äîáóòêiâ àáñòðà-
êòíèõ ãðóï, ÿêi íàì ïîòðiáíi ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ìè âñòàíîâëþ¹ìî, ÿêi òîïîëîãî-
àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi âiëüíèõ äîáóòêiâ ïàðàòîïî-
ëîãi÷íèõ çáåðiãàþòüñÿ, à ÿêi íå çáåðiãàþòüñÿ êîíñò-
ðóêöi¹þ âiëüíîãî äîáóòêó. Ó ÷åòâåðòié ÷àñòèíi äîâî-
äèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó τ
âëàñòèâîñòi áóòè Pτ -ïðîñòîðîì òà âëàñòèâîñòi áóòè τ -
çáàëàíñîâàíîþ (àíãë. τ -steady) ãðóïîþ çáåðiãàþòüñÿ
ïðè ïåðåõîäi âiä ãðóï-ñïiâìíîæíèêiâ äî ¨õíüîãî âiëü-
íîãî äîáóòêó.

Ïðî ðåçóëüòàòè ðîáîòè îïèñàíî ó [7].

II. Äåÿêi ïèòàííÿ òåîði¨ âiëüíèõ
äîáóòêiâ àáñòðàêòíèõ ãðóï

Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ãðóï. Äëÿ j ∈ I ðîç-
ãëÿíåìî ñiì'þ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : Gi → Gj : i ∈ I},
äå fi(g) = e, ÿêùî i ̸= j òà g ∈ Gi i fj(g) = g, ÿêùî
g ∈ Gj . Çà îçíà÷åííÿì âiëüíîãî äîáóòêó iñíó¹ ãîìî-
ìîðôiçì pGj :

∏
i∈I

∗
Gi → Gj , ÿêèé ïðîäîâæó¹ ñiì'þ ãî-

ìîìîðôiçìiâ {fi : i ∈ I}. Öåé ãîìîìîðôiçì íàçâåìî
ïðîåêòóâàííÿì âiëüíîãî äîáóòêó

∏
i∈I

∗
Gi íà ñïiâìíî-

æíèê Gj .
Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ãîìî-

ìîðôiçìiâ àáñòðàêòíèõ ãðóï. Òîäi iñíó¹ ãîìîìîðôiçì
f :
∏
i∈I

∗
Gi →

∏
i∈I

∗
Hi òàêèé, ùî f |Gi = fi äëÿ âñiõ

i ∈ I. Ãîìîìîðôiçì f íàçèâàòèìåìî âiëüíèì äîáó-
òêîì ñiì'¨ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : i ∈ I} i ïîçíà÷àòèìåìî
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f =
∏
i∈I

∗
fi.

Ëåìà 2.1. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} �
ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ àáñòðàêòíèõ ãðóï, f =

∏
i∈I

∗
fi

� ¨õíié âiëüíèé äîáóòîê. Òîäi pHi ◦f = fi ◦pGi , òîá-
òî äiàãðàìà

∏
i∈I

∗
Gi

f−→
∏
i∈I

∗
Hi

pGj ↓ ↓ pHj

Gj
fj−→ Hj

¹ êîìóòàòèâíîþ.
� Äîâåäåííÿ. Íåõàé w = B0g1B1g2...gnBn � äî-

âiëüíèé åëåìåíò ç
∏
i∈I

∗
Gi, äå Bk � ñëîâà, ùî íå ìi-

ñòÿòü åëåìåíòiâ ç Gj , gk ∈ Gj , äëÿ k = 1, .., n. Òîäi

f(w) = f(B0g1B1g2...gnBn) =

= f(B0)f(g1)f(B1)f(g2)...f(gn)f(Bn) =

= f(B0)fj(g1)f(B1)fj(g2)...fj(gn)f(Bn),

äå f(Bk) � ñëîâà, ùî íå ìiñòÿòü åëåìåíòiâ ç Hj . Òîìó

pHj◦f(w)=pHj (f(B0)fj(g1)f(B1)fj(g2)...fj(gn)f(Bn))=

= pHj (f(B0))pHj (fj(g1))pHj (f(B1))×
×pHj (fj(g2))...pHj (fj(gn))pHj (f(Bn)) =

= efj(g1)efj(g2)...fj(gn))e = fj(g1)fj(g2)...fj(gn).

Çâiäêè,

pGj (w) = pGj (B0g1B1g2...gnBn) =

= pGj (B0)pGj (g1)pGj (B1)pGj (g2)...pGj (gn)pGj (Bn) =

= eg1eg2...gne = g1g2...gn.

Îòæå,

fj ◦ pGj (w) = fj(g1g2...gn) =

= fj(g1)fj(g2)...fj(gn) = pHj ◦ f(w).
�

Ëåìà 2.2. Íåõàé f =
∏
i∈I

∗
fi � âiëüíèé äî-

áóòîê ñiì'¨ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : Gi → Hi : i ∈ I}
àáñòðàêòíèõ ãðóï. Òîäi pGj (kerf) = kerfj äëÿ âñiõ
j ∈ I.
� Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ kerfj ⊆
⊆ pGj (kerf). Íåõàé x ∈ kerfj , òîäi x = kerf ∩ Gj .
Îòæå, x = pGj (x) ∈ pGj (kerf).

Äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ pGj (kerf) ⊆ kerfj . Íåõàé
x ∈ pGj (kerf). Òîäi x = pGj (w) äëÿ äåÿêîãî w ∈ kerf .
Òîìó fj(x) = fj ◦ pGj (w) = pHj ◦ f(w) = pHj (e) = e.
Îòæå, x ∈ kerfj . �

Ëåìà 2.3. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} �
ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ àáñòðàêòíèõ ãðóï, f =

∏
i∈I

∗
fi �

¨õíié âiëüíèé äîáóòîê. Íåõàé åëåìåíò w = a1a2...an,
äå ak ∈ Gik ïðè k = 1, .., n íàëåæèòü ÿäðó ãîìîìîð-
ôiçìó f . Òîäi iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ b1b2...bn îäèíè-
öi ãðóïè

∏
i∈I

∗
Gi òàêå, ùî fik(aik) = fik(bik) äëÿ âñiõ

k = 1, .., n.

� Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè w ∈ kerf , òî ñëîâî
f(w) =
= f(a1)f(a2)...f(an) ¹ ïîðîæíiì ó

∏
i∈I

∗
Hi, òîáòî âñi

åëåìåíòè f(w) ñêîðî÷óþòüñÿ. Öåé ïðîöåñ ñêîðî÷å-
ííÿ ìè ìîæåìî ðîçáèòè íà äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó
åòàïi ñêîðî÷ó¹ìî òi ç åëåìåíòiâ f(ak), ÿêi äîðiâíþ-
þòü e. ßêùî f(ak) = e, òî ïðèéìåìî bk = e. Òîäi
fik(ak) = f(ak) = e = f(e) = fik(bk). Ïiñëÿ ñêîðî÷å-
ííÿ åëåìåíòiâ, ùî äîðiâíþþòü e, ó ñëîâi f(w) óòâî-
ðÿòüñÿ ãðóïà ÷è ãðóïè åëåìåíòiâ g1g2...gl, òàêèõ, ùî
g1, g2, ..., gl ∈ Gr äëÿ äåÿêîãî r ∈ I i g1 · g2 · ... · gl = e.
Íåõàé f(aik) = gk, k = 1...l. Ïðèéìåìî bj1 = aj1 ,
bj2 = aj2 , ..., bjl−1

= ajl−1
, bjl = a−1

jl−1
· a−1

jl−2
· ... · a−1

j1
.

Äëÿ âñiõ k = 1...l − 1 óìîâà fr(aik) = fr(bik) î÷åâè-
äíèì ÷èíîì âèêîíó¹òüñÿ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ öi¹¨
óìîâè äëÿ k = l.

f(bj1bj2 ...bjl)=f(aj1aj2 ...ajl−1
a−1
jl−1

...a−1
j2
a−1
j1

)=f(e)=e.

Òîáòî, f(bj1bj2 ...bjl) = f(bj1bj2 ...bjl−1
)f(bjl) = e, çâiä-

êè f(bjl) = f(bj1bj2 ...bjl−1
)−1. �

III. Âiëüíi äîáóòêè ãîìîìîðôiçìiâ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï

Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} � ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ
ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Òîäi iñíó¹ ãî-
ìîìîðôiçì f :

∏
i∈I

∗
Gi →

∏
i∈I

∗
Hi òàêèé, ùî f |Gi = fi

äëÿ âñiõ i ∈ I. Ãîìîìîðôiçì f íàçèâàòèìåìî âiëüíèì
äîáóòêîì ñiì'¨ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : i ∈ I} i ïîçíà÷à-
òèìåìî f =

∏
i∈I

∗
fi.

Âñòàíîâèìî, ÿêi âëàñòèâîñòi ãîìîìîðôiçìiâ ïàðà-
òîïîëîãi÷íèõ ãðóï çáåðiãàþòüñÿ, à ÿêi íå çáåðiãàþ-
òüñÿ êîíñòðóêöi¹þ âiëüíîãî äîáóòêó.

Íåõàé Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñêàæåìî, ùî
íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
¹ Z-ôàêòîðíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ
p : Y → Z ç íåïåðåðâíîñòi êîìïîçèöi¨ p ◦ f âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ p (äèâ. [6]).

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé Gi : i ∈ I � ñiì'ÿ ïà-
ðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, fi : Gi → H � ñiì'ÿ íåïåðåðâ-
íèõ ãîìîìîðôiçìiâ, f :

∏
i∈I

∗
Gi → H � ãîìîìîðôiçì,

ùî ïðîäîâæó¹ ãîìîìîðôiçìè fi, Z � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið. Íåõàé òàêîæ iñíó¹ j ∈ I òàêå, ùî ãîìîìîð-
ôiçì fj ¹ Z-ôàêòîðíèì âiäîáðàæåííÿì. Òîäi ãîìî-
ìîðôiçì f ¹ Z-ôàêòîðíèì âiäîáðàæåííÿì.

� Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòó-
ïíîãî òâåðäæåííÿ, âñòàíîâëåíîãî ó [6]: ÿêùî äëÿ
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y iñíó¹ òà-
êà ïiäìíîæèíà X1 â X, ùî çâóæåííÿ f |X1 ¹ Z-
ôàêòîðíèì âiäîáðàæåííÿì, òî âiäîáðàæåííÿ f ¹ òà-
êîæ Z-ôàêòîðíèì. �
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Ïðî âiëüíi äîáóòêè ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï òà iõíi ãîìîìîðôiçìè

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñêàæåìî, ùî ãîìîìîðôiçì
f : G → H ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé, ÿêùî iñíó¹ ãîìî-
ìîðôiçì g : H → G òàêèé, ùî êîìïîçèöiÿ f ◦ g ¹ òî-
òîæíèì ãîìîìîðôiçìîì íà H.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Âiëüíèé äîáóòîê f =
∏
i∈I

∗
fi

ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : Gi → Hi : i∈I}
ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè óñi ñïiâ-
ìíîæíèêè fi ìàþòü ïðàâi îáåðíåíi.

� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé {fi : Gi →
→ Hi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ òàêèõ, ùî ãî-
ìoìîðôiçì f =

∏
i∈I

∗
fi ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé ãîìî-

ìîðôiçì. Íåõàé g :
∏
i∈I

∗
Hi →

∏
i∈I

∗
Gi � ãîìîìîðôiçì,

òàêèé, ùî f ◦ g = 1∏
i∈I

∗Hi
.

ßê áóëî âñòàíîâëåíî ó [4] êîæåí ñïiâìíîæíèê Gi
¹ îáðàçîì âiëüíîãî äîáóòêó

∏
i∈I

∗
Gi ïðè âiäêðèòié ãî-

ìoìîðôíié ðåòðàêöi¨ pGi . Íåõàé òàêîæ pHi :
∏
i∈I

∗
Hi →

Hi � âiäïîâiäíà âiäêðèòà ãîìoìîðôíà ðåòðàêöiÿ.
Ïðèéìåìî gi = g|Hi i li = pGi ◦ gi.

∏
i∈I

∗
Hi

g−→
∏
i∈I

∗
Gi

∏
i∈I

∗fi

−→
∏
i∈I

∗
Hi

pHj ↓ ↓ pGj ↓ pHj

Hj
lj−→ Gj

fj−→ Hj

Íåõàé x ∈ Hj . Òîäi fj ◦ lj(x) = fj ◦ pGj ◦ gj(x) =
= pHj ◦ f ◦ gj(x) = pHj ◦ f ◦ g(x) =
pHj (f ◦ g)(x) = pHj (x) = x. Òîáòî âiäîáðàæåííÿ lj
¹ ïðàâèì îáåðíåíèì äî âiäîáðàæåííÿ fj .

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} �
ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ÿêi ìà-
þòü ïðàâi îáåðíåíi, {gi : Hi → Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ãî-
ìîìîðôiçìiâ, îáåðíåíèõ äî fi. Ïðèéìåìî f =

∏
i∈I

∗
fi,

g =
∏
i∈I

∗
gi. Òîäi

f ◦g=(
∏
i∈I

∗
fi)◦(

∏
i∈I

∗
gi)=

∏
i∈I

∗
(fi◦gi)=

∏
i∈I

∗
(1Hi)=1∏

i∈I

∗Hi
.

Îòæå, ãîìîìîðôiçì f=
∏
i∈I

∗
fi ìà¹ ïðàâèé îáåðíå-

íèé. �

Òâåðäæåííÿ 3.3. Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ

ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, fi : Gi → G � ñiì'ÿ íåïåðåðâ-

íèõ ãîìîìîðôiçìiâ, f :
∏
i∈I

∗
Gi → G � ãîìîìîðôiçì,

ùî ïðîäîâæó¹ âiäîáðàæåííÿ fi. Íåõàé òàêîæ iñíó¹

j ∈ I òàêå, ùî ãîìîìîðôiçì fj ìà¹ ïðàâèé îáåðíå-

íèé. Òîäi ãîìîìîðôiçì f ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé.
� Äîâåäåííÿ. Íåõàé ãîìîìîðôiçì fj : Gj → G,

äå j ∈ I ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé g : G → Gj ,
òîáòî fj ◦ g = 1G. Íåõàé ej : Gj →

∏
i∈I

∗
Gi �

ãîìîìîðôíå âêëàäåííÿ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï.
Ïðèéìåìî h = ej ◦ g. Íåõàé x ∈ Gj , òîäi

f ◦ h(x) = f ◦ ej ◦ g(x) = fj ◦ ej ◦ g(x) =
= fj ◦ g(x) = x. Òîáòî, ãîìîìîðôiçì h ¹ ïðàâèì
îáåðíåíèì äî ãîìîìîðôiçìó f . �

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ñêàæåìî, ùî ãîìîìîðôiçì
f : G → H ìà¹ ëiâèé îáåðíåíèé, ÿêùî iñíó¹ ãîìî-
ìîðôiçì g : H → G òàêèé, ùî êîìïîçèöiÿ g ◦ f ¹ òî-
òîæíèì ãîìîìîðôiçìîì íà G.

Òâåðäæåííÿ 3.4. Âiëüíèé äîáóòîê f =
∏
i∈I

∗
fi

ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : Gi → Hi : i∈I}
ìà¹ ëiâèé îáåðíåíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè óñi ñïiâ-
ìíîæíèêè fi ìàþòü ëiâi îáåðíåíi.
� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé {fi : Gi → Hi :

i ∈ I} � ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ òàêèõ, ùî ãîìoìîð-
ôiçì f =

∏
i∈I

∗
fi ìà¹ ëiâèé îáåðíåíèé ãîìîìîðôiçì.

Íåõàé g :
∏
i∈I

∗
Hi →

∏
i∈I

∗
Gi � ãîìîìîðôiçì, òàêèé, ùî

g ◦ f = 1∏
i∈I

∗Gi
.

Ïðèéìåìî li = pGi ◦ g.

∏
i∈I

∗
Gi

∏
i∈I

∗fi

−→
∏
i∈I

∗
Hi

g−→
∏
i∈I

∗
Gi

pGj ↓ ↓ pHj ↓ pGj

Gj
lj−→ Hj

fj−→ Gj

Íåõàé x ∈ Gj . Òîäi lj ◦ fj(x)=pGj ◦ g ◦ fj(x)=pGj ◦ g ◦
f(x)=pGj ◦ (g ◦ f)(x) = pGj (x) = x. Òîáòî âiäîáðàæå-
ííÿ lj ¹ ëiâèì îáåðíåíèì äî âiäîáðàæåííÿ fj .

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ÿêi ìàþòü ëi-
âi îáåðíåíi, {gi : Hi → Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ãîìîìîðôi-
çìiâ îáåðíåíèõ äî fi. Ïðèéìåìî f =

∏
i∈I

∗
fi, g =

∏
i∈I

∗
gi.

Òîäi

g◦f=(
∏
i∈I

∗
gi)◦(

∏
i∈I

∗
fi) =

∏
i∈I

∗
(gi◦fi)=

∏
i∈I

∗
(1Gi)=1∏

i∈I

∗Gi
.

Îòæå, ãîìîìîðôiçì f =
∏
i∈I

∗
fi ìà¹ ëiâèé îáåðíå-

íèé. �
Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹-

òüñÿ ñêií÷åííèì (êîìïàêòíèì, ïñåâäîêîìïàêòíèì),
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ¹
ñêií÷åííà (êîìïàêòíà, ïñåâäîêîìïàêòíà) ïiäìíîæè-
íà. Çàìêíåíå êîìïàêòíå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ
äîñêîíàëèì.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîí-
íèì (ëåãêèì, íóëüâèìiðíèì) [8, ñòîð. 526, 538], ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ¹ çâ'ÿçíèì
(ñïàäêîâî íåçâ'ÿçíèì, íóëüâèìiðíèì). Äëÿ âiäîáðà-
æåííÿ f îçíà÷èìî ðîçìiðíiñòü öüîãî âiäîáðàæåííÿ, à
ñàìå, ñêàæåìî, ùî dim(f) ≤ n ÿêùî dim(f−1(y)) ≤ n
äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Àíàëîãi÷íî îçíà÷èìî ïîòóæíiñòü
âiäîáðàæåííÿ f , âêàçàâøè, ùî card(f) ≤ n, ÿêùî
card(f−1(y)) ≤ n äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Â ñèëó îäíî-
ðiäíîñòi ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï âñi âèùåïåðåëi÷åíi
âëàñòèâîñòi äëÿ ãîìîìîðôiçìó f : G → H ïàðàòî-
ïîëîãi÷íèõ ãðóï G i H âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíèìè
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õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòîðó kerf . Çîêðåìà ãîìîìîð-
ôiçì ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï f : G→ H ¹ ìîíîòîííèì
âiäîáðàæåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà kerf
¹ çâ'ÿçíîþ.

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ìè âñòàíîâëþ¹ìî ïåðåëiê
âëàñòèâîñòåé ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ùî íå çáåðiãà-
þòüñÿ êîíñòðóêöi¹þ âiëüíîãî äîáóòêó.

Ïðèêëàä. Íåõàé f : R → R � òîòîæíié àâòî-
ìîðôiçì àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë çi ñòàíäàðíîþ
òîïîëîãi¹þ ó ñåáå, g : Z2 → Z1 � ãîìîìîðôiçì äèñ-
êðåòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè Z2 = {0, 1} â îäíîòî÷êî-
âó òîïîëîãi÷íó ãðóïó Z1. Òîäi îáèäâà ãîìîìîðôiçìè
¹ äîñêîíàëèìè, âiäêðèòî-çàìêíåíèìè, ëåãêèìè íóëü-
âèìiðíèìè âiäîáðàæåííÿìè ïîòóæíîñòi ≤ 2.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ∗ g íå ¹ çàìêíåíèì
i íå ¹ êîìïàêòíèì. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ðîçãëÿíåìî
åëåìåíò xn = 1

n2 ·1 · 1
n2 · · · 1 · 1

n2 ∈ R∗Z2, äå åëåìåíò 1
n2

âõîäèòü n ðàçiâ. Òîäi f ∗g(xn) = n · 1
n2 = 1

n . Ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó X = {xn : n ∈ N}. Ïðèéìåìî G = R∗Z2 i
äëÿ íàòóðàëüíîãî m ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(m) ìíîæèíó
åëåìåíòiâ ç G äîâæèíà ÿêèõ ó íåñêîðîòíié ôîðìi íå
ïåðåâèùó¹G. Îñêiëüêè ãðóïè R i Z2 ¹ kω-ïðîñòîðàìè,
òî ãðóïà G ìà¹ òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi âiäíî-
ñíî ïîñëiäîâíîñòi {G(m) : m ∈ N} [13]. Îñêiëüêè äëÿ
êîæíîãî m ∈ N ïåðåòèí X ∩G(m) ¹ ñêií÷åííèì, à îò-
æå, i çàìêíåíèì ó G(m), òî ìíîæèíà X ¹ çàìêíåíîþ
ó G. Îáðàçîì ìíîæèíè X ïðè âiäîáðàæåííi f ∗ g ¹
ìíîæèíà { 1n ;n ∈ N}, ÿêà ¹ íå çàìêíåíîþ ó R. Îòæå,
âiäîáðàæåííÿ f ∗ g íå ¹ çàìêíåíèì.

Íåõàé I = [0, 1] � îäèíè÷íèé âiäðiçîê, In =
I × I × · · · × I. Ïîêàæåìî, ùî ÿäðî ãîìîìîðôiçìó
f ∗g ìiñòèòü çàìêíåíó êîïiþ n-âèìiðíîãî êóáà, òîáòî
íå ¹ ëåãêèì ÷è ñêií÷åííîâèìiðíèì. Äiéñíî ðîçãëÿíå-
ìî âiäîáðàæåííÿ t : In → ker(f ∗ g) ⊂ R ∗Z2 îçíà÷åíå
ôîðìóëîþ

t(x1, x2, . . . , xn) = x1·1·x2·1·· · ··1·xn·1·(−x1−x2−· · ·−xn).

Âiäîáðàæåííÿ t íåïåðåðâíî i ái¹êòèâíî âiäîáðà-
æà¹ êîìïàêò In íà ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið t(In), à îò-
æå, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïðîñòîðiâ In i t(In). Îòæå,
ïðîñòið t(In) ¹ çàìêíåíîþ ãîìåîìîðôíîþ êîïi¹þ n-
âèìiðíîãî êóáà â ker(f ∗ g) ⊂ R ∗ Z2, à òîìó âiäîáðà-
æåííÿ f ∗ g íå ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì.

Ó ðîáîòi [13] áóëî ïîáóäîâàíî ïðèêëàä äâîõ ãîìî-
ìîðôiçìiâ, ÿêi ¹ ëîêàëüíèìè ãîìåîìîðôiçìàìè, âiëü-
íèé äîáóòîê ÿêèõ íå ¹ ëîêàëüíèì ãîìåîìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 3.1. Âiëüíèé äîáóòîê f =
∏
i∈I

∗
fi

ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ {fi : Gi → Hi : i ∈
I} ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè óñi ñïiâìíîæíèêè fi ¹ ìîíîòîííèìè âiäîá-
ðàæåííÿìè.
� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé {fi : Gi → Hi :

i ∈ I} � ñiì'ÿ ãîìîìîðôiçìiâ òàêèõ, ùî ãîìoìîðôiçì
f =

∏
i∈I

∗
fi ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì. Òîäi ìíîæè-

íà kerf ¹ çâ'ÿçíîþ. Çà ëåìîþ 2.2 pGi(kerf) = kerfi
äëÿ âñiõ i ∈ I. Ìíîæèíà kerfi ¹ çâ'ÿçíîþ, ÿê îáðàç

çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè kerf ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðà-
æåííi pGi . Òîáòî ãîìîìîðôiçìè fi ¹ ìîíîòîííèìè
âiäîáðàæåííÿìè.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ÿêi ¹ ìîíî-
òîííèìè âiäîáðàæåííÿìè. Çà íàñëiäêîì 6.1.13 ç [8],
ùîá äîâåñòè çâ'ÿçíiñòü ìíîæèíè kerf , íàì äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî g = a1a2...an ∈ kerf
iñíó¹ çâ'ÿçíà ìíîæèíà â

∏
i∈I

∗
Gi, ùî ìiñòèòü îäèíèöþ

ãðóïè
∏
i∈I

∗
Gi i åëåìåíò g. Çà ëåìîþ 2.3 iñíó¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ e = a1a2...an îäèíèöi ãðóïè
∏
i∈I

∗
Gi òàêå, ùî

fik(aik) = fik(bik) äëÿ âñiõ k = 1, .., n, ÿêùî ak ∈ Gik .
Òîäi ìíîæèíà F1 = U1a2...an, äå U1 = f−1

i1
(fi1(a1))

¹ çâ'ÿçíîþ, îñêiëüêè âîíà ¹ çñóâîì ìíîæèíè U1, à
ïðîñòið ïàðàòîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ¹ îäíîðiäíèì i ìi-
ñòèòü åëåìåíòè g = a1a2...an òà g1 = b1a2...an. Ìíî-
æèíà F2 = b1U2a3...an ¹ çâ'ÿçíîþ òà ìiñòèòü åëåìåíòè
g1 = b1a2...an i g2 = b1b2a3...an. Ïîâòîðèâøè öi ìið-
êóâàííÿ n ðàçiâ, îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü çâ'ÿçíèõ
ìíîæèí F1, F2, Fn−1, ïðè÷îìó gi ∈ Fi ∩ Fi+1, òîáòî
Fi ∩ Fi+1 ̸= ∅. Òîìó çà òåîðåìîþ 6.1.9 ç [8] ìíîæè-

íà F =
n−1
∪
i=1

Fi ¹ çâ'ÿçíîþ, ïðè÷îìó a ∈ F1 ⊆ F i

e ∈ Fn−1 ⊆ F .
Îòæå, ìíîæèíà kerf ¹ çâ'ÿçíîþ, à çíà÷èòü ãîìî-

ìîðôiçì f =
∏
i∈I

∗
fi ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì. �

Íåõàé G � ïàðàòîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ñêàæåìî, ùî
ãîìîìîðôiçì f : H1 → H2 ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï H1

i H2 ¹ G-ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ãî-
ìîìîðôiçìó p : H2 → G ç íåïåðåðâíîñòi êîìïîçèöi¨
p ◦ f âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìó p. Ó ðî-
áîòi [6] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðàòîïî-
ëîãi÷íî¨ ãðóïè G âiëüíèé äîáóòîê ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ
G-ãîìîìîðôiçìiâ ¹G-ãîìîìîðôiçìîì.

Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, {fi : Gi → H} � ñiì'ÿ íåïå-
ðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ, f :

∏
i∈I

∗
Gi → H � ãîìîìîð-

ôiçì, ùî ïðîäîâæó¹ ãîìîìîðôiçìè fi, G � ïàðàòî-
ïîëîãi÷íà ãðóïà. Íåõàé òàêîæ iñíó¹ j ∈ I òàêå, ùî
ãîìîìîðôiçì âiäîáðàæåííÿ fj ¹ G-ãîìîìîðôiçìîì.
Òîäi ãîìîìîðôiçì f ¹ G-ãîìîìîðôiçìîì.

Ó ðîáîòi [5] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî âiëüíèé äîáóòîê
ñiì'¨ âiäêðèòèõ ãîìîìîðôiçìiâ ¹ âiäêðèòèì ãîìîìîð-
ôiçìîì.

Òâåðäæåííÿ 3.6. Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, {fi : Gi → G} � ñiì'ÿ íåïå-
ðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ, f :

∏
i∈I

∗
Gi → G � ãîìîìîð-

ôiçì, ùî ïðîäîâæó¹ ãîìîìîðôiçìè fi. Íåõàé òàêîæ
iñíó¹ j ∈ I òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ fj ¹ âiäêðèòèì.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòèì.
Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨
ëåìè, ÿêà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ëåìè 2.11 ç [10].

Ëåìà 3.1. Íåõàé f : G→ H� íåïåðåðâíèé ãî-
ìîìîðôiçì ç ïàðàòîïîëîãi÷íî¨ G ãðóïè ó ïàðàòîïî-
ëîãi÷íó ãðóïó H. ßêùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà S ⊆ G òà-
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Ïðî âiëüíi äîáóòêè ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï òà iõíi ãîìîìîðôiçìè

êà, ùî çâóæåííÿ f |S ¹ âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì,
òî ãîìîìîðôiçì f ¹ âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì.

Ó ðîáîòi [14] áóëî çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöiþ
îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Âiëüíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà
ïðîñòîðó X � öå ¹ ïàðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òîïîëî-
ãi÷íî¨ ãðóïè F (X) òà íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ηX
òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi-
÷íó ãðóïó G iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f̃ òàêèé,
ùî f̃ ◦ ηX = f .

Äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âiëüíà
òîïîëîãi÷íà ãðóïà ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.3 iñíó¹, ïðè-
÷îìó âiäîáðàæåííÿ ηX ¹ ií'¹êòèâíèì ÿê òiëüêè ïðî-
ñòið X ¹ ôóíêöiîíàëüíî ãàóñäîðôîâèì i çàìêíåíèì
âêëàäåííÿì ÿê òiëüêè ïðîñòið X ¹ òèõîíîâñüêèì.

Óçàãàëüíèìî òåîðåìó 2.9 ç ðîáîòè Ìîððiñà [11].
Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíå áóäå íàñòóïíå äîïîìiæíå
òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.7. Íåõàé (F (X), ηX) � âiëüíà
òîïîëîãi÷íà ãðóïà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, Y �
ðåòðàêò ïðîñòîðóX, FY � ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðó-
ïè ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ Y . Òîäi (FY , ηX |Y ) ¹ âiëü-
íîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ ïðîñòîðó Y .
� Äîâåäåííÿ. Íåõàé r : X → Y � ðåòðàêöiÿ,

f : FY → G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G. Òîäi f ◦ r
¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì ç òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G. À òîìó iñíó¹ ãîìî-
ìîðôiçì H : F (X)→ G ç ãðóïè F (X) ó G òàêèé, ùî
H ◦ ηX = f . Ðîçãëÿíåìî çâóæåííÿ f̃ = H|FY

. Òî-
äi f̃ ◦ ηX |Y = f . Îòæå, ïàðà (FY , ηX |Y ) çàäîâîëüíÿ¹
îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ïðîñòîðó Y . Çà
¹äèíiñòþ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè îòðèìà¹ìî, ùî
ïàðà (FY , ηX |Y ) ¹ âiëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ ïðî-
ñòîðó Y . �

Òâåðäæåííÿ 3.8. Íåõàé {Xi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, F (Xi) � âiëüíà òîïîëîãi÷íà
ãðóïà ïðîñòîðó Xi. Òîäi âiëüíèé òîïîëîãi÷íèé äîáó-
òîê

∏
i∈I

∗
F (Xi) ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèé âiëüíié òî-

ïîëîãi÷íié ãðóïi F (⊕
i∈I
Xi).

� Äîâåäåííÿ. Íåõàé (F (Xi), ηi) � âiëüíà òî-
ïîëîãi÷íà ãðóïà ïðîñòîðó Xi äå i ∈ I. Ïîêàæåìî, ùî
äëÿ âiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî äîáóòêó

∏
i∈I

∗
F (Xi) âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðó-
ïè äëÿ ïðîñòîðó X = ⊕

i∈I
Xi. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî âiä-

îáðàæåííÿ η : X →
∏
i∈I

∗
F (Xi), îçíà÷åíå ÿê η|Xi = ηi.

Âiäîáðàæåííÿ η ¹ íåïåðåðâíèì â ñèëó íåïåðåðâíîñòi
âiäîáðàæåíü ηi. Íåõàé f : X → G � íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi-
÷íó ãðóïó G. Òîäi fi = f |Xi � íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Xi ó G. Çà îçíà-
÷åííÿì âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (Xi) iñíó¹ íå-
ïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f̃i : F (Xi) → G òàêèé, ùî

f̃i◦ηi = fi. Çà îçíà÷åííÿì âiëüíîãî äîáóòêó, ãîìîìîð-
ôiçì f̃ :

∏
i∈I

∗
F (Xi)→ G, ùî ïðîäîâæó¹ ãîìîìîðôiçìè

fi ¹ íåïåðåðâíèì. Íåõàé x ∈ ⊕
i∈I
Xi, òîäi iñíó¹ j ∈ I òà-

êå, ùî x ∈ Xj . Òîäi f̃ ◦ η(x) = f̃ ◦ ηj(x) = f̃j ◦ ηj(x) =
fj(x) = f(x). Òîáòî, f̃ ◦ η = f . Îñêiëüêè çíà÷åííÿ
ãîìîìîðôiçìó f̃ ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ éîãî çíà÷åí-
íÿìè íà ïiäìíîæèíi η(X) = ⊕

i∈I
ηi(Xi), òî ¹äèíiñòü ãî-

ìîìîðôiçìó f̃ âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi ãîìîìîðôíèõ ïðî-
äîâæåíü f̃i. Îñêiëüêè ïàðà (

∏
i∈I

∗
F (Xi), η) çàäîâîëüíÿ¹

âñi óìîâè ç îçíà÷åííÿ III. âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè
ïðîñòîðó ⊕

i∈I
Xi, òî çà ¹äèíiñòþ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨

ãðóïè, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî
∏
i∈I

∗
F (Xi) � âiëüíà

òîïîëîãi÷íà ãðóïà ïðîñòîðó ⊕
i∈I
Xi. �

Çàóâàæåííÿ. Ìè ìîæåìî îòðèìóâàòè òàêîæ
íîâi âëàñòèâîñòi, ùî çáåðiãàþòüñÿ êîíñòðóêöi¹þ âiëü-
íîãî äîáóòêó, âðàõîâóþ÷è óæå âñòàíîâëåíèé ïåðå-
ëiê öèõ âëàñòèâîñòåé. Íåõàé {Γα : α ∈ A} � ñiì'ÿ
òîïîëîãî-àëãåáðài÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãîìîìîðôiçìiâ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ùî çáåðiãàþòüñÿ êîíñòðó-
êöi¹þ âiëüíîãî äîáóòêó. Ðîçãëÿíåìî íîâó òîïîëîãî-
àëãåáðà¨÷íó âëàñòèâiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ïàðàòîïîëî-
ãi÷íèõ ãðóï, ÿêà ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi ïðåäñòàâèòè
öåé ãîìîìîðôiçì ó âèãëÿäi êîìïîçèöi¨ ϕ1◦ϕ2◦· · ·◦ϕn,
äå êîæíå ϕi ïîâèííî ìàòè ïåâíó ôiêñîâàíó âëàñòè-
âiñòü ç íàáîðó {Γα : α ∈ A}. Íàïðèêëàä, ñêàæå-
ìî, ùî ãîìîìîðôiçì ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ rl-
ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-
ãëÿäi êîìïîçèöi¨ äâîõ ãîìîìîðôiçìiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ
ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé, à äðóãèé � ëiâèé îáåðåíåíèé.
Ç òâåðäæåíü 3.2 i 3.4 âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâiñòü áóòè
rl-ãîìîìîðôiçìîì çáåðiãà¹òüñÿ êîíñòðóêöi¹þ âiëüíî-
ãî äîáóòêó.

Ïèòàííÿ. Íåõàé {fi : Gi → Hi : i ∈ I}, � ñiì'ÿ
âêëàäåíü ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. ×è ¹ ¨õíié âiëüíèé
äîáóòîê f =

∏
i∈I

∗
fi òàêîæ âêëàäåííÿì?

IV. Ïðî äåÿêi âëàñòèâîñòi âiëüíèõ
äîáóòêiâ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï

Ñêàæåìî, ùî ïàðàòîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ τ -
çáàëàíñîâàíîþ (àíãë. τ -steady), (äèâ. [15]), ÿêùî äî-
âiëüíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç H ãðóïè G, äëÿ ÿêîãî
ψ(H) ≤ τ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nw(H) ≤ τ .

Òâåðäæåííÿ 4.1. Âiëüíèé äîáóòîê ñiì'¨ ïà-
ðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï {Gi : i ∈ I}, äå |I| ≤
τ , ¹ τ -çáàëàíñîâàíîþ ïàðàòîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè óñi ñïiâìíîæíèêè Gi ¹ τ -
çáàëàíñîâàíèìè ïàðàòîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè.
� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

ïiäãðóïà τ -çáàëàíñîâàíî¨ ãðóïè ¹ τ -çáàëàíñîâàíîþ
ãðóïîþ.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé {Gi : i ∈ I}, |I| ≤ τ �
ñiì'ÿ τ -çáàëàíñîâàíèõ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Íåõàé
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H � ãîìîìîðôíèé îáðàç ãðóïè
∏
i∈I

∗
Gi òàêèé, ùî

ψ(H) ≤ τ , à f :
∏
i∈I

∗
Gi → H � âiäïîâiäíèé ãîìîìîð-

ôiçì, Hi = f(Gi). Òîäi ψ(Hi) ≤ τ . Îñêiëüêè ãðóïà
Gi ¹ τ -çáàëàíñîâàíîþ, òî nw(Hi) ≤ τ . Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç H0 = ∪

i∈I
Hi � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí Hi ó H. Òîäi

nw(H0) ≤ τ . Ãðóïà H àëãåáðà¨÷íî ïîðîäæó¹òüñÿ ñâî-
¹þ ñèìåòðè÷íîþ ïiäìíîæèíîþ H0, çâiäêè îòðèìà¹ìî
(äèâ. [3]), ùî nw(H) = nw(H0) ≤ τ . �

Ñêàæåìî, ùî ïàðàòîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ çáàëàí-
ñîâàíîþ (àíãë. steady), ÿêùî âîíà ¹ τ -çáàëàíñîâàíîþ
äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëó τ .

Òâåðäæåííÿ 4.2. Âiëüíèé äîáóòîê çëi÷åííî¨
ñiì'¨ ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ çáàëàíñîâàíîþ ïàðàòî-
ïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè óñi ñïiâ-
ìíîæíèêè ¹ çáàëàíñîâàíèìè ïàðàòîïîëîãi÷íèìè ãðó-
ïàìè.
� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

ïiäãðóïà çáàëàíñîâàíî¨ ãðóïè ¹ çáàëàíñîâàíîþ ãðó-
ïîþ. Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 4.1. �

Íåõàé (G, τ) � ïàðàòîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ðîçãëÿíå-
ìî íà ãðóïi G òîïîëîãiþ τ−1 = {U : U−1 ∈ τ}.
Òîäi ïàðà (G, τ−1) ¹ òàêîæ ïàðàòîïîëîãi÷íîþ ãðó-
ïîþ. Ïîçíà÷èìî öþ ãðóïó ñêîðî÷åíî ÷åðåç

←−
G . ßêùî

H � ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G, òî òîïîëîãiÿ
ãðóïè

←−
H ñïiâïàäà¹ ç òîïîëîãi¹þ ïiäãðóïè

←−
G . ßêùî

f : (G, τ) → (H, θ) � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ïà-
ðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï, òî ãîìîìîðôiçì

←−
f : (G, τ−1)→

(H, θ−1) áóäå òàêîæ íåïåðåðâíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Íåõàé {Gi : i ∈ I} � ñiì'ÿ
ïàðàòîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Òîäi ïàðàòîïîëîãi÷íi ãðóïè←−−−−∏
i∈I

∗
Gi i

∏
i∈I

∗←−
Gi ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèìè.

�Äîâåäåííÿ. Ãîìîìîðôíi âêëàäåííÿ hi :
←−
Gi →←−

Gi ⊆
←−−−−∏
i∈I

∗
Gi çà îçíà÷åííÿì âiëüíîãî äîáóòêó ïðîäîâ-

æóþòüñÿ äî íåïåðåðâíîãî içîìîðôiçìó h :
∏
i∈I

∗←−
Gi →

←−−−−∏
i∈I

∗
Gi. Ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ íàì çàëèøà¹òüñÿ

ïîêàçàòè íåïåðåðâíiñòü içîìîðôiçìó, îáåðíåíîãî äî

h. Ãîìîìîðôíi âêëàäåííÿ fi : Gi → Gi ⊆
←−−−−∏
i∈I

∗←−
Gi çà

îçíà÷åííÿì âiëüíîãî äîáóòêó ïðîäîâæóþòüñÿ äî íå-

ïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó f :
∏
i∈I

∗
Gi →

←−−−−∏
i∈I

∗←−
Gi. Îòæå,

ãîìîìîðôiçì
←−
f :
←−−−−∏
i∈I

∗
Gi →

∏
i∈I

∗←−
Gi ¹ òàêîæ íåïåðåðâ-

íèì. �
Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, λ � íåñêií-

÷åííèé êàðäèíàë. Íà ìíîæèíiX îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τλ, áàçó ÿêî¨ óòâîðþþòü ìíîæèíè âèãëÿäó ∩

i∈I
Ui, äå

Ui ∈ τ , |I| ≤ λ. ßêùî (G, τ) � (ïàðà)òîïîëîãi÷íà
ãðóïà, òî ïàðà (G, τλ) ¹ òàêîæ (ïàðà)òîïîëîãi÷íîþ
ãðóïîþ (äèâ. [15]). Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) íàçè-
âà¹òüñÿ Pλ-ïðîñòîðîì, ÿêùî τ = τλ, àáî iíàêøå êà-
æó÷è, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí
{Ui : i ∈ I} òàêî¨, ùî |I| ≤ λ ìíîæèíà ∩

i∈I
Ui ¹ âiäêðè-

òîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Íåõàé λ � íåñêií÷åííèé
êàðäèíàë. Âiëüíèé äîáóòîê

∏
i∈I

∗
Gi ñiì'¨ ïàðàòîïîëî-

ãi÷íèõ ãðóï ¹ Pλ-ïðîñòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
óñi ñïiâìíîæíèêè Gi ¹ Pλ-ïðîñòîðàìè.
� Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

ïiäïðîñòið Pλ-ïðîñòîðó ¹ Pλ-ïðîñòîðîì.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé {Ui : i ∈ I} � ñiì'ÿ ïàðàòî-

ïîëîãi÷íèõ ãðóï, ùî ¹ Pλ-ïðîñòîðàìè,
∏
i∈I

∗
Gi � ¨õíié

âiëüíèé äîáóòîê. Òîäi ïàðà (
∏
i∈I

∗
Gi, τλ) ¹ ïàðàòîïîëî-

ãi÷íîþ ãðóïîþ, ÿêà iíäóêó¹ íà ãðóïàõ Gi ¨õíi âèõiäíi
òîïîëîãi¨, ïðè÷îìó τ ⊆ τλ. Îñêiëüêè òîïîëîãiÿ âiëü-
íîãî äîáóòêó � öå íàéñèëüíiøà íàïiâãðóïîâà òîïîëî-
ãiÿ, ùî iíäóêó¹ íà ñïiâìíîæíèêàõ âèõiäíi òîïîëîãi¨ ,
òî τ = τλ, à îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (

∏
i∈I

∗
Gi, τ) ¹

Pλ-ïðîñòîðîì. �
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