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Çàïðîïîíîâàíî îñöèëÿòîðíî-êóëîíiâñüêó ìîäåëü ñôåðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ òî÷êè (ÑÊÒ)

ó çîâíiøíüîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. ÑÊÒ îïèñó¹òüñÿ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèì
îñöèëÿòîðíî-êóëîíiâñüêèì ïîòåíöiàëîì, ùî óçàãàëüíþ¹ âiäîìó ïàðàáîëi÷íó ìîäåëü êâàí-
òîâî¨ òî÷êè. Îòðèìàíå òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ ñïåêòðà åëåêòðîíiâ, âèðàçè äëÿ âiäïî-
âiäíèõ âëàñíèõ ôóíêöié. Äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü ñïåêòðà îäíîåëåêòðîííî¨ çàäà÷i âiä åôå-
êòèâíîãî ðîçìiðó êâàíòîâî¨ òî÷êè òà iíøèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëüíîãî ïîòåíöiàëó. Ïîáóäîâàíî
çàëåæíiñòü îäíîåëåêòðîíèõ ñòàíiâ ÑÊÒ ó ìàãíiòíîìó ïîëi âiä öèêëîòðîííî¨ ÷àñòîòè ωc/ω0.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñôåðè÷íà êâàíòîâà òî÷êà, ìàãíiòíå ïîëå.

PACS: 73.22.-f, 73.21.La, 73.22.Dj.

ÓÄÊ: 517.9

Âñòóï

Ñó÷àñíèé ñòðiìêèé ïðîãðåñ ó íàïiâïðîâiäíèêîâié
òåõíîëîãi¨ äà¹ çìîãó ñòâîðþâàòè íàñòiëüêè ìàëi ñòðó-
êòóðè, ùî ìîæóòü ìiñòèòè ëèøå íåâåëèêó êiëüêiñòü
åëåêòðîíiâ. Öi ñòðóêòóðè, îáìåæåíi ó òðèâèìiðíîìó
íàíîïðîñòîði, íàçèâàþòü êâàíòîâèìè òî÷êàìè (ÊÒ)
àáî øòó÷íèìè àòîìàìè (ØÀ) [1, 2]. Òèïîâèé ðîçìið
ÊÒ ¹ ïîðÿäêó 100 íì i êîæíà ç íèõ ìîæå ìiñòèòè
âiä 2 äî 200 åëåêòðîíiâ. Ñïðîáè çðîçóìiòè i ïîÿñíèòè
åôåêòè êîðåëÿöi¨ åëåêòðîíiâ ó òàêèõ ñèñòåìàõ ñïðè-
÷èíèëè ïîÿâó âåëèêî¨ êiëüêîñòi òåîðåòè÷íèõ ðîáiò.
Îñîáëèâà óâàãà ïðè öüîìó çîñåðåäæåíà íà ïîÿñíåííi
ìàãíiòíèõ âëàñòèâîñòåé ÊÒ [3�5].

Íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíèõ àòîìiâ, âëàñòèâîñòi ÊÒ
(ðîçìið i ôîðìà ïîòåíöiàëó êîíôàéíìåíòó, êiëüêiñòü
òà åôåêòèâíà ìàñà åëåêòðîíiâ) iñòîòíî âiäðiçíÿþ-
òüñÿ, äî öüîãî ÷àñó íå âñòàíîâëåíî óìîâè, çà ÿêèõ
ÊÒ ìîæóòü ìàòè âëàñíèé ìàãíiòíèé ìîìåíò. Âiäñóò-
íÿ òàêîæ çàãàëüíîâèçíàíà òåîðiÿ, ÿêà á îïèñóâàëà
ñòàíè äîâiëüíèõ ÊÒ ó çîâíiøíiõ ìàãíiòíèõ ïîëÿõ.
Çîêðåìà ó ðàííiõ 1990-õ ðîêàõ áóëî âèìiðÿíî ìàãíi-
òíó ñïðèéíÿòëèâiñòü àíñàìáëþ içîëüîâàíèõ ÊÒGaAs
i çíàéäåíî âåëèêó ïàðàìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü, ïi-
çíiøå áóëî çàóâàæåíî, ùî öÿ âåëè÷èíà çìiíþ¹òüñÿ çà-
ëåæíî âiä ðîçìiðiâ ÊÒ. Ó ðîáîòi [6] âðàõîâàíî i îðái-
òàëüíi, i ñïiíîâi ìàãíiòíi âëàñòèâîñòi ÊÒ GaAs, ïîêà-
çàíî, ùî ïàðàìàãíiòíèé ñïiíîâèé âíåñîê ó íàìàãíi÷å-
íiñòü ÊÒ íàÿâíèé ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ i ïîëÿõ,
à ïðè âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ i ïîëÿõ ïåðåâàæà¹ äiàìà-
ãíiòíèé îðáiòàëüíèé âíåñîê. Ïîäiáíèé åôåêò ñïîñòå-
ðiãà¹òüñÿ äëÿ ÊÒ PbSe [7]. Ó íåäàâíié ðîáîòi [8] ïî-
êàçàíî åôåêò ôîðìóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ êiëüêàåëåêòðîí-
íèõ ñòàíiâ ó ìàãíiòíîìó ïîëi, ÿêi çà âiäñóòíîñòi ìà-
ãíiòíîãî ïîëÿ ¹ íåçâ'ÿçàíèìè. Ó [9] âèÿâëåíî íîâèé
ôiçè÷íèé åôåêò� îñöèëÿöi¨ îðáiòàëüíîãî ìàãíiòíîãî

ìîìåíòó ó ñõðåùåíèõ ìàãíiòíîìó i åëåêòðè÷íîìó ïî-
ëÿõ.

Ó âèïàäêó âåëèêèõ ÊÒ íåîáõiäíèì ¹ âðàõóâàí-
íÿ åëåêòðîí-åëåêòðîííî¨ âçà¹ìîäi¨, ùî ïîêàçó¹ âñþ
ñêëàäíiñòü ðîçðàõóíêó åëåêòðîííîãî ñïåêòðà [10, 5,
12]. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àêòèâíî ðîçâèâàþòüñÿ iíøi
àëüòåðíàòèâíi ñïîñîáè ðîçðàõóíêó áàãàòîåëåêòðîí-
íî¨ çàäà÷i, çîêðåìà â ðîáîòi [13], ðîçâèíóòî âàðiàöié-
íèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ñòàíiâ ÊÒ ó ñèëüíèõ ìàãíiòíèõ
ïîëÿõ.

ßê äîñëiäæåíî â ðîáîòi [10], ó âèïàäêó êâàäðà-
òè÷íîãî ïîòåíöiàëó êîíôàéíìåíòó áàãàòî÷àñòèíêî-
âà ñèñòåìà ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi, ÿê i â îäíîåëåê-
òðîííîìó âèïàäêó. Òîìó ïåðøèì êðîêîì â ðîçóìií-
íi âëàñòèâîñòåé öèõ ñèñòåì ¹ çíàõîäæåííÿ êâàíòî-
âèõ ñòàíiâ îäíîåëåêòðîííî¨ çàäà÷i. Îðáiòàëüíèé ìà-
ãíåòèçì äëÿ ìàëèõ ÊÒ âèâ÷àëè â ðîáîòàõ [14, 15],
òóò åëåêòðîí-åëåêòðîííà âçà¹ìîäiÿ âèêîíó¹ ôóíêöiþ
ñëàáêîãî çáóðåííÿ. Ìîæíà ðîçãëÿäàòè åëåêòðîí â ïî-
ëi ïîòåíöiàëó, ÿêèé ïåðåâàæíî îáèðà¹òüñÿ ïàðàáîëi-
÷íèì (ùî ñïðîùó¹ îá÷èñëåííÿ), àëå ¹ ðåàëiñòè÷íèì
òiëüêè äëÿ äåÿêèõ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ÊÒ [17]. Ó ìå-
æàõ ìàêðîñêîïi÷íîãî ïiäõîäó ó ðîáîòi [16] îòðèìà-
íî ñïåêòð i õâèëüîâi ôóíêöi¨ äîìiøêîâîãî åëåêòðî-
íà ó ÑÊÒ ó ñåðåäîâèùi ç ðiçíîþ åôåêòèâíîþ ìàñîþ
òà âåëè÷èíàìè äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêëèâîñòi ó ðiçíèõ
ñåðåäîâèùàõ, ïîêàçàíî äîáðå óçãîäæåííÿ ç åêñïåðè-
ìåíòàëüíèìè äàíèìè äëÿ ìàëèõ ÊÒ CdS, âìiùåíèõ
ó ñèëiêàòíå ñêëî.

Ó ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ íîâà óçàãàëüíåíà
îñöèëÿòîðíî-êóëîíiâñüêà ìîäåëü ÑÊÒ [11]. Ïðèéìà¹-
òüñÿ, ùî âñåðåäèíi íàíîêóëi ¹ òîìñîíiâñüêèé îñöèëÿ-
òîðíèé ïîòåíöiàë, a íà âåëèêèõ âiääàëÿõ ïîòåíöiàë
ìà¹ êóëîíiâñüêèé õàðàêòåð. Òàêèé ïîòåíöiàë, óïåðøå
ââåäåíèé Ç. Ôëþããå, ïiçíiøå áóâ óñïiøíî çàñòîñîâà-
íèé äëÿ îïèñó åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ ìåçîàòîìiâ [21], äå
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âðàõîâóâàâñÿ ñêií÷åííèé îá'¹ì ¨õ ÿäðà. Ó çàïðîïî-
íîâàíié ìîäåëi ïðèéìà¹òüñÿ, ùî çàðÿä ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíèé ïî ñêií÷åííîìó îá'¹ìó ðàäióñà R, òî-
ìó åëåêòðîííi ðiâíi çñóâàþòüñÿ ââåðõ (ïîñëàáëåííÿ
âçà¹ìîäi¨) ïîðiâíÿíî ç î÷iêóâàíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ
òî÷êîâî¨ ÊÒ [18]. Ïîêàæåìî, ùî âðàõóâàííÿ ðîçìi-
ðiâ íàíîêóëi ¹ íàéâàãîìiøèì äëÿ s-ðiâíiâ, i ìåíøå
âïëèâà¹ íà p-ðiâíi.

Îòðèìàíî òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà-
÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ åëåêòðîíà òà âèðàç äëÿ
ðàäiàëüíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìè. Ïðîâîäÿòüñÿ
÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè åëåêòðîííèõ åíåðãåòè÷íèõ ðiâ-
íiâ, åëåêòðîííî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü ðàäióñà R i ðiçíèõ çíà÷åíü îðáiòàëüíîãî êâàíòî-
âîãî ÷èñëà. Âêëþ÷åííÿ çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî îäíî-
ðiäíîãî ïîëÿ ïðèçâîäèòü äî ïåðåíîðìóâàííÿ õàðà-
êòåðèñòè÷íî¨ äîâæèíè lB = (~/mΩ)1/2 ç ÷àñòîòîþ
Ω = (ω2

0 + 1/4ω2
c )

1/2. Ïðè çðîñòàííi H õàðàêòåðè-
ñòè÷íà äîâæèíà çìåíøó¹òüñÿ, òîáòî êîíôàéíìåíò ¹
ñèëüíiøèì äëÿ áiëüøèõ çíà÷åíü âåëè÷èíè H. Ïîáó-
äîâàíî çàëåæíiñòü îäíîåëåêòðîíèõ ñòàíiâ ÊÒ ó ìà-
ãíiòíîìó ïîëi âiä öèêëîòðîííî¨ ÷àñòîòè ωc/ω0.

I. Ìîäåëü ñôåðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ òî÷êè.
Òåîðiÿ çáóðåííÿ

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ åëåêòðîí â ïîëi ñôåðè÷íî-
ñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó:

V0(r) =


Z e2

2R 3
(r2 − 3R 2), r ≤ R

−α
r
, r ≥ R,

(1)

äå ïðè r → 0, lim
r→0

V0(r) = −3

2

Ze2

R
= −V0. Òóò

V0, α > 0� äîäàòíi êîíñòàíòè. Äëÿ íàíîñôåðè, ùî ìà¹
ðàäióñ R i ïîçèòèâíèé çàðÿä Z|e|, α = Ze2 ç óìîâîþ,
ùî åëåêòðîñòàòè÷íèé ïîòåíöiàë V (r) ¹ íåïåðåðâíèì
ïðè r = R . Äëÿ ñïðîùåííÿ, â (1) íå âðàõîâó¹òüñÿ
âïëèâ ñåðåäîâèùà, iíàêøå êàæó÷è, åëåêòðîí â ïîëi
ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó
âàêóóìi.

Õî÷à öÿ ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìà¹ äîâîëi ïðîñòèé
àíàëiòè÷íèé âèãëÿä i íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé, ðîçâ'ÿçàòè
òî÷íî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ åëåêòðîíà ó ïîòåí-
öiàëüíîìó ïîëi (1) íå ìîæëèâî. Çâåðíåìî óâàãó òóò
íà ïåâíi àïðîêñèìàöi¨ òà íàáëèæåíi ñõåìè, ÿêi ìîæíà
çàñòîñóâàòè ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ðåàëüíèõ îá'¹êòiâ.

A Äåôîðìîâàíèé âîäíåâîïîäiáíèé
ïîòåíöiàë

Ðîçãëÿíåìî íåçáóðåíó çàäà÷ó ïðî ðóõ åëåêòðîíà
â ïîëi òî÷êîâîãî ÿäðà (R = 0 ). Ó öüîìó âèïàäêó
ìà¹ìî êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë âñþäè

V0(r) =
−Ze2

r
, 0 ≤ r <∞,

Φ0(r) =
γ3/2√
π
e−γr, γ = Z

me2

~2
,

E0 = −1

2
Z2me

4

~2
.

Òóò âiäïîâiäíî õâèëüîâà ôóíêöiÿ i åíåðãiÿ îñíîâíîãî
ñòàíó âîäíåâî¨ çàäà÷i. Ïîïðàâêè íà ðiâíîìiðíèé ïðî-
ñòîðîâèé ðîçïîäië äîäàòíîãî çàðÿäó âñåðåäèíi êâàí-
òîâî¨ ÿìè áóäåìî âèçíà÷àòè çà òåîði¹þ çáóðåíü, ïðè-
éìàþ÷è çà ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ çáóðåííÿ âèðàç

V − V0 =


Z e2

R

(
r2

2R2
− 3

2
+
R

r

)
, r ≤ R

0, r ≥ R,

Çà òàêîãî âèáîðó ïîòåíöiàëó çáóðåííÿ äîïóñêà¹òüñÿ
iñòîòíå íàáëèæåííÿ, êîëè íåõòó¹òüñÿ äi¹þ îñöèëÿ-
òîðíîãî ïîòåíöiàëó ïîçà ìåæàìè êâàíòîâî¨ òî÷êè.
Ïîïðàâêà äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ðiâíÿ ìàòèìå âèãëÿä:

∆E = E − E0 =

∫
Φ2

0 (V − V0) dτ =

= 4π

R∫
0

r2
γ3

π
e−2γrZe

2

R

(
r2

2R2
− 3

2
+
R

r

)
dr.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îòðèìà¹ìî

∆E =
4

5
Z2 |E0|

(
R

a0

)2

,

a0 = ~2/(me2)�áîðiâñüêèé ðàäióñ.

B Ïàðàáîëi÷íèé êîíôàéíìåíò

Ó öüîìó âèïàäêó íåõòó¹òüñÿ ïðèòÿãóâàëüíèì êó-
ëîíiâñüêèì ïîòåíöiàëîì, ÿêèé äi¹ íà âiääàëÿõ r ≥
R, à ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ çàìiíþ¹òüñÿ ïðîñòîðîâèì
îñöèëÿòîðíèì ïîòåíöiàëîì

V0(r) =
Z e2

2R 3

(
r2 − 3R 2

)
,

äëÿ ÿêîãî õâèëüîâà ôóíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ìà¹ âè-
ãëÿä

Φ0(r) =
(mω
~π

)3/2
e
−
mω

2~
r2
,

äå

ω2 =
Ze2

mR3
,

à âiäïîâiäíà åíåðãiÿ

E0 =
3

2
~ω − 3Ze2

2R
.

Òàêå íàáëèæåííÿ, äå â ÿêîñòi íåçáóðåíî¨ çàäà÷i
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê äëÿ áåçìåæíî ïðîòÿæíîãî
îñöèëÿòîðíîãî ïîòåíöiàëó, à çáóðåííÿì ââàæà¹òüñÿ
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Ñòàöiîíàðíi ñòàíè êâàíòîâî¨ òî÷êè â ìàãíiòíîìó ïîëi

ðiçíèöÿ ìiæ êóëîíiâñüêèì òà îñöèëÿòîðíèì ïîòåíöi-
àëîì çîâíi ÿäðà, ¹ çàñòîñîâíèì äëÿ êâàíòîâèõ òî÷îê
ç âåëèêèì çíà÷åííÿì Z.

V − V0 =


Z e2

r
− Z e2

2R3

(
r2 − 3R2

)
, r ≥ R

0, r ≤ R,

∆E = −4Ze2

π2r40

(
R

a0

)2
[
1

10
− 3

140

(
R

a0

)2
]

II. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà
äëÿ ÑÊÒ ìåòîäîì çøèâàííÿ õâè-
ëüîâèõ ôóíêöié íà ãðàíèöi íà-
íîêóëi

a) Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü r ≤ R.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè ρ

òà åíåðãi¨ ϵ:

ρ =
r

r0
, r0 =

√
~

mω0
,

ϵ =
E

E0
, E0 =

~ω0

2
,

äå ω2
0 =

ze2

mR3
.

Ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà â ïîëi ïîòåíöiàëó
(1), ìàòèìå âèãëÿä

− ~2

2m

1

r

d2

dr2
(rΦ(r))+

~2l(l+1)

2mr2
Φ(r)+V0(r)Φ(r)=EΦ(r).

(2)
Âèêîðèñòàâøè ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî

çíåðîçìiðåíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ îáëàñòi r≤R

d2Φ<(ρ)

dρ2
+

2

ρ

dΦ<(ρ)

dρ
+

+

(
− l(l + 1)

ρ2
− ρ2 + 3

(
R

r0

)2

+ ϵ

)
Φ<(ρ) = 0.

(3)

Ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

Φ<(ρ) = ρle−
1
2ρ

2

ω(ρ),

äå íåâiäîìà ôóíêöiÿ ω(ρ) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ω′′(ρ) + 2

(
l + 1

ρ
− ρ
)
ω′(ρ)+

+

[
ϵ− 2

(
l +

3

2
− 3

2

(
R

r0

)2
)]

ω(ρ) = 0.

Ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ ρ2 = x, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ
Êóììåðà [20] i ðîçâ'ÿçîê (3) çàïèøåìî ÷åðåç âèðî-
äæåíó ãiïåðãåîìåòðè÷íó ôóíêöiþ M(a, b, x)

Φ<(ρ) = Alρ
le−

1
2ρ

2

M×

×

(
1

4
ϵ− 1

2

(
l +

3

2
− 3

2

(
R

r0

)2
)
, l +

3

2
, ρ2

)
,

(4)

òóò Al�êîíñòàíòà.
á) Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü r ≥ R.
Ââåäåìî òàêi âåëè÷èíè

χ =

√
2m

~2
|E|,

λ =
mα

χ~2
.

d2Φ>(r)

dr2
+
2

r

dΦ>(r)

dr
−
[
χ2 − 2χλ

r
+
l(l + 1)

r2

]
Φ>(r) = 0.

(5)
Ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

Φ>(r) = (χr)le−χru(r),

ïiäñòàâëÿþ÷è Φ>(r) ó ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî äëÿ íåâi-
äîìî¨ ôóíêöi¨ u(r) òàêå ðiâíÿííÿ:

ru′′(r) + (2(l + 1)− 2χr)u′(r)− 2χ(l + 1− λ)u(r) = 0.

Ââiâøè íîâó çìiííó x = 2χr, çíàéäåìî ðiâíÿííÿ
Êóììåðà äëÿ ôóíêöi¨ u(r) i ðîçâ'ÿçîê (5) ïîäàìî
òàê [18]:

Φ>(r) = Bl(χr)
le−χrU(l + 1− λ, 2l + 2, 2χr), (6)

äå Bl�êîíñòàíòà, à ôóíêöiÿ ïîâ'ÿçàíà ç âèðîäæåíîþ
ãiïåðãåîìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ U(a, b, z) = z1−bM(1 +
a− b, 2− b, z).

Îòæå, îñòàòî÷íî îòðèìàëè õâèëüîâi ôóíêöi¨ â êî-
æíié îáëàñòi òàêi:

Φ<(r) = Al

(
r

r0

)l
e
−
1

2

(
r

r0

)2

M(a, b,
R

r0
), (7)

Φ>(r) = Bl(χr)
le−χrU(l + 1− λ, 2l + 2, 2χr), (8)

äå

M(a, b,
R

r0
) =M

(
1

4
ϵ− 1

2

(
l +

3

2
− 3

2

(
R

r0

)2
)
, l +

3

2
,

(
r

r0

)2
)
.

Óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâèõ ôóíêöié (7) i (8), à òàêîæ ¨õ ïåðøèõ ïîõiäíèõ íà ãðàíèöi r = R:

Φ<(R) = Φ>(R); Φ<
′
(R) = Φ>

′
(R). (9)
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Òîäi ç ðiâíîñòi (7) i (8) çíàéäåìî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ

Bl =

Ale
χRe

− 1
2

(
R
r0

)2

M

(
1
4ϵ−

1
2

(
l + 3

2 −
3
2

(
R
r0

)2)
, l + 3

2 ,
(
R
r0

)2)
(χr0)lU(l + 1− λ, 2l + 2, 2χR)

. (10)

Âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ âiä õâèëüîâèõ ôóíêöié ïðè r = R:

Φ>
′
(R) = Bl(χR)

le−χR
{(

l

R
− χ

)
U + 2χU ′

}
,

Φ<
′
(R) = Al

(
R

r0

)l
e
− 1

2

(
R
r0

)2
{(

l

R
− R

r20

)
M +

2R

r20
M ′
}
,

òóò àðãóìåíòè ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié îïóùåíî äëÿ êîìïàêòíîñòi çàïèñó.
Òåïåð ç ñèñòåìè (9) çíàéäåìî òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ:

2R

r20

M ′
(

1
4ϵ−

1
2

(
l + 3

2 −
3
2

(
R
r0

)2)
, l + 3

2 ,
(
R
r0

)2)
M

(
1
4ϵ−

1
2

(
l + 3

2 −
3
2

(
R
r0

)2)
, l + 3

2 ,
(
R
r0

)2) − 2χ
U ′(l + 1− λ, 2l + 2, 2χR)

U(l + 1− λ, 2l + 2, 2χR)
+ χ− R

r20
= 0. (11)

Õâèëüîâó ðàäiàëüíó ôóíêöiþ ñèñòåìè ìîæíà ïîäàòè çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Õåâiñàéäà òàê:

Φ(r) = C

Θ(R− r)
(
r

r0

)l
e
− 1

2

{
r2−R2

r20

} M

(
1
4ϵ−

1
2

(
l + 3

2 −
3
2

(
R
r0

)2)
, l + 3

2 ,
(
r
r0

)2)
(
R
r0

)l
M

(
1
4ϵ−

1
2

(
l + 3

2 −
3
2

(
R
r0

)2)
, l + 3

2 ,
(
R
r0

)2)
+

+C

{
Θ(r −R)e−χ(r−R)

( r
R

)l U(l + 1− λ, 2l + 2, 2χr)

U(l + 1− λ, 2l + 2, 2χR)

}
, (12)

äå ñòàëà Ñ çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ

+∞∫
0

drr2Φ2(r) = 1. (13)

A Ðiâíÿííÿ äëÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ
åëåêòðîíà i õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîòåíöiàë (1) ñïiâïà-
äà¹ ç ñêàëÿðíèì ïîòåíöiàëîì çàðÿäæåíî¨ êóëi ïðè
Z = 1. Âèêîðèñòà¹ìî îäèíèöi âèìiðþâàííÿ åíåðãi¨
â ðiäáåðãàõ i âiääàëi â îäèíèöÿõ ðàäióñà Áîðà, òîáòî

|E| = 1

2
ξ2Ea, i R = ηa0, (14)

äå Ea =
me4

~2
=2Ry=27.21 åÂ i a0 =

~2

me2
=0.053 íì.

Îñêiëüêè η çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ 0 ≤ η < +∞ i

|E| ≤ V0, V0 =
3

2

Ze2

R
, óìîâà äëÿ ξ:

0 ≤ ξ ≤
√

3

η
.

Ïiäñòàâèìî öi ïîçíà÷åííÿ â äèñïåðñiéíå ñïiââiä-

íîøåííÿ (11), òîäi

2

ξ
√
η

M ′ ( 1
4ξ

2η3/2−1
2

(
l+ 3

2−
3
2

√
η
)
, l+3

2 ,
√
η
)

M
(
1
4ξ

2η3/2− 1
2

(
l+3

2−
3
2

√
η
)
, l+3

2 ,
√
η
) −

−2U
′(l + 1− ξ−1, 2l + 2, 2ξη)

U(l + 1− ξ−1, 2l + 2, 2ξη)
+ 1− 1

ξ
√
η
= 0.

(15)

Âèêîðèñòà¹ìî âiäîìi ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ
äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié M(a, b, x) U(a, b, x)
[20]:

U ′(a, b, x)

U(a, b, x)
= 1− U(a, b+ 1, x)

u(a, b, x)
;

M ′(a, b, x)

M(a, b, x)
= 1 +

a− b
b

M(a, b+ 1, x)

M(a, b, x)
.

Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâ-
íiâ ìàòèìå âèãëÿä

2

ξ
√
η

(
1−

1
4ξ

2η3/2 − 1
2 (l +

3
2 −

3
2

√
η)

l + 3
2

)
M
(
1
4ξ

2η3/2 − 1
2

(
l + 3

2 −
3
2

√
η
)
, l + 5

2 ,
√
η
)

M
(
1
4ξ

2η3/2 − 1
2

(
l + 3

2 −
3
2

√
η
)
, l + 3

2 ,
√
η
)−

−2U(l + 1− ξ−1, 2l + 3, 2ξη)

U(l + 1− ξ−1, 2l + 2, 2ξη)
+ 1− 1

ξ
√
η
= 0. (16)
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Ñòàöiîíàðíi ñòàíè êâàíòîâî¨ òî÷êè â ìàãíiòíîìó ïîëi

Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî â öié ñèñòåìi íåìà¹ âèïàä-
êîâîãî âèðîäæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ, ùî iñòîòíî
âiäðiçíÿ¹ ¨¨ âiä âèïàäêó �÷èñòîãî� êóëîíiâñüêîãî ïî-
òåíöiàëó (àòîì âîäíþ). Ïàðàìåòð ξ ¹ ôóíêöi¹þ ðà-
äióñà η íàíîêóëi. Öåé ïàðàìåòð òàêîæ çàëåæèòü âiä

êâàíòîâîãî ÷èñëà l i ðàäiàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà
nr = 0, 1, 2, 3...:

ξ = ξl,nr (η). (17)

Ïîâíà ðàäiàëüíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (12):

Φl,nr (ρ) = a
−3/2
0 Cl,nr



(
ρ
η

)l
e−

√
η

2 (( ρ
η )2−1)

M

(
1
4ξ

2
l,nr

η3/2 − 1
2

(
l + 3

2 −
3
2

√
η
)
, l + 3

2 ,
ρ2√
η3

)
M
(

1
4ξ

2
l,nr

η3/2 − 1
2

(
l + 3

2 −
3
2

√
η
)
, l + 3

2 ,
√
η
) , ρ < η,

(
ρ
η

)l e−ξl,nrρU(l + 1− ξ−1
l,nr

, 2l + 1, 2ξl,nrρ)

e−ηξl,nrU(l + 1− ξ−1
l,nr

, 2l + 1, 2ξl,nrη)
, ρ > η,

(18)

ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿì åíåðãi¨

El,nr = −ξ2l,nr
Ry (19)

òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ ρ = r/a0 â îäèíèöÿõ ðàäióñà
Áîðà.

Êîíñòàíòà Cl,nr âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè íîðìóâàí-
íÿ:

C−2
l,nr

=

η∫
0

dρρ2
{
Φ<(ρ)

}2
+

+∞∫
η

dρρ2
{
Φ>(ρ)

}2
.

B Ãðàíè÷íi âèïàäêè

Îáãîâîðèìî îáèäâà ãðàíè÷íi âèïàäêè i ïîêàæå-
ìî óçãîäæåííÿ ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè: ïðè η →
0 (R → 0) îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê âîäíåâî¨ çàäà÷i, ïðè
η → ∞ (R → ∞) îòðèìà¹ìî âèïàäîê ïðîñòîðîâîãî
ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.

1) η → 0 (R→ 0). Îá÷èñëèìî çàêîí äèñïåðñi¨ (16)
òà õâèëüîâó ôóíêöiþ (18) ñèñòåìè â ãðàíèöi η → 0,
ùî âiäïîâiäà¹ êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëó â (1) ïðè
R = 0.

Âèêîðèñòà¹ìî âiäîìi âèðàçè äëÿ ãiïåðãåîìåòðè-
÷íèõ ôóíêöiéM(a, b, z) òà U(a, b, z) ïðè z → 0 i b > 2
[20]:

M(a, b, z)→ 1,

U(a, b, z)→ Γ(b− 1)

Γ(a)
z1−b. (20)

Òîäi äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ (16) âèêîíó¹òüñÿ
ëèøå çà óìîâè

1

Γ(l + 1− ξ−1)
= 0. (21)

Áåðó÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ïîëþñè Ã-ôóíêöi¨
iñíóþòü òiëüêè äëÿ âiä'¹ìíèõ öiëèõ çíà÷åíü [20], ìè
îòðèìà¹ìî l+1−ξ−1 = −nr (nr = 0, 1, 2, . . .) ç ðiâíÿí-
íÿ (21), çâiäêè ðîçâ'ÿçîê (17) ïðè η → 0 çíàéäåìî ó
âèãëÿäi

ξl,nr (0) =
1

nr + l + 1
. (22)

Ïiäñòàâèâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ â ðiâíÿííÿ (19),
ìè îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî ñïåêòð âîäíåâîãî àòîìà

El,nr = − Ry

(nr + l + 1)2
. (23)

Âðàõîâóþ÷è (22), çíàéäåìî ãðàíèöþ η → 0 ó âè-
ðàçi äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìè (18), îòðèìà¹ìî
êîîðäèíàòíî-çàëåæíó ÷àñòèíó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

Φ(ρ) ∼ ρle−ξρu(−nr, 2l + 2, 2ξρ).

Âèêîðèñòàâøè âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ U(−n, α +

1, x) = (−1)nn!L(α)
n (x) â òåðìiíàõ ïîëiíîìiâ Ëàããå-

ðà äëÿ n = 0, 1, 2, . . ., îòðèìà¹ìî ðàäiàëüíó õâèëüîâó
ôóíêöiþ àòîìà âîäíþ [23]. Çàóâàæèìî, ùî ïðè çàìiíi
ξ → Zξ i η → Z−1η, ìîæíà óçàãàëüíèòè öi ðåçóëüòàòè
äëÿ âèïàäêó Z ̸= 1.

2) η → ∞ (R → ∞) Ðîçãëÿíåìî iíøèé ãðàíè-
÷íèé âèïàäîê. Àñèìïòîòè÷íi âèðàçè äëÿ ãiïåðãåîìå-
òðè÷íèõ ôóíêöié ïðè z → +∞, b > 2 [20]

M(a, b, z)→ Γ(b)

Γ(a)
ez za−b,

U(a, b, z)→ z−a. (24)

Òîäi ç äèñïåðñiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (16) îòðèìà-
¹ìî

1

Γ(14ξ
2η3/2 − 1

2 (l +
3
2 −

3
2

√
η))

= 0,

çâiäêè 1
4ξ

2η3/2− 1
2 (l+

3
2−

3
2

√
η) = −nr (nr = 0, 1, 2, . . .).

Oñòàòî÷íî ñïåêòð ïðîñòîðîâîãî ãàðìîíiéíîãî
îñöèëÿòîðà òàêèé:

El,nr = ~ω0

(
2nr + l +

3

2
− 3

2

(
R

r0

)2
)

=

= ~ω0

(
N +

3

2
− 3

2

Ze2

R

)
.

Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó η → +∞ iç âðàõóâà-
ííÿì âèãëÿäó åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà, îòðèìà¹ìî
êîîðäèíàòíî-çàëåæíó ÷àñòèíó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

Φ(ρ) ∼ ρle− 1
2ρ

2

M(−nr, l +
3

2
, ρ2),
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äå ρ = r
r0
.

Âçÿâøè äî óâàãè âiäîìèé çâ'ÿçîê ìiæ ãiïåðãåîìå-
òðè÷íîþ ôóíêöi¹þ òà ïîëiíîìàìè Ëàããåðà [20]

Lαn(x) =
Γ(α+ n+ 1)

n!Γ(α+ 1)
M(−n, α+ 1, x),

äå

Lαn(x) =
1

n!
exx−α

(
d

dx

)n
xn+αe−x, n = 0, 1, 2, . . .

îòðèìà¹ìî ðàäiàëüíó ôóíêöiþ ïðîñòîðîâîãî ãàð-
ìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà [23]

Φ(ρ) ∼
Γ(l + 3

2 )

Γ(nr + l + 3
2 )
ρle−

1
2ρ

2

L
l+ 1

2
nr (ρ2).

C ×èñåëüíi ðîçðàõóíêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîàíàëiçó¹ìî åëåêòðîííi åíåð-
ãåòè÷íi ðiâíi òà åëåêòðîííó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó äëÿ
ðiçíèõ çíà÷åíü ðàäióñà íàíîêóëi. Çíà÷åííÿ åíåðãi¨
ξl,nr (η) îòðèìàíî iç ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (16). Åíåðãiþ
åëåêòðîíà çíàéäåíî ç (19), çíà÷åííÿ åíåðãi¨ çâ'ÿçêó ¹
ïîðÿäêó 10−2 Ry.

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî çàëåæíiñòü åíåðãi¨ îñíîâíîãî
ñòàíó ξ0,0(η) âiä ðàäióñà ÊÒ η. Íàïðèêëàä, ξ0,0(0) = 1
äëÿ àòîìà âîäíþ (η = 0) i ξ0,0(η) ïðè η = 50(R =
2.65nm), η = 100(R = 5.3nm), η = 150(R = 7.95nm),
η = 200(R = 10.6nm) äëÿ íàíîêóëi âiäïîâiäíîãî ðà-
äióñà.

Óçàãàëüíèâøè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó
Z ̸= 1, áà÷èìî ç ðèñ. 2, ùî âïëèâ ðîçìiðiâ i ôîðìè
íàíîêóëi ñèëüíî ïîçíà÷à¹òüñÿ íà ïîëîæåííi åíåðãå-
òè÷íîãî ðiâíÿ ïðè çðîñòàííi Z. Òàê, äëÿ Z = 1, η =
1, ξ = 0.8775 , à äëÿ Z = 2, η = 1, ξ = 0.5899. Âæå ïðè
Z = 3 åíåðãiÿ s-ðiâíÿ âäâi÷i ìåíøà, íiæ äëÿ âèïàäêó
òî÷êîâîãî àòîìà. Äëÿ η = 50

ξ = 0.16056, Z = 1;
ξ = 0.10791, Z = 2;
ξ = 0.08516, Z = 3.

Îáðàíèé ïîòåíöiàë ìà¹ òó ïåðåâàãó, ùî äîçâîëÿ¹
çäiéñíþâàòè íåïåðåðâíèé ïåðåõiä âiä éîãî êóëîíiâ-
ñüêî¨ ÷àñòèíè äî ãàðìîíi÷íî¨, çìiíþþ÷è ëèøå âåëè-
÷èíó ðàäióñà çàðÿäæåíî¨ êóëi η. Íà ðèñ. 3 ïîêàçà-
íî çìiíó îäíîåëåêòðîííîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà iç
çìiíîþ ðàäióñà ÊÒ. Äëÿ îáëàñòi çíà÷åíü 0 < η < 1
åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ¹ âîäíåâîïîäiáíèì. Ïðè çðî-
ñòàííi ðàäióñà, åíåðãåòè÷íi ðiâíi çìiùóþòüñÿ. Öå çìi-
ùåííÿ ¹ íàéiñòîòíiøèì äëÿ ñòàíiâ s-ñèìåòði¨. Áà÷è-
ìî, ùî iç çáiëüøåííÿì ðàäióñà, åíåðãåòè÷íi ðiâíi ñòà-
þòü åêâiäèñòàíòíèìè. Áiëüøå òîãî, ïåðøèé çáóäæå-
íèé ñòàí ¹ p-ñèìåòði¨, äðóãèé çáóäæåíèé ñòàí âiäïî-
âiäà¹ âèðîäæåíèì 2s i 3d ñòàíàì. Îòæå, ñïåêòð âîäíå-
âî¨ çàäà÷i ïåðåõîäèòü â ñïåêòð ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿ-
òîðà ó ðàçi çðîñòàííÿ ðàäióñà ÊÒ.

0 50 100
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
 
  ARA 
 

Ðèñ. 1. Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó ξ0,0(η)
âiä ðàäióñà íàíîêóëi η. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ïîêàçàíî * �

ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ìîäåëi ARA [18]
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0,3
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Ðèñ. 2. Çìiíà s-ñèìåòðè÷íèõ ñòàíiâ çi çìiíîþ çàðÿäó
íàíîêóëi Z äëÿ η=5, η=50

1 2 3

0,5

1,0

3s

3p

2s

2p

l,nr
 l=0, nr=0
 l=0, nr=1
 l=0, nr=2
 l=1, nr=0
 l=1, nr=1

1s

Ðèñ. 3. Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ ξl,nr (η) âiä ðàäióñà η
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Ñòàöiîíàðíi ñòàíè êâàíòîâî¨ òî÷êè â ìàãíiòíîìó ïîëi

Íàøi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ç äàíèìè ðîáî-
òè [24], ó ÿêié îäíîåëåêòðîííèé åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð
îòðèìàíî iç ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ìåòîäîì
Õàðòði-Ôîêà [25] äëÿ âîäíåâîïîäiáíîãî ñïåêòðà iîíà
Ne9+.

Ó ðîáîòi [24] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî çà çáiëüøåííÿ
ðàäióñà ÊÒ, éìîâiðíiñòü çíàéòè ÷àñòèíêó ïîçà ¨¨ ìå-
æàìè çìåíøó¹òüñÿ (öå ñòàíîâèòü 28 % äëÿ η = 0, 5
i 12% äëÿ η = 1, âiäïîâiäíî). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ
äîâîëi âåëèêèõ ðàäióñiâ íàíîêóëi åëåêòðîí âiä÷óâà¹
òiëüêè òîìñîíiâñüêèé îñöèëÿòîðíèé ïîòåíöiàë, òîáòî
ëèøå ïàðàáîëi÷íó ÷àñòèíó ïîòåíöiàëó (1). Öåé åôåêò
ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié çáóäæåíèõ
ñòàíiâ.

Ôóíêöiÿ ξl,nr (η) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ
η. Ìîæíà çàóâàæèòè ç ðèñ. 3, ùî åíåðãåòè÷íi ðiâíi
ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ η ¹ ñòðîãî âïîðÿäêîâàíèìè
äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ðàäióñà íàíîêóëi. À ñàìå,

E0,nr<E1,nr<E2,nr<. . .<E0,nr+1<E1,nr+1<E2,nr+1<. . .

Îòæå, òóò íåìà¹ âèïàäêîâîãî âèðîäæåííÿ, ùî ìà¹ ìi-
ñöå ó âèïàäêó ÷èñòîãî êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó (òî-
÷êîâèé àòîì).

III. Ñôåðè÷íà êâàíòîâà òî÷êà
ó ìàãíiòíîìó ïîëi

A Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi

Ðîçãëÿíåìî ñôåðè÷íó êâàíòîâó òî÷êó ó çîâíi-
øíüîìó ìàãíiòíîìó îäíîðiäíîìó ïîëi, ÿêå ñïðÿìîâà-
íå âçäîâæ îñi Oz , òîáòî H(x, y, z) = H(0, 0, H), äå
H� íàïðóæåíiñòü ïîëÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ìîäåëü ïàðàáîëi÷íîãî êîí-
ôàéíìåíòó. Êëàñè÷íà ôóíêöiÿ ãàìiëüòîíà äëÿ îêðå-
ìîãî åëåêòðîíà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+
mω2

0

2

(
x2 + y2

)
+
mω2

0

2
z2, (25)

äå p� âåêòîð iìïóëüñó åëåêòðîíà, à A(r)� âåêòîðíèé
ïîòåíöiàë. Òóò ìè çàâ÷àñíî âèäiëèëè ñêëàäîâó ïî-
òåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨, ùî õàðàêòåðèçó¹ ðóõ åëåêòðîíà
ó ïëîùèíi x, y òà ðóõ åëåêòðîíà ó íàïðÿìêó îñi Oz.

Âðàõóâàâøè, ùî êâàäðàò óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó
îñöèëÿòîðà(
p− e

c
A
)2

= p2 +
i~e
c
divA− e

mc
(A · p) + e2

2mc2
A2,

îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà ó çîâ-
íiøíüîìó ïîëi

H =
p2

2m
− e

2mc
(H · L) + e2H2

8mc2
(
x2 + y2

)
+

+
mω2

0

2

(
x2 + y2

)
+
mω2

0

2
z2 − 3mω2

0

2
R2,

(26)

òóò L = [r × p] � îïåðàòîð îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó
iìïóëüñó îñöèëÿòîðà. Ïåðåôîðìàòó¹ìî îïåðàòîð Ãà-

ìiëüòîíà äî âèãëÿäó, çðó÷íîìó äëÿ ïîäàëüøîãî àíà-
ëiçó. Íàñàìïåðåä, ïîäàìî éîãî ó ôîðìi ñóìè äâîõ êî-
ìóòóþ÷èõ äîäàíêiâ

H = Hxy +Hz.

Îïåðàòîð

Hz =
p2z
2m

+
mω2

0

2

(
z2 − 3R2

)
îïèñó¹ îäíîìiðíèé ïðîñòîðîâèé îñöèëÿòîð i õàðàêòå-
ðèçó¹ ðóõ åëåêòðîíà âçäîâæ äåêàðòîâî¨ îñi Oz. Äî-
äàíîê Hxy â îïåðàòîði Ãàìiëüòîíà

Hxy =
p2x + p2y
2m

− eH

2mc
Lz +

(
e2H2

8mc2
+
mω2

2

)(
x2 + y2

)
âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ îñöèëÿòîðà, ïîâ'ÿçàíié iç ðóõîì ó
ïëîùèíi xOy.

ßê i ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, ðóõ îñöèëÿòîðà ó ïëî-
ùèíi xOy çðó÷íî îïèñóâàòè ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòà-
ìè x = ρ cosφ, x = ρ sinφ, äå ïîëÿðíèé êóò çìiíþ-
¹òüñÿ ó ìåæàõ 0 ≤ φ ≤ 2π . Îïåðàòîð Hxy ó ïîëÿðíié
ñèñòåìè êîîðäèíàò

Hxy = − ~2

2m

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂2φ

]
−

−i |e|~H
2mc

∂

∂φ
+

[
e2H2

8mc2
+
mω2

0

2

]
r2

ßê i ó êëàñè÷íié çàäà÷i, òóò òàêîæ âèíèêà¹ õàðà-
êòåðèñòè÷íà ïîñòiéíà ωc =

|e|H
mc � öèêëîòðîííà ÷àñòî-

òà. Îñòàòî÷íî îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà

Hxy = − ~2

2m

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂2φ

]
−

−i~ωc
2

∂

∂φ
+
m

2

(
1

4
ω2
c + ω2

0

)
r2

Ìàþ÷è òåïåð ÿâíi âèðàçè äëÿ îïåðàòîðà åíåð-
ãi¨ ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà ó êîîðäèíàòíîìó çîáðà-
æåííi, ìîæíà âæå ïåðåéòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i
íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨.

B Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

A) Îáëàñòü r ≤ R.
Îïåðàòîðè Hxy òà Hz êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ, òî-

ìó âîíè ìàþòü ñïiëüíó ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié.
Âèáèðàþ÷è õâèëüîâó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi äîáóòêó
Ψ(x, y, z) = Φ(x, y) · X(z), à åíåðãiþ îñöèëÿòîðà ÿê
ñóìó åíåðãié E = E+ ε, ïðèõîäèìî äî ñóêóïíîñòi íå-
çàëåæíèõ ðiâíÿíü

HzX(z) = εX(z),

HxyΦ(x, y) = EΦ(x, y).

Ïåðøå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ñòàöiîíàðíi ñòàíè îäíîìiðíî-
ãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà. Ñïåêòðîì åíåðãi¨ ¹ ñó-
êóïíiñòü åêâiäèñòàíòíèõ äèñêðåòíèõ ðiâíiâ

εs = ~ω0

(
s+

1

2

)
, s = 0; 1; 2; . . .
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Âiäïîâiäíi öüîìó ñïåêòðó âëàñíi ôóíêöi¨

Xs(ξ) =
1√

2ss
√
π
Hs(ξ) · exp(−

ξ2

2
).

Òóò êîîðäèíàòà ξ = z
√

mω0

~ , à Hs(ξ) � ïîëiíîìè Åð-
ìiòà, òâiðíà ôóíêöiÿ äëÿ ÿêèõ

Hs(ξ) = (−1)s exp(ξ2) d
s

dξs
exp(−ξ2), s = 0; 1; 2; . . .

Âëàñíó ôóíêöiþ ñòàöiîíàðíîãî ðiíÿííÿ Øðåäií-
ãåðà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ôóíêöié

Ψ(r, φ) = Φ(r)f(φ),

îäíà ç ÿêèõ çàëåæèòü òiëüêè âiä ðàäiàëüíî¨, à äðóãà�
âiä êóòîâî¨ çìiííî¨.

Öåé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äâîâèìiðíîãî âè-
ïàäêó ïàðàáîëi÷íîãî ïîòåíöiàëó âiäîìèé ÿê ñòàíè
Ôîêà-Äàðâiíà [26]:

En,l = (2n+ |l|+ 1)~(ω2
0 + 1/4ω2

c )
1/2 +

1

2
l~ωc,

Ψn,l(r, φ)=
eilφ√
2πlB

√
n!

(n+|l|)!
e
− r2

4l2
B

(
r√
2lB

)|l|

L|l|
n

(
r2

2l2B

)
,

äå õàðàêòåðèñòè÷íà äîâæèíà lB = (~/mΩ)1/2 ç ÷àñòî-
òîþ Ω = (ω2

0 + 1/4ω2
c )

1/2. L|l|
n � óçàãàëüíåíi ïîëiíîìè

Ëàãåððà. Öèêëîòðîííà åíåðãiÿ ~ωc äëÿ GaAs ñòàíî-
âèòü 1.76 meV ïðè 1T . Êîæåí ñòàí En,l äâîêðàòíî
âèðîäæåíèé çà ñïiíîì.
B) Îáëàñòü r ≥ R.

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2
− Ze2

r

H = H0 −
e

2m
(HL) +

e2H2

8m
(r sinφ)2

Îñêiëüêè îñòàííié äiàìàãíiòíèé äîäàíîê ïðîïîð-
öiéíèé êâàäðàòó ìàãíiòíîãî ïîëÿ, òî íèì ìîæíà çíå-
õòóâàòè. Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ H0 âi-
äîìi. Îñêiëüêè îïåðàòîðè H0, L, L

2 âçà¹ìíî êîìó-
òóþòü, òî õâèëüîâi ôóíêöi¨ Φn,l áóäóòü ¨õ ñïiëüíîþ
ñèñòåìîþ âëàñíèõ ôóíêöié

Φn,l(ρ) =

(
2Z

na0

)3/2
√

(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3

(
2Zρ

n

)l
L2l+1
n+1

(
2Zρ

n

)
e−Zρ/n.

ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè

En,l = E0
n,l −

e~H
2m

l, l = 0;±1;±2; . . .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òó æ óìîâó íåïåðåðâíîñòi õâè-
ëüîâèõ ôóíêöié òà ¨õ ïåðøèõ ïîõiäíèõ íà ãðàíèöi
êâàíòîâî¨ òî÷êè (9), çíàõîäèìî ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçêè
òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ åíåðãå-
òè÷íèõ ñòàíiâ êâàíòîâî¨ òî÷êè ó ìàãíiòíîìó ïîëi. Ðå-
çóëüòàòè íàâåäåíi íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4. Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ ξl,nr (η)
âiä öèêëîòðîííî¨ ÷àñòîòè ïðè η = 2

Âèñíîâêè

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî çàïðîïîíîâàíà
ìîäåëü çàáåçïå÷ó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî çíà-
õîäæåííÿ ñïåêòðà òà õâèëüîâèõ ôóíêöié åëåêòðîíà
ó ñôåðè÷íié êâàíòîâié òî÷öi. Ìîäåëü çàñòîñîâíà äëÿ
ìàëèõ ÊÒ, äå êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ¹ ìàëîþ. Îòðè-
ìàíå òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ ñïåêòðà çàëåæèòü
âiä ðîçìiðiâ òà ôîðìè ïîòåíöiàëó êîíôàéíìåíòó. Ïî-
êàçàíî, ùî ïðè çáiëüøåííi ðàäióñà ÊÒ, ðîçìiðè åëåêò-
ðîííî¨ õìàðè çáiëüøóþòüñÿ, òîäi ÿê åíåðãiÿ îñíîâíî-
ãî òà çáóäæåíèõ ñòàíiâ çìåíøó¹òüñÿ. Òàêîæ ïîêàçà-
íî, ùî âïëèâ ðîçìiðiâ òà ôîðìè íàíîêóëi îñîáëèâî
ñèëüíî ïîçíà÷à¹òüñÿ íà ïîëîæåííi åíåðãåòè÷íèõ ðiâ-
íiâ ïðè çðîñòàííi ¨¨ çàðÿäó Z. Öi ïàðàìåòðè ïîòåíöi-
àëó ìîæóòü ñëóãóâàòè êåðóþ÷èìè ïàðàìåòðàìè äëÿ
îïòèìiçàöi¨ åíåðãåòè÷íî¨ ñòðóêòóðè ñôåðè÷íî¨ êâàí-
òîâî¨ òî÷êè ç ìåòîþ îòðèìàííÿ ðåàëüíèõ ñòðóêòóð iç
íàïåðåä çàäàíèìè ôiçèêî-õiìi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ïðè çðîñòàííi H õàðàêòåðèñòè÷íà äîâæèíà çìåí-
øó¹òüñÿ, òîáòî êîíôàéíìåíò ¹ ñèëüíiøèì äëÿ áiëü-
øèõ çíà÷åíü âåëè÷èíè H. Ïîáóäîâàíî çàëåæíiñòü
îäíîåëåêòðîíèõ ñòàíiâ ÊÒ ó ìàãíiòíîìó ïîëi âiä öè-
êëîòðîííî¨ ÷àñòîòè ωc/ω0.
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ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÈ
Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Ïîíåäèëîê Ã. Â., Êëàï÷óê Ì. È.

Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò �Ëüâèâñüêà ïîëèòýõíèêà�,
óë. Ñ. Áàíäåðû, 12, Ëüâîâ, 79013, Óêðàèíà

Ïðåäëàãàåòñÿ îñöèëëÿòîðíî-êóëîíîâñêàÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîé êâàíòîâîé òî÷êè (ÑÊÒ)
âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ñôåðè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà îïèñûâàåòñÿ
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì îñöèëëÿòîðíî-êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé îáîáùàåò
èçâåñòíóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ìîäåëü êâàíòîâîé òî÷êè. Ïîëó÷åíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå
äëÿ ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ è âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Èññëå-
äóåòñÿ çàâèñèìîñòü ñïåêòðà îäíîýëåêòðîííîé çàäà÷è îò ýôôåêòèâíîãî ðàçìåðà êâàíòîâîé
òî÷êè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîëó÷åíî çàâèñèìîñòü îäíîýëåêòðîí-
íûõ ñîñòîÿíèé ÑÊÒ â ìàãíèòíîì ïîëå îò öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû ωc/ω0.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà, ìàãíèòíîå ïîëå.
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STATIONARY STATES OF QUANTUM DOT IN MAGNETIC FIELD

Ponedilok G. V., Klapchuk M. I.

National University �Lvivska Politechnika�
12 S. Banderà Str., 79013, Lviv, Ukraine

Generalized oscillator-Coulomb model of spherical quantum dot within a uniform magnetic �eld
is proposed. Spherical quantum dot is discribed by spherically symmetric oscillator-Coulomb
potential which generalizes the known parabolic model of quantum dot. The transcendental
equation for the electron spectrum and expressions for the wave functions are obtained.
Dependence of one-electron spectrum on the quantum dot e�ective size and other parameters
of model potential are found. Dependence of single-electron states of spherical quantum dot in
magnetic �eld on cyclotron frequency ωc/ω0 is obtained.
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