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Çàãàëüíîâiäîìî, ùî çàäà÷à åôåêòèâíî¨ ïîáóäî-
âè ïðèìiòèâíîãî åëåìåíòà çàäàíîãî ñêií÷åííîãî ïî-
ëÿ ¹ âàæêîþ â îá÷èñëþâàëüíié òåîði¨ ñêií÷åííèõ ïî-
ëiâ. Îñü ÷îìó ðîçãëÿäàþòü ìåíø îáìåæóþ÷å ïèòàí-
íÿ: çíàéòè åëåìåíò âåëèêîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïî-
ðÿäêó. Ó öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî îòðèìàòè íèæíþ
ãðàíèöþ äëÿ ïîðÿäêó. Åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó
ïîòðiáíi äëÿ íèçêè çàñòîñóâàíü. Òàêi çàñòîñóâàííÿ,
çîêðåìà, îá'¹äíóþòü êðèïòîãðàôiþ, òåîðiþ êîäóâàí-
íÿ, ãåíåðàòîðè ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë òà êîìáiíà-
òîðèêó. Åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó òàêîæ âèêîðè-
ñòîâóþòü â àëãîðèòìi AKS äîâåäåííÿ ïðîñòîòè ÷è-
ñåë, çàïðîïîíîâàíîìó Àãðàâàëîì, Êàéàëîì òà Ñàêñå-
íîþ [1, 6].

Ãàî [5] äàâ àëãîðèòì ïîáóäîâè åëåìåíòiâ âåëèêî-
ãî ïîðÿäêó äëÿ áàãàòüîõ (çãiäíî ç âèñëîâëåíîþ íèì,
ïðîòå íå äîâåäåíîþ, ãiïîòåçîþ äëÿ âñiõ) çàãàëüíèõ
ðîçøèðåíü Fqm ñêií÷åííîãî ïîëÿ Fq ç íèæíüîþ ãðà-
íèöåþ äëÿ ïîðÿäêó exp(Ω((logm)2/ log logm)). Âîëîõ
[11] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ïîáóäîâè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó
ïðèíàéìíi exp(Ω(logm)2)).

Äëÿ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ñêií÷åííèõ ïîëiâ ìîæíà
çáóäóâàòè åëåìåíòè, ùî ìàþòü íàáàãàòî áiëüøi ïî-
ðÿäêè.

Ðîçøèðåííÿ íà îñíîâi ïîëiíîìà Êóììåðà ìàþòü
âèãëÿä Fq[x]/(x

m − a). Ó [4] ïîêàçàíî, ÿê áóäóâà-
òè åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó â òàêèõ ðîçøèðåííÿõ
çà óìîâè q ≡ 1(mod m) . Ó öüîìó ðàçi îòðèìàíî
íèæíþ ãðàíèöþ exp(Ω(m)). Åëåìåíòè âåëèêîãî ïî-
ðÿäêó çáóäîâàíî â [10] äëÿ äîâiëüíèõ ðîçøèðåíü íà
îñíîâi ïîëiíîìà Êóììåðà . Íèæíÿ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹
exp(Ω(m1/3)).

Ðîçøèðåííÿ íà îñíîâi öèêëîòîìi÷íèõ ïîëiíîìiâ
ðîçãëÿíóòi â [2, 9]. Íèæíÿ ãðàíèöÿ íà ïîðÿäîê äî-
ðiâíþ¹ exp(Ω(m1/2)). Òî÷íiøå áóäóþòü òàêi ðîçøè-
ðåííÿ. Íåõàé r = 2s+1 ïðîñòå ÷èñëî âçà¹ìíî ïðîñòå
ç q. Íåõàé q ïðèìiòèâíèé êîðiíü çà ìîäóëåì r, òîá-
òî ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê q çà ìîäóëåì r äîðiâ-
íþ¹ r − 1. Ïðèéìåìî Fqr−1 = Fq(θ) = Fq[x]/Φr(x), äå
Φr(x) = xr−1 + xr−2 + ...+ x+ 1 ¹ r-é öèêëîòîìi÷íèé

ïîëiíîì òà θ = x (modΦr(x)). Åëåìåíò β = θ + θ−1

íàçèâàþòü ãàóññîâèì ïåðiîäîì òèïó ((r−1)/2, 2). Âií
ïîðîäæó¹ íîðìàëüíó áàçó íàä Fq [2].

Íåõàé q ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ñêií÷åííå ïîëå
ç q åëåìåíòiâ ïîçíà÷à¹ìî Fq, à éîãî ìóëüòèïëiêàòèâ-
íó ãðóïó ïîëÿ ïîçíà÷à¹ìî F ∗

q . Ðîçáèòòÿ ÷èñëà C �
öå ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ u1, ..., uC ,
ùî

∑C
j=1 juj = C. U(C) ïîçíà÷à¹ ÷èñëî ðîçáèòòiâ C.

U(C, d) ïîçíà÷à¹ ÷èñëî òàêèõ ðîçáèòòiâ C, äëÿ ÿêèõ
u1, ..., uC ≤ d, òîáòî, êîæíà ÷àñòèíà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íå
áiëüøå íiæ d ðàçiâ. Q(C, d) ïîçíà÷à¹ ÷èñëî òàêèõ ðîç-
áèòòiâ C, äëÿ ÿêèõ uj = 0, ÿêùî j ≡ 0 mod d, òîáòî,
æîäíà ÷àñòèíà íå äiëèòüñÿ íà d.

I. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà ïîñòàíîâêà
çàäà÷i

Ó ðîáîòi [2] ïîêàçàíî, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíèé
ïîðÿäîê ãàóññîâîãî ïåðiîäó β ¹ ïðèíàéìíi U((r −
3)/2, p − 1). Ó [9, òåîðåìà 1] ïîêðàùåíî òà óçàãàëü-
íåíî öåé ðåçóëüòàò, à ñàìå äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé q ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà p,
r = 2s+1 ïðîñòå ÷èñëî âçà¹ìíî ïðîñòå ç q, q ïðèìi-
òèâíèé êîðiíü çà ìîäóëåì r, θ ïîðîäæó¹ ðîçøèðåí-
íÿ Fq(θ) = Fqr−1 , e ¹ öiëå ÷èñëî, f öiëå ÷èñëî âçà¹ìíî
ïðîñòå ç q, a íåíóëüîâèé åëåìåíò ñêií÷åííîãî ïîëÿ
Fq. Òîäi
(a) θe(θf + a) ìà¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê ïðè-
íàéìíi U(r − 2, p− 1),
(b) (θ−f + a)(θf + a) äëÿ a2 ̸= ±1 ìà¹ ìóëüòèïëiêà-
òèâíèé ïîðÿäîê ïðèíàéìíi U((r − 3)/2, p − 1) i öåé
ïîðÿäîê äiëèòü q(r−1)/2 − 1,
(c) θ−2e(θ−f + a)(θf + a)−1 äëÿ a2 ̸= 1 ìà¹ ìóëüòè-
ïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê ïðèíàéìíi U((r− 3)/2, p− 1) i
öåé ïîðÿäîê äiëèòü q(r−1)/2 + 1,
(d) θe(θf + a) äëÿ a2 ̸= ±1 ìà¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèé
ïîðÿäîê ïðèíàéìíi [U((r − 3)/2, p− 1)]2/2.

Çîêðåìà ïîðÿäîê ãàóññîâîãî ïåðiîäó β = θ+θ−1 =
= θ−1(θ2 + 1)¹ ïðèíàéìíi U(r − 2, p− 1).

Ìàòåìàòèêà c⃝ Ïîïîâè÷ Ð., 2013
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Íåõàé a íåíóëüîâèé åëåìåíò â Fq. Ïîçíà÷èìî
γ = (θ−1 + a)(θ + a)−1 òà

z =

{
β2γ, ÿêùî ρ2(q(r−1)/2 − 1) = 2
βγ2, , ÿêùî ρ2(q(r−1)/2 + 1) = 2

.

Ç òåîðåìè 1 îòðèìàíî òàêèé íàñëiäîê [9, íàñëi-
äîê 3].

Íàñëiäîê 2. Åëåìåíò z äëÿ a2 ̸=1 ìà¹ ìóëüòè-
ïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê ïðèíàéìíi

[U(r−2, p−1)U((r−3)/2, p−1)]/2.
Íàâåäåíi îöiíêè íå äîçâîëÿþòü íàî÷íî ïîðiâíþ-

âàòè ðiçíi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Âîäíî÷àñ ó [9] äàþ-
òüñÿ òî÷íi îöiíêè ïîðÿäêiâ çíèçó â òåðìiíàõ p òà r.
Ïðîòå òàêi îöiíêè íå ¹ ïîâíèìè, áî îòðèìàíi ëèøå
äëÿ âèïàäêiâ r ≥ p2 òà r < p. Âàæëèâèé ó ïðèêëà-
äíèõ çàñòîñóâàííÿõ (ïåðåäóñiì ó êðèïòîãðàôi¨) âè-
ïàäîê p ≤ r < p2 çàëèøà¹òüñÿ íåîïèñàíèì.

Òîìó â ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi îöiíêè
äëÿ äîâiëüíèõ p òà r. Òàêi äîñëiäæåííÿ ðîçïî÷àòi â
[2]. Òàê, çãiäíî ç [2, íàñëiäîê 2], ðiâíîìiðíî ïî q, ïðè
r → ∞: ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê Lr ãàóññîâîãî
ïåðiîäó β = θ + θ−1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Lr ≥ exp

(
(
π√
2

√
2(p− 1)

3p
+ o(1))

√
r − 1

)
.

Ìîæíà âèâåñòè ç òåîðåìè 1 àíàëîãi÷íi àñèìïòîòè÷íi
íèæíi ãðàíèöi äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ïîðÿäêiâ ðîç-
ãëÿíóòèõ ó öié òåîðåìi åëåìåíòiâ.

II. Àñèìïòîòè÷íi íèæíi îöiíêè äëÿ
ïîðÿäêiâ ó òåðìiíàõ p òà r

ßâíi íèæíi îöiíêè ïîðÿäêiâ åëåìåíòiâ ñêií÷åí-
íîãî ïîëÿ â òåðìiíàõ p òà r ¹ îñîáëèâî öiêàâèìè â
ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ. Îñü ÷îìó ìè âèêîðèñòî-
âó¹ìî â öüîìó ðîçäiëi äåÿêi âiäîìi îöiíêè ç [3, 7, 8]
äëÿ âèâåäåííÿ ÿâíèõ íèæíiõ îöiíîê äëÿ ìóëüòèïëi-
êàòèâíèõ ïîðÿäêiâ θe(θf + a) òà z.

Çãiäíî ç [3, íàñëiäîê 1.3], ÷èñëî ðîçáèòòiâ äëÿ n,
ÿêi íå ìàþòü d îäíàêîâèõ ÷àñòèí, äîðiâíþ¹ ÷èñëó
ðîçáèòòiâ äëÿ n ç ÷àñòèíàìè, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà d:

U(n, d− 1) = Q(n, d). (1)

ßâíà íèæíÿ ãðàíèöÿ äëÿ Q(n, d) ïðè n ≥ d2 äà¹òüñÿ
ó [8]. ßêùî n < d, òî çðîçóìiëî U(n, d − 1) = U(n).
ßâíà íèæíÿ ãðàíèöÿ äëÿ U(n) äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ
n íàâåäåíà òàêîæ ó [8]. ßêùî æ d ≤ n < d2, òî ÿâíà
íèæíÿ ãðàíèöÿ äëÿ Q(n, d) íåâiäîìà.

Ëåìà 3. Íåõàé s � íàòóðàëüíå ÷èñëî, l � ïðîñòå
÷èñëî. Òîäi ïðè s→∞ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Q(s, l) ≥ exp

(
(π

√
2(l − 1)

3l
+ o(1))

√
s

)
. (2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ìíîæèíè V = {v1, ..., vw},
1 ≤ vi ≤ l−1

2 , çãiäíî ç [7, ëåìà 7.2] ìà¹ìî ïðè s→∞

pV (s) =
(6l)1/2w1/4

2r(12sl −A)3/4
×

×

(
w∏
i=1

csc(πvi/l)

)
exp(Tw1/2)[1 +O(s−1/2)],

äå A =
∑w
i=1(l

2 − 6vil + 6v2i ), T = π(12sl−A)1/2

3l .
Âiçüìåìî ÿê ìíîæèíó V òàêó ìíîæèíó

V = {1, 2, ..., l−1
2 }, òîáòî vi = i, i = 1, ..., l−1

2 . Òî-

äi w = l−1
2 i çãiäíî ç [7, ñ.57] îòðèìó¹ìî A = l−l2

2 .
Òàêîæ ìà¹ìî

2−r

(
w∏
i=1

csc(πvi/l)

)
=

(l−1)/2∏
i=1

2 sin(πvi/l)

−1

= l−1/2.

Ó âèïàäêó âèáðàíî¨ ðàíiøå ìíîæèíè V âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü pV (s) = U(s− 1, l − 1).

Îñêiëüêè T =
(

2π√
3l
+ o(1)

)√
s òà w1/2 =

√
l−1
2 , òî

Tw1/2 =

(
π
√

2(l−1)
3l + o(1)

)
√
s.

Îòæå, íåðiâíiñòü (2) âèêîíó¹òüñÿ. �
Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3, ìîæåìî îòðèìàòè îöií-

êè çíèçó äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ïîðÿäêiâ åëåìåí-
òiâ θe(θf + a) ïðè äîâiëüíîìó íåíóëüîâîìó a i ïðè
a2 ̸= ±1 òà äëÿ åëåìåíòà z ïðè a2 ̸= 1.

Òåîðåìà 4. Ðiâíîìiðíî ïî q, ïðè r → ∞: ìóëü-
òèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê Lr,1 åëåìåíòà θ

e(θf +a) çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó

Lr,1 ≥ exp

(
(π

√
2(p− 1)

3p
+ o(1))

√
r − 2

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, ÷àñòèíó (à),
ìà¹ìî òàêó íåðiâíiñòü Lr,1 ≥ U(r−2, p−1). Âðàõîâó-
þ÷è íåðiâíiñòü (1), îäåðæó¹ìî, ùî Lr,1 ≥ Q(r − 2, p).
Íèæ÷å çàñòîñîâó¹ìî ëåìó 3 äî Q(r−2, p) i îòðèìó¹ìî
îöiíêó â ôîðìóëþâàííi òåîðåìè 4. �

Òåîðåìà 5. Ðiâíîìiðíî ïî q, ïðè r → ∞: ìóëü-
òèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê Lr,2 åëåìåíòà θ

e(θf+a) ïðè
a2 ̸= ±1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Lr,2 ≥
1

2
exp

(
(π
√
2

√
2(p− 1)

3p
+ o(1))

√
r − 3

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, ÷àñòèíó (d),
ìà¹ìî òàêó íåðiâíiñòü Lr,2 ≥ 1

2 [U( r−3
2 , p − 1)]2.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1), äiñòà¹ìî, ùî Lr,2 ≥
≥ 1

2 [Q( r−3
2 , p)]2.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3, çàñòîñîâàíîþ äî Q( r−3
2 , p), îòðè-

ìó¹ìî

Lr,2 ≥
1

2
exp

(
(π

√
2(p− 1)

3p
+ o(1))2

√
r − 3

2

)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îöiíêà ïîðÿäêó â
ôîðìóëþâàííi öi¹¨ òåîðåìè. �
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Òåîðåìà 6. Ðiâíîìiðíî ïî q, ïðè r → ∞: ìóëü-
òèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê Lr,3 åëåìåíòà z ïðè a2 ̸= 1
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Lr,3 ≥
1

2
exp

(
(π(1 +

√
2/2)

√
2(p− 1)

3p
+ o(1))

√
r − 3

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 2, ìà¹ìî
òàêó íåðiâíiñòü: Lr,3≥ 1

2U(r−2, p−1)U( r−3
2 , p−1).

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (1), îäåðæó¹ìî Lr,3 ≥
≥ 1

2Q(r − 2, p)Q( r−3
2 , p). Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3 äî

Q(r − 2, p) òà äî Q( r−3
2 , p), îòðèìó¹ìî Lr,2 ≥

≥ 1
2 exp

(
(π
√

2(p−1)
3p + o(1))

{√
r − 2 +

√
r−3
2

})
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îöiíêà ïîðÿäêó â
ôîðìóëþâàííi öi¹¨ òåîðåìè. �

Ïîòiì ó òàáëèöi íàâîäèìî ÷èñåëüíå ïîðiâíÿííÿ
îöiíîê ïîðÿäêiâ åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîëÿ, îòðèìà-
íèõ â òåîðåìàõ 4, 5, 6. Íàâîäèìî çàëåæíó âiä õàðà-
êòåðèñòèêè p îñíîâó d, ÿêó ïðè îöiíöi ïîðÿäêó åëå-
ìåíòà ïiäíîñèìî äî ñòåïåíÿ, çàëåæíîãî âiä r. Òîá-

òî ïîðÿäîê âêàçàíîãî â òàáëèöi åëåìåíòà ïðèíàéìíi
d
√
r−3, äå çíà÷åííÿ d íàâåäåíi â òàáëèöi.

� Åëåìåíò Çíà÷åííÿ d
p = 2 p → ∞

1 ãàóññîâèé ïåðiîä [2] 3,6058 6,1337
2 åëåìåíò θe(θf + a), ÿêèé óçà-

ãàëüíþ¹ ãàóññîâèé ïåðiîä [9]
6,1337 13,0019

3 åëåìåíò θe(θf + a), ÿêèé
óçàãàëüíþ¹ ãàóññîâèé ïåðiîä,
ïðè a2 ̸= ±1 [9]

13,0019 37,6223

4 åëåìåíò z ïðè a2 ̸= 1 [9] 22,1170 79,7499

Ñëiä çàóâàæèòè, çîêðåìà, äî ï.2 íàâåäåíî¨ òàáëè-
öi, ùî â íàéãiðøîìó âèïàäêó (êîëè p = 2)

d = exp

(
(π

√
2(p− 1)

3p

)
= exp

(
(π

√
2

6

)
= 6, 1337...

ßêùî æ p → ∞, òî ìà¹ìî d = exp
(
(π
√

2
3

)
=

13, 0019....
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We have obtained asymptotic lower bounds for multiplicative orders of �nite �eld elements
that have more general form than Gauss periods of a special type.

Key words: �nite �eld, multiplicative order, lower bound.

2000 MSC: 11T30

ÓÄÊ: 512.624

62 Ìàòåìàòèêà

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


