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Çíàéäåíî îöiíêó ìiðè ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨, ÿêà íà äåÿêîìó âiäðiçêó ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåî-

äíîðiäíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî àáî äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè òà âiääiëåíîþ âiä íóëÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Öÿ îöiíêà óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò
âiäîìî¨ ëåìè Ïÿðòëi òà iíøi âiäîìi îöiíêè. Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi òà äîâåäåíî åêñòðåìàëü-
íiñòü çíàéäåíèõ íåðiâíîñòåé.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìiðà ìíîæèíè, äiîôàíòiâ àíàëiç, ìàëi çíàìåííèêè.

2000 MSC: 26A24, 11J83

ÓÄÊ: 517.2

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
i äåÿêi âiäîìi ðåçóëüòàòè

Äëÿ íåíóëüîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, . . . , λn, n ∈ N,
âïîðÿäêîâàíèõ çà íåçðîñòàííÿì àáñîëþòíèõ âåëè÷èí

|λ1| ≥ . . . ≥ |λn| > 0,

ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè

Lj = Lj

( d
dx

)
, L(j) = L(j)

( d
dx

)
, j = 1, . . . , n,

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

g1 = L1

( d
dx

)
f, . . . , gn = Ln

( d
dx

)
f,

äå f �íåïåðåðâíà ðàçîì ç ïîõiäíèìè f ′, . . . , f (n) ôóí-
êöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b], òîáòî f ∈ Cn[a, b], i

Lj(λ) = (λ+ λ1) · · · (λ+ λj), L(j)(λ) = λ+ λj .

Íåõàé Cδ,Ln [a, b]�ìíîæèíà òàêèõ äiéñíîçíà÷íèõ
ôóíêöié f ∈ Cn[a, b], äëÿ ÿêèõ ïðàâi ÷àñòèíè äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Lnf = gn ¹ çíàêîñòàëèìè
ôóíêöiÿìè íà [a, b] i

min
x∈[a,b]

|gn(x)| ≥ δ > 0,

äå ÷èñëî δ íå çàëåæèòü âiä f .
Âèâ÷à¹òüñÿ îöiíêà çâåðõó ìiðè Ëåáå à íà ïðÿìié

measGLn(ε, δ, f) ìíîæèíè

GLn(ε, δ, f) = {x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε} (1)

òî÷îê x ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|f(x)| < ε, äå f ∈ Cδ,Ln [a, b], à ε i δ�äîäàòíi ÷èñëà.

Ìíîæèíó GLn(ε, δ, f) íàçèâàòèìåìî ìíîæèíîþ
ðiâíÿ ε ôóíêöi¨ f .

Ïðîáëåìó çíàõîäæåííÿ òàêî¨ îöiíêè îñòàòî÷íî
ðîçâ'ÿçàíî àâòîðàìè [1] äëÿ íóëüîâèõ ÷èñåë λj , çîêðå-
ìà, ÿêùî λ1 = · · · = λn = 0, òî

measGLn(ε, δ, f) ≤ min
{
4

n

√
n!

2
· n

√
ε

δ
, b− a

}
. (2)

Öÿ îöiíêà ¹ òî÷íîþ íà ìíîæèíi ôóíêöié Cδ,Ln [a, b],

â ÿêié Ln
( d
dx

)
=
( d
dx

)n
=

dn

dxn
.

Ðàíiøå ïîäiáíi îöiíêè, ùî ìàþòü âèãëÿä

measGLn(ε, δ, f) ≤ C n

√
ε

δ
,

äå C � çàëåæíà âiä n ñòàëà, âñòàíîâëåíî ó ëåìi Ïÿð-
òëi [3] áåç âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ñòàëî¨ òà ó ðîáîòàõ [4�10]
çi ñòàëèìè C, ÿêi ¹ íàáëèæåííÿìè äî îïòèìàëüíî¨
ñòàëî¨ 4 n

√
n!/2.

Çîêðåìà, ó ðîáîòi [7] çíàéäåíî áëèçüêó äî îïòè-

ìàëüíî¨ ñòàëó C = 2n, äëÿ ÿêî¨ 1 ≤ 2n

4 n
√
n!/2

<
e

2
.

Äëÿ íåíóëüîâèõ λj âïåðøå òàêó çàäà÷ó îöiíþâàí-
íÿ ìiðè ìíîæèíè GLn(ε, δ, f) ïîñòàâëåíî ó ðîáîòi [2],
äå, çîêðåìà, îòðèìàíî îöiíêó

measGLn(ε, δ, f) ≤ Cn n

√
ε

δ
· e(b−a)|λ|/n, (3)

ÿêùî Cn = 2n n
√
n! i λ1 = · · · = λn = λ ∈ R, òà îöiíêó

measGLn
(ε, δ, f) ≤ Cn,1 n

√
ε

δ
·e(b−a)(|λ1|+···+|λn|)/n, (4)

ÿêùî Cn,1 = n2(n+1)/2 i λ1, . . . , λn ¹ ðiçíèìè äiéñíèìè
÷èñëàìè (çîêðåìà, C1 = C1,1 = 2, C2 = C2,1 = 4

√
2).
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Ìiðà ìíîæèíè ðiâíÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Òàêi æ îöiíêè îòðèìàíî [2, ëåìà 5 i ëåìà 7] i äëÿ
çàãàëüíîãî âèïàäêó îïåðàòîðiâ Ln çi ñòàëèìè òà çìií-
íèìè äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, òîáòî

Ln

( d
dx

)
=
( d
dx

+ λ1

)n1

· · ·
( d
dx

+ λp

)np

òà

Ln

( d
dx

)
=
( d
dx

+ u1(x)
)n1

· · ·
( d
dx

+ up(x)
)np

,

äå u1, . . . , up �äiéñíi ãëàäêi ôóíêöi¨, n1+· · ·+np = n,
p ≥ 2.

Õî÷à â îïåðàòîðàõ Ln çàôiêñîâàíî çíà÷åííÿ
n1, . . . , np, ïðîòå ó äîâåäåííi çãàäàíèõ ëåì íå âèêî-
ðèñòàíî óìîâó ïîïàðíî¨ âiäìiííîñòi ÷èñåë λj ÷è ôóí-
êöié uj , òîìó äëÿ n = 2, çîêðåìà,

measGL2(ε, δ, f) ≤
√

32ε

δ
· e(b−a)|λ|/2, (5)

measGL2(ε, δ, f) ≤
√

32ε

δ
· e(b−a)(|λ1|+|λ2|)/2, (6)

ÿêùî λ1 = λ2 = λ i λ1 ̸= λ2 âiäïîâiäíî.
Ïðàâà ÷àñòèíà äðóãî¨ îöiíêè äëÿ áëèçüêèõ äî λ

çíà÷åíü λ1 òà λ2 íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi√
32ε

δ
· e(b−a)|λ| =

√
32ε

δ
· e(b−a)|λ|/2 · e(b−a)|λ|/2.

Çíà÷èòü, ïðè ðîçùåïëåííi ÷èñåë λ1 i λ2 îöiíêà ìi-
ðè ìíîæèíè GL2(ε, δ, f) ïîãiðøó¹òüñÿ, âiäáóâà¹òüñÿ
ñòðèáîê ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ îöiíîê (5), (6).

Îñêiëüêè GLn(ε, δ, f) ⊂ [a, b], òî ìiðà ìíîæèíè
GLn(ε, δ, f) íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà b− a.

Äëÿ n = 1 îöiíêà (3) óòî÷íþ¹òüñÿ:

measGL1(ε, δ, f) ≤ min
{2ε
δ
· e(b−a)|λ1|, b− a

}
=

=


2ε

δ
· e(b−a)|λ1|, ε < ε∗1,

b− a, ε ≥ ε∗1,

äå ε∗1 =
(b− a)

2
δ · e−(b−a)|λ1|.

Äëÿ n > 1 óòî÷íåííÿ òàêå æ:

measGLn(ε, δ, f) ≤

≤

Cn,1 n

√
ε

δ
· e(b−a)(|λ1|+···+|λn|)/n, ε < ε∗n,

b− a, ε ≥ ε∗n,

äå ε∗n =
(b− a
Cn,1

)n
δ · e−(b−a)(|λ1|+···+|λn|).

Iç îòðèìàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹ ïðÿìóâàííÿ äî íó-
ëÿ ε∗n, ÿêùî b− a→ +∞, àáî |λ1|+ · · ·+ |λn| → +∞.

Îòæå, ÿêùî (a, b) = R i |λ1| + · · · + |λn| > 0, òî
îöiíêà (4) ìà¹ âèãëÿä

measGLn(ε, δ, f) ≤ +∞

íå ¹ iíôîðìàòèâíîþ i ïîòðåáó¹ êîðåêöi¨.
Òîìó ó öié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âèïàäêè n = 1 òà

n = 2 i óòî÷íåíî îöiíêè ìiðè ìíîæèíè GLn(ε, δ, f).
Çîêðåìà, äîâåäåíî îïòèìàëüíiñòü íà Cδ,L1 [a, b]

îöiíêè äëÿ ìiðè ìíîæèíè GL1(ε, δ, f).

II. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó

Íåõàé äëÿ δ > 0 ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|g1(x)| = |f ′(x) + λ1f(x)| ≡
∣∣∣L1

( d
dx

)
f(x)

∣∣∣ ≥ δ (7)

íà ïðîìiæêó [a, b], äå L1

( d
dx

)
=

d

dx
+λ1, λ1 ∈ R\{0}.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîìiæîê ìîæå áóòè íåñêií÷åí-
íèì, ÿêùî a = −∞ i/àáî b = +∞. Òàêi âèïàäêè ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ òàêîæ.

Ëåìà 1. Íåõàé f ∈ Cδ,L1
[a, b] äëÿ äåÿêîãî

δ > 0, L1

( d
dx

)
=

d

dx
+ λ1 i λ1 ∈ R \ {0}, òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

measGL1(ε, δ, f) ≤

{
Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
, ε < ε1,

b− a, ε ≥ ε1,
(8)

äå ïîçíà÷åíî

Φ1(α, β) =
2

β
arcth(αβ), ε1 =

δ

|λ1|
th

(b− a)|λ1|
2

. (9)

� Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g1 � çíàêîñòàëà,
GL1(ε, δ, f) = GL1(ε, δ,−f) i g1 = −L1(−f), òî äîñòà-
òíüî ââàæàòè ôóíêöi¹þ f òó, äëÿ ÿêî¨ g1(x) > 0 íà
[a, b]. Ïîäàìî ôóíêöiþ g1 ó âèãëÿäi äîáóòêó

g1(x) = e−λ1x
(
eλ1xf(x)

)′
i ïîçíà÷èìî

a1 = inf GL1
(ε, δ, f), b1 = supGL1

(ε, δ, f).

Òîäi GL1(ε, δ, f) ⊂ [a1, b1] ⊂ [a, b] i |f(a1)| ≤ ε,
|f(b1)| ≤ ε, çîêðåìà, |f(a1)| = ε, ÿêùî a < a1, i
|f(b1)| = ε, ÿêùî b1 < b, i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 ≤ measGL1(ε, δ, f) ≤ b1 − a1 ≤ b− a. (10)

ßêùî a1 = b1, òî íåðiâíiñòü (8) ñïðàâäæó¹òüñÿ, â
iíøîìó ðàçi ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

I1 =

∫ b1

a1

eλ1xg1(x) dx

òà éîãî âåðõíþ i íèæíþ îöiíêè.
Ó ðåçóëüòàòi ïðèïóùåíü ïðî ôóíêöiþ g1, âèáîðó

÷èñåë a1 i b1 òà îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ìà¹ìî

I1 =

∫ b1

a1

(
eλ1xf(x)

)′
dx =

= eλ1b1f(b1)− eλ1a1f(a1) < ε
(
eλ1b1 + eλ1a1

)
,

Mathematics 13
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I1 ≥ δ
∫ b1

a1

eλ1xdx = δ
eλ1b1 − eλ1a1

λ1
> 0,

òîáòî
e|λ1|b1 − e|λ1|a1

e|λ1|b1 + e|λ1|a1
<
|λ1|ε
δ

.

Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê ëiâîãî äðîáó íà ÷è-
ñëî e(b1+a1)|λ1|/2, òîäi

e(b1−a1)|λ1|/2 − e−(b1−a1)|λ1|/2

e(b1−a1)|λ1|/2 + e−(b1−a1)|λ1|/2
<
|λ1|ε
δ

,

àáî

th
(b1 − a1)|λ1|

2
<
|λ1|ε
δ

. (11)

Öþ íåðiâíiñòü ðîçâ'ÿçó¹ìî ùîäî çìiííî¨ b1 − a1.
Âíàñëiäîê ái¹êòèâíîñòi i ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi âi-

äîáðàæåííÿ th : R → (−1, 1) íåðiâíiñòü (11) ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü b1− a1, âðàõîâóþ÷è i çíà-

÷åííÿ b1−a1 = +∞, ó ðàçi |λ1|ε
δ
≥ 1, à ó ðàçi

|λ1|ε
δ

< 1

åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi

(b1 − a1)|λ1|
2

≤ arcth
|λ1|ε
δ

.

ßêùî λ1 > 0, òî ç íåðiâíîñòi âèïëèâà¹

b1 − a1 ≤ Φ1

(ε
δ
, λ1

)
.

Ç ïàðíîñòi ôóíêöi¨ Φ1(α, β) ùîäî β ìà¹ìî

b1 − a1 ≤ Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
.

Ç íåðiâíîñòi (10) îòðèìà¹ìî îöiíêó

max
{
b1 − a1,measGL1(ε, δ, f)

}
≤

≤ min
{
Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
, b− a

}
, (12)

ç ÿêî¨ (âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi çà α ôóíêöi¨ Φ(α, β))
âèïëèâà¹ ôîðìóëà (8) i äîâåäåííÿ ëåìè. �

Çîêðåìà, ç ôîðìóë (8) i (9) äëÿ íåñêií÷åííîãî

(b1 − a1 = +∞) ïðîìiæêó îäåðæó¹ìî ε1 =
δ

|λ1|
i

measGL1(ε, δ, f) ≤

{
Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
, ε < ε1,

+∞, ε ≥ ε1.

Îòæå, äëÿ ìàëèõ ε ôîðìóëà (8) äà¹ îöiíêó ìiðè
ìíîæèíè GL1(ε, δ, f) i äëÿ ñêií÷åííîãî, i äëÿ íåñêií-
÷åííîãî ïðîìiæêó (a, b).

Öÿ ôîðìóëà çàñòîñîâíà òàêîæ äëÿ íóëüîâîãî λ1,
ÿê ãðàíè÷íèé âàðiàíò. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ

lim
λ1→0

Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
=

2ε

δ
= Φ1

(ε
δ
, 0
)

ó ôîðìóëó (12), îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðåçóëüòàò

measGL1(ε, δ, f) ≤ min
{
Φ1

(ε
δ
, 0
)
, b− a

}
=

=


2ε

δ
, ε <

(b− a)δ
2

,

b− a, ε ≥ (b− a)δ
2

.

ßêùî b− a = +∞ i λ1 = 0, òî measGL1(ε, δ, f) ≤
2ε

δ
.

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ãðàôiêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè íå-
ðiâíîñòi (8) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ1. Çi çðî-
ñòàííÿì |λ1| çðîñòà¹ ôóíêöiÿ Φ(α, |λ1|). Âèäiëåíèé
òðèêóòíèê âêàçó¹ íà ïðèðiñò Φ(α, |λ1|) âiä |λ1| = 0
äî |λ1| = 1/2.

0.5 1.0 1.5
¶ �∆

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

F

ÈΛ1È=0
ÈΛ1È=1�2

ÈΛ1È=1

ÈΛ1È=2

ÈΛ1È=5

b-a=3

Ðèñ. 1. Ãðàôiêè ôóíêöi¨ min
{
Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
, b − a

}
äëÿ ÷î-

òèðüîõ çíà÷åíü |λ1|, çîêðåìà, 1/2, 1, 2, 5, i ãðàíè÷íîãî çíà-
÷åííÿ |λ1| = 0 ç äîâæèíîþ âiäðiçêà b− a = 3

Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü α, òîáòî äëÿ ìàëèõ ε ïðè íå-
çìiííîìó δ, âiäíîøåííÿ Φ1(α, β)/α áëèçüêå äî ÷èñëà
2 i áiëüøå çà íüîãî, îñêiëüêè

lim
α→0

Φ1(α, β)/α = 2.

Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ìàëèõ α ôóíêöiÿ Φ1(α, β) áëèçü-
êà äî ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ Φ1(α, 0) = 2α.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ îïòèìàëüíîñòi (íåïîêðàùó-
âàíîñòi) ðåçóëüòàòó ëåìè 1, òîáòî ïèòàííÿ ìîæëèâî-
ñòi äîñÿãíåííÿ ðiâíîñòi ó ôîðìóëi (8) äëÿ ðîçãëÿäó-
âàíîãî êëàñó ôóíêöié.

Òåîðåìà 1. Îöiíêà (8) ¹ òî÷íîþ íà ìíîæèíi
ôóíêöié Cδ,L1 [a, b], òîáòî

max
f∈Cδ,L1

[a,b]
measGL1(ε, δ, f) =

= min
{
Φ1

(ε
δ
, |λ1|

)
, b− a

}
. (13)

� Äîâåäåííÿ. Iç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

y(x) = Ce−λ1x +
δ

λ1

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

L1

( d
dx

)
y ≡ y′ + λ1y = δ, δ > 0, λ1 > 0,

âèáåðåìî òîé ðîçâ'ÿçîê (äèâ. ðèñ. 2)

y∗(x) =
δ

λ1
−
(
ε+

δ

λ1

)
eλ1(a−x) =

=
δ − (λ1ε+ δ)eλ1(a−x)

λ1
, (14)
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ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (a,−ε). Âií ìîíîòîí-
íî (y∗′(x) = (ελ1 + δ)eλ1(a−x) > 0) çðîñòà¹, íàëå-
æèòü ìíîæèíi GL1

(ε, δ, f) äëÿ äîâiëüíîãî [a, b] ó ðàçi
ε ≥ δ/λ1, àáî, ó ðàçi ε < δ/λ1, ïåðåòèíà¹ ïðÿìó y = ε
ó òî÷öi x∗, äå x∗ > a. Öþ òî÷êó âèçíà÷èìî ÿê ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

y∗(x) =
δ

λ1
−
(
ε+

δ

λ1

)
eλ1(a−x) = ε.

Λ1=2

Λ1=-2

Λ1=8 Λ1=-8

¶=2, ∆ =10

-0.2 0.2 0.4
x

-4

-2

2

4

y

Ðèñ. 2. Ðîçâ'ÿçêè y = y(x) íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Êîøi
L1y = y′ + λ1y = δ, y(a) = −ε,

äå a = −1/10, ε = 2, δ = 10, λ1 = ±2, ±8 i ãîðèçîíòàëüíi
ïðÿìi y = ±ε = ±2 òà y = δ/λ1 = ±5/4 äëÿ λ1 = ±8. Íà
ãîðèçîíòàëüíié îñi âiäçíà÷åíî ìíîæèíó GL1(ε, δ, y) äëÿ
âèïàäêó |λ1| = 2. Åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨ îòðèìó¹ìî ãîðè-
çîíòàëüíèì ïåðåíåñåííÿì öèõ ðîçâ'ÿçêiâ i/àáî çìiíîþ ¨õ
çíàêà

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

eλ1(a−x∗) =
−ε+ δ

λ1

ε+
δ

λ1

=
1− λ1ε

δ

1 +
λ1ε

δ

,

àáî

x∗ − a = − 1

λ1
ln

1− λ1ε

δ

1 +
λ1ε

δ

= Φ1

(ε
δ
, λ1

)
> 0.

×èñëî x∗ ìîæå ïîïàäàòè, à ìîæå i íå ïîïàäàòè â
iíòåðâàë (a, b). Ó ïåðøîìó âèïàäêó

measGL1(ε, δ, f) = x∗ − a = Φ1

(ε
δ
, λ1

)
< b− a,

ó äðóãîìó�measGL1(ε, δ, f) = b− a ≤ x∗ − a.
Îòæå, ó ïåðøîìó âèïàäêó ôóíêöiîíàë ç ëiâî¨ ÷à-

ñòèíè ôîðìóëè (13) äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó äëÿ ôóíêöié

±
(
δ − (λ1ε+ δ)eλ1(ξ−x)

)
/λ1

ç ÷èñëîì ξ ∈ [a, a+ b− x∗], ÿêå çàäà¹ çñóâ àðãóìåíòà
x, òà ç ÷èñëîì ξ ∈ [a+ b− x∗, a]�ó äðóãîìó ðàçi.

Öi ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ äëÿ âiä'¹ì-
íèõ çíà÷åíü λ1. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

III. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó

Òåïåð íåõàé äëÿ äåÿêîãî δ > 0 ôóíêöiÿ f ç ìíî-
æèíè C2[a, b] çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

min
x∈[a,b]

|g1(x)| = min
x∈[a,b]

∣∣∣L2

( d
dx

)
f(x)

∣∣∣ ≥ δ, (15)

òîáòî f ∈ Cδ,L2 [a, b], äå (a, b)� ñêií÷åííèé àáî íåñêií-

÷åííèé ïðîìiæîê, L2

( d
dx

)
=
( d
dx

+ λ1

)( d
dx

+ λ2

)
,

(λ1, λ2) ∈ R2 i |λ1| ≥ |λ2| > 0.

Ëåìà 1. Íåõàé f ∈ Cδ,L2 [a, b] äëÿ äåÿêîãî äî-

äàòíîãî δ, L2

( d
dx

)
=
( d
dx

+λ1

)( d
dx

+λ2

)
, |λ1| ≥ |λ2|,

(λ1, λ2) ∈ (R \ {0})2, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ñïðàâ-
äæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

measGL2(ε, δ, f) ≤

{
Φ2

(ε
δ
, |λ1|, |λ2|

)
, ε < ε2,

b− a, ε ≥ ε2,
(16)

ε2 ≤ ε∗ ≡
δ

|λ1λ2|
th

(b− a)|λ1|
4

th
(b− a)|λ2|

8
, (17)

äå ε2 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Φ2(ε/δ, |λ1|, |λ2|) = b− a,

Φ2(α, β, γ) =
2

β
arcth

√
2 + αγ2

1 + 2αβ2
+

+
4

γ
arcth

√
ε

δ

1 + 2αβ2

1 + 2/αγ2
. (18)

� Äîâåäåííÿ. Iç âëàñòèâîñòi f ∈ Cδ,L2
[a, b] âèïëè-

âà¹, ùî ôóíêöiÿ

f(2) = L(2)f

ìà¹ ïîäiáíó âëàñòèâiñòü, çîêðåìà, f(2) ∈ Cδ,L1
[a, b].

Ñïðàâäi, L1f(2) = L2f = g2 i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü |L1f(2)(x)| = |g2(x)| ≥ δ íà [a, b].

Çà ôîðìóëîþ (12) ç äîâåäåííÿ ëåìè 1 äëÿ äîâiëü-
íîãî σ > 0 ìà¹ìî íåðiâíiñòü

b2 − a2 ≤ min
{
Φ1

(σ
δ
, |λ1|

)
, b− a

}
=

=

{
Φ1

(σ
δ
, |λ1|

)
, σ < σ2,

b− a, σ ≥ σ2,
(19)

äå σ2 =
δ

|λ1|
th

(b− a)|λ1|
2

, à a2 = a2(σ) i b2 = b2(σ)

âèçíà÷à¹ ôîðìóëà

a ≤ a2 = inf
[a,b]

GL1

(
σ, δ, f(2)

)
≤

≤ sup
[a,b]

GL1

(
σ, δ, f(2)

)
= b2 ≤ b.

ßêùî σ < σ2, òîáòî b2 − a2 < b − a, òî a < a2,
b2 = b, àáî a = a2, b2 < b, àáî a < a2, b2 < b, i çà
òàêîãî âèáîðó a2 òà b2 ìà¹ìî f ∈ Cδ,L(2)

[a, a2], àáî
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f ∈ Cδ,L(2)
[b2, b], àáî f ∈ Cδ,L(2)

[a, a2] ∩ Cδ,L(2)
[b2, b]

âiäïîâiäíî.
Ïîçíà÷èìî ìíîæèíè S = (0, σ2) \ (Sa ∪ Sb),

Sa = {σ ∈ (0, σ2) : a = a2(σ)},
Sb = {σ ∈ (0, σ2) : b = b2(σ)}

i îòðèìà¹ìî ðîçáèòòÿ S ∪ Sa ∪ Sb ìíîæèíè (0, σ2).
Òåïåð çà ëåìîþ 1, ÿêùî σ ∈ S, òî

measGL2(ε, δ, f)∩[a, a2]=measGL(2)

(
ε, σ, f[a,a2]

)
≤

≤ min
{
Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
, a2 − a

}
, (20)

measGL2(ε, δ, f)∩[b2, b]=measGL(2)

(
ε, σ, f[b2,b]

)
≤

≤ min
{
Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
, b− b2

}
, (21)

äå f[a,a2] òà f[b2,b] çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêè
[a, a2] òà [b2, b] âiäïîâiäíî. ßêùî σ ∈ Sa, àáî σ ∈ Sb,
òî âèêîíóþòüñÿ âiäïîâiäíî íåðiâíîñòi (20) òà (21).

0.5 1.0 1.5 2.0
Σ

1

2

3

4

5

F

2F1H¶ �Σ ,ÈΛ2ÈL
F1H¶ �Σ ,ÈΛ2ÈL

m1+F1H¶ �Σ ,ÈΛ2ÈL

m1

m2

m1+m2

¶=1, ÈΛ2È=1�4,

m1=min8a2-a,b-b2<, m2=max8a2-a,b-b2<

Ðèñ. 3. Ãðàôiêè ïðàâèõ ÷àñòèí íåðiâíîñòåé (20)�(22).
Âèäiëåíèé êðèâîëiíiéíèé òðèêóòíèê âêàçó¹ íà ïîñèëåííÿ
âiäïîâiäíî¨ îöiíêè ó ôîðìóëi (22)

Iç öèõ íåðiâíîñòåé ïðè σ < σ2 âèïëèâà¹ (ðèñ. 3)

measGL2(ε, δ, f)\(a2, b2) = measGL2(ε, δ, f)∩[a, a2]+

+measGL2(ε, δ, f) ∩ [b2, b] ≤ min
{
2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
,

min{a2 − a, b− b2}+Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
, b− a− b2 − a2

}
≤

≤ min
{
2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
, b− a− b2 − a2

}
≤ min

{
b− a,

2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)}
=

{
2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
, σ > σ1,

b− a, σ ≤ σ1,
(22)

äå σ1 =
|λ2|ε

th ((b− a)|λ2|/4)
. Ôîðìóëè (19) i (22) äîçâî-

ëÿþòü çàïèñàòè íåðiâíiñòü

measGL2(ε, δ, f) ≤ min
{
b− a,

min
σ>0

{
Φ1

(σ
δ
, |λ1|

)
+ 2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)}}
. (23)

Iç âèðàçiâ äëÿ ïåðøèõ ïîõiäíèõ

dΦ1(σ/δ, |λ1|)
dσ

=
2δ

δ2 − λ21σ2
,

dΦ1(ε/σ, |λ2|)
dσ

=
−2ε

σ2 − λ22ε2

îòðèìà¹ìî ¹äèíó òî÷êó ìiíiìóìó

σ3 =

√
εδ

2 + λ22ε/δ

1 + 2λ21ε/δ

i øóêàíå ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ (ðèñ. 4)

2

|λ1|
arcth

√
ε

δ

2λ21 + λ21λ
2
2ε/δ

1 + 2λ21ε/δ
+

+
4

|λ2|
arcth

√
ε

δ

λ22 + 2λ21λ
2
2ε/δ

2 + λ22ε/δ
,

ó ôîðìóëi (23). Öå äîâîäèòü íåðiâíiñòü (16).
Äëÿ îöiíþâàííÿ ε2 âèáåðåìî ïiäiíòåðâàë (σ∗

1 , σ
∗
2)

iíòåðâàëà (σ1, σ2) ç êiíöÿìè

σ∗
1 = σ1(ε) =

|λ2|ε
th
(
(b− a)|λ2|/8

) ,
σ∗
2 = σ2(δ) =

δ

|λ1|
th

(b− a)|λ1|
4

,

òîäi, âðàõîâóþ÷è (9), îòðèìà¹ìî σ1(ε∗) = σ2(δ) i

Φ1

(σ2(δ)
δ

, |λ1|
)
= 2Φ1

( ε

σ1(ε)
, |λ2|

)
=
b−a
2
.

Äëÿ âñiõ 0 < ε < ε∗ iíòåðâàë (σ∗
1 , σ

∗
2) ìà¹ äîäàòíó

äîâæèíó, à ôóíêöi¨ Φ1

(σ
δ
, |λ1|

)
òà 2Φ1

( ε
σ
, |λ2|

)
ìåí-

øi, íiæ (b− a)/2, ÿêùî σ ∈ (σ∗
1 , σ

∗
2).

Ïîçíà÷èìî σ∗ = σ∗(ε, δ, β, γ)� ¹äèíèé êîðiíü ðiâ-

íÿííÿ Φ1

(σ
δ
, β
)
= 2Φ1

( ε
σ
, γ
)
ñòîñîâíî σ, òîäi ç ôîð-

ìóëè (23) âèïëèâà¹ (äèâ. ðèñ. 4), ùî

measGL2(ε, δ, f) ≤

{
Φ∗

2(ε, δ, |λ1|, |λ2|), ε < ε∗,

b− a, ε ≥ ε∗.
(24)

äå Φ∗
2(ε, δ, |λ1|, |λ2|) = 2Φ1

(σ∗

δ
, |λ1|

)
= 4Φ1

( ε

σ∗ , |λ2|
)
.

Íåðiâíiñòü (17), à, îòæå, é ëåìó äîâåäåíî. �

2 4 6 8 10
Σ

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

F

H6.13, 1.129L H6.97, 1.138L
2F1H¶ �Σ ,ÈΛ2ÈL

F1HΣ �∆ ,ÈΛ1ÈL

F1HΣ �∆ ,ÈΛ1ÈL+2F1H¶ �Σ ,ÈΛ2ÈL

Σ
*

¶=1, ∆ =30, ÈΛ1È=3, ÈΛ2È=1�4, b-a=5

Ðèñ. 4. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Φ1

(
σ/δ, |λ1|

)
+ 2Φ1

(
ε/σ, |λ2|

)
, ¨ ¨

òî÷êà ìiíiìóìó ç íàáëèæåíèìè êîîðäèíàòàìè i ãðàôiêè
ôóíêöié Φ1

(
σ/δ, |λ1|

)
òà 2Φ1

(
ε/σ, |λ2|

)
ç ¨õ òî÷êîþ ïåðå-

òèíó i íàáëèæåíèìè êîîðäèíàòàìè ñóìè ó òî÷öi σ∗
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Äðîáè
2 + αγ2

2 + 1/αβ2
i
1 + 2αβ2

1 + 2/αγ2
ó ôîðìóëi (18) ìî-

íîòîííî çðîñòàþòü âiä íóëÿ äî +∞ ðàçîì çi çðîñòàí-
íÿì α âiä íóëÿ äî +∞, òîìó ìîíîòîííî çðîñòà¹ äî
+∞ i ôóíêöiÿ Φ2(α, β, γ) çà ôiêñîâàíèõ β òà γ.

1 2 3 4 5 6 7
¶ �∆

5

10

15

20

25

F

F=F2H¶ �∆ ,ÈΛ1È,ÈΛ2ÈL

2
1

3

ÈΛ1È=1�3, ÈΛ2È=1�2

Ðèñ. 5. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Φ2 òà ãðàôiêè ¨¨ ãðàíè÷íèõ çíà-
÷åíü Φ2(ε/δ, 0, |λ2|), Φ2(ε/δ, |λ1|, 0), Φ2(ε/δ, 0, 0), ÿêi ïîçíà-
÷åíi öèôðàìè 1, 2 òà 3 âiäïîâiäíî

Iñíóþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ Φ2(α, 0, γ) i Φ2(α, β, 0)
ôóíêöi¨ Φ2, ÿêi âèçíà÷àþòü ôîðìóëè (ðèñ. 5)

Φ2(α, 0, γ) = 2
√
2α+ α2γ +

4

γ
arcth

√
αγ2

2 + αγ2
,

Φ2(α, β, 0) =
2

β
arcth

√
2αβ2

1 + 2αβ2
+ 2
√
2
√
α+ 2α2β2,

à òàêîæ çíà÷åííÿ Φ2(α, 0, 0) = 4
√
2
√
α.

Îñòàíí¹ çíà÷åííÿ çà ôîðìóëîþ (2) ¹ îïòèìàëü-
íèì äëÿ n = 2. Òàêó æ îïòèìàëüíó ñòàëó 4

√
2 äëÿ

äîâiëüíèõ β > 0 i γ > 0 îòðèìó¹ìî ç ðiâíîñòi

lim
α→0

Φ2(α, β, γ)/
√
α = 4

√
2.

Îòæå, ëåìà 2 ó ðàçi n = 2 âñòàíîâëþ¹ îïòèìàëü-
íó îöiíêó äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ε. Òàêó âëàñòèâiñòü
òàêîæ ìà¹ é îöiíêà (3).

IV. Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ

Íà ðèñ. 6 i 7 ïîäàíî ãðàôiêè ïðàâèõ ÷àñòèí îöiíêè
(3) òà îöiíêè (4) äëÿ n = 1 òà n = 2 i îöiíîê (8)
òà (16), îòðèìàíèõ ó ïîïåðåäíiõ ëåìàõ 1 òà 2. Ðîç-
ãëÿíóòî òðè çíà÷åííÿ äîâæèíè âiäðiçêà [a, b], à ñàìå
2, 3 i 5.

Íà iíòåðâàëi (0, ε1/δ), äå ìîíîòîííî çðîñòà¹ ôóí-
êöiÿ Φ1(ε/δ, |λ1|), îöiíêà (8) ¹ êðàùîþ âiä îöiíêè (3);
ðiçíèöÿ äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ó òî÷öi ε∗1/δ.
Íà iíòåðâàëi (ε1/δ,+∞) îöiíêè çáiãàþòüñÿ.

0.5 1.0 1.5
¶ �∆ , x

1

2

3

4

5

F , b-a

F=F1H¶ �∆ ,ÈΛ1ÈL

x=Hb-aL�2eHb-aL Λ1

¶1�∆

¶1
*�∆

ÈΛ1È=1�2

Ðèñ. 6. Ïîðiâíÿííÿ îöiíîê ó ðàçi n = 1 äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü äîâæèíè âiäðiçêà b− a

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
¶ �∆ , x

1

2

3

4

5

F , b-a

F=F2H¶ �∆ ,ÈΛ1È,ÈΛ2ÈL

¶2�∆

¶2
*�∆

ÈΛ1È=1�3, ÈΛ2È=1�2

Ðèñ. 7. Ïîðiâíÿííÿ îöiíîê ó ðàçi n = 2 äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü äîâæèíè âiäðiçêà b− a

Ç ôîðìóëè (9) âèïëèâà¹, ùî ε1/δ ïðÿìó¹ äî ÷è-

ñëà
1

|λ1|
çi çðîñòàííÿì b − a; íàòîìiñòü ε∗1/δ ìîíî-

òîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ (øòðèõîâà ëiíiÿ) ïiñëÿ òî÷êè

b− a =
1

|λ1|
, ó ÿêié äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó

1

2e|λ1|
.

Àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ iñíóþòü ìiæ îöiíêàìè
(16) i (4). Ïðè öüîìó âiäïîâiäíî âåëè÷èíà ε∗2/δ ìà¹

ìàêñèìóì
1

8e2
(
|λ1|+ |λ2|

)2 ó òî÷öi b−a =
2

|λ1|+ |λ2|
.

Ðiçíèöi ìiæ ðîçãëÿíóòèìè îöiíêàìè âiäçíà÷åíî íà
ðèñóíêàõ âiäïîâiäíèì âèäiëåííÿì îáëàñòåé.

Âèñíîâêè

Ó ðîáîòi îòðèìàíî îöiíêè (8) i (16) ìiðè ìíîæè-
íè ðiâíÿ ôóíêöié, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü ïåðøîãî
àáî äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà çi
çíàêîñòàëèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. Âîíè óçàãàëüíþ-
þòü i iñòîòíî ïîêðàùóþòü âiäîìi îöiíêè.

Äëÿ ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äîâåäåíî îïòè-
ìàëüíiñòü (òî÷íiñòü) îöiíêè i çíàéäåíî åêñòðåìàëüíi
ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü (8) ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Äîñëiäæåííÿ ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíi ÄÔÔÄ Óêðà¨-
íè (ïðîåêò � 54.1/027).
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ÌÅÐÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÓÐÎÂÍß ÐÅØÅÍÈÉ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
È ÇÍÀÊÎÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÏÐÀÂÛÌÈ ×ÀÑÒßÌÈ

Èëüêèâ Â. Ñ.a, Ìàãåðîâñüêà Ò. Â.b, Íèòðåáû÷ Ç. Ì.a

a Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò �Ëüâèâñüêà ïîëèòýõíèêà�,
óë. Ñ. Áàíäåðû, 12, Ëüâîâ, 79013, Óêðàèíà

b Ëüâîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò âíóòðåííèõ äåë,
óë. Ãîðîäîöüêà, 26, Ëüâîâ, 79007, Óêðàèíà

Ïîëó÷åíà îöåíêà ìåðû ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå
ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî èëè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è îòäåëåííîé îò íóëÿ ïðàâîé ÷àñòüþ. Ýòà
îöåíêà îáîáùàåò ðåçóëüòàò èçâåñòíîé ëåììû Ïÿðòëè è äðóãèå èçâåñòíûå îöåíêè. Èçó÷åíû
ñâîéñòâà è äîêàçàíà ýêñòðåìàëüíîñòü ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåðà ìíîæåñòâà, äèîôàíòîâ àíàëèç, ìàëûå çíàìåíàòåëè.
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We have found an estimate of measure of level set of the function which is on a certain
segment is a solution of an inhomogeneous ordinary di�erential equation of �rst or second order
with constant coe�cients and isolated from zero right-hand side. This estimate generalizes the
result of the known Piartly lemma as well as other known estimates. We study properties and
prove the extremeness of the found inequalities.
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