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У межах загальної теорії деформування бетонних та залізобетонних елементів і 
конструкцій сформовано розрахункову модель утворення нормальних тріщин. 
Запропоновано методику визначення їх кроку та ширини розкриття залежно від 
напружено-деформованого стану. 
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In an article the calculation model of normal cracks formation is formed in the general 
theory of concrete and reinforced concrete elements and structures deformation. The method of 
determining of their step and the disclosure width depending on the stress-strain state is offered. 
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Вступ 
Питання утворення і розвитку нормальних тріщин у залізобетонних елементах та кон-

струкціях розглядають роботи Мурашева В.І. [1], Берга О.Я. [2], Оатула О.О. [3], Федоренка М.М. 
[4], Немировського Я.М. [5], Портера Е.Г. [6], Молодченка Г.А. [7], Хакімова Ш.А. [8], Карпен- 
ка М.І. [9], Холмянського М.М. [10], Городецького Л.М. [11], Гаттаса А.Ф. [12], Колчунова В.І. [13] 
та інших. Завдяки результатам їхніх досліджень встановлено, що основні параметри утворення, 
розвитку та розкриття нормальних тріщин: 

 є залежними як від різниці зусиль в арматурі у перерізах з тріщинами і без них, так і від 
зусиль активного зчеплення арматури з бетоном на вказаних ділянках [1]; 

 пов’язані з діаметром арматурних стрижнів та площею розтягненого бетону, обмеженого 
зовнішнім контуром перерізу та величиною радіуса «активної взаємодії» [2]; 

 пропорційні до товщини захисного шару бетону та відношення площі розтягненого бетону 
(в зоні зчеплення) до периметра арматури [12]; 

 у певний спосіб залежать не тільки від величини граничних деформацій розтягненого 
бетону, але й усереднених деформацій бетону та арматури у блоці між тріщинами [5]; 

 загалом пов’язані з усередненими значеннями граничних напружень зчеплення арматури з 
бетоном, які, своєю чергою, залежать від напружень у самій арматурі [7]. 

Переважній більшості запропонованих сьогодні аналітичних залежностей, пов’язаних з 
процесами тріщиностійкості залізобетонних елементів і конструкцій, властива переобтяженість 
емпіричними параметрами та коефіцієнтами. Тому поява робіт [14–16], автори яких хочуть 
позбутися зазначеного недоліку, є цілком логічною та виправданою. Та все ж і їхні рішення теж 
мають обмежене застосування, оскільки у своїй основі прив’язані до конкретного виду напружено-
деформованого стану залізобетонного елемента. Крім того, через надто вільне трактування багатьох 
гіпотез та простих неточностей, пов’язаних з усередненими значеннями граничних напружень 
зчеплення арматури з бетоном [16], вони не можуть претендувати на універсальність. 

Виклад основного матеріалу 
Поглиблений аналіз результатів досліджень згаданих вітчизняних та зарубіжних учених 

показує, що в теорії тріщиностійкості залізобетонних елементів і конструкцій одними із основних є 
питання: 

 механізму утворення (появи) першої тріщини; 
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 послідовності утворення та розвитку подальших тріщин; 
 розвитку та розкриття найнебезпечніших тріщин. 
Оцінюючи загальний напружено-деформований стан згинального залізобетонного елемента 

за рівняннями його рівноваги 
sсtс NNN  ;                                                                  (1) 

sсtс MMMM  ,                                                            (2) 
нескладно зауважити (рис. 1), що в момент появи першої тріщини внутрішні зусилля у 
розтягненому бетоні сtN  та сtM  досягатимуть граничних значень за максимальної висоти 
нерозтрісканого бетону та граничних деформацій у крайових фібрах розтягненої зони. А раз так, то 
момент появи тріщин у бетонному або залізобетонному елементі crM  необхідно обчислювати за 
критерієм 0d/dN ctct  . 

 
Рис. 1. Розрахункова схема напружено-деформованого стану згинального 

залізобетонного елемента в блоці між двома тріщинами 

За епюри напружень у розтягненому бетоні у вигляді неправильної дробово-раціональної 
функції, закладеної в багатьох національних нормах [17–19] для стисненого бетону, зусилля в 
бетоні розтягненої зони можна обчислювати за такою залежністю [20]: 
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з основними міцнісними та деформативними параметрами розтягненого бетону:  

1ctctkcot
2

1ctctktcot /ε2 -/f E  c;/ε f  b;Ea  ,                                        (4) 
де сoE – початковий модуль пружності (деформацій) бетону за нульових напружень;  

ctkf – характеристичне значення міцності розтягненого бетону; 

1сtε – критичні деформації розтягненого бетону. 
Точний аналітичний розв’язок трансцендентної функції, отриманої під час диференціювання 

інтегрального рівняння (3), знайти неможливо. Однак за використання методів числового аналізу 
його можна з доволі високою точністю (R2=0,99801) подати такою залежністю: 
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де tk  – коефіцієнт пружно-пластичних властивостей розтягненого бетону, що дорівнює 

ctk1сtсot f/εEk   [20]. 
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Варто відзначити, що граничні деформації розтягненого бетону в залізобетонному елементі 
на момент появи першої тріщини загалом можна визначити і за спрощеним виразом: 

сoctkсtu E/f2ε  .                                                                 (6) 
Щодо утворення подальших тріщин, то закономірності їхньої появи та розвитку доцільно 

позв’язувати з основними параметрами бетону і арматури у розтягненій зоні залізобетонного 
елемента. Відповідно до результатів досліджень Берга О.Я. [2], серед подібних параметрів 
насамперед варто назвати діаметр арматурних стрижнів та площу розтягненого бетону. За таких 
обставин зусилля активного зчеплення на ділянці між тріщинами cr,bdN , будучи залежними від 
зміни напружень в арматурному стрижні вздовж вказаної ділянки i,s , загалом повинні 
врівноважуватися у зазначеній зоні зусиллями розтягненого бетону cr,ctN  (рис. 1), тобто  

cr,cti,scr,bd NNN   .                                                            (7) 
Величину зусилля активного зчеплення арматури з бетоном за відомої функції напружень 

цього зчеплення )у(bd  можна визначати за формулою 

2 /  robdbd
s

cr,bd sfudу)у(uN
ro

   ,                                              (8)  

де u  – периметр перерізу арматурного стрижня діаметром  , що має площу sA , дорівнює 
 /A4u s ; 

ros  – ділянка активного зчеплення арматурного стрижня з бетоном (базова відстань між 
тріщинами); 

bdf  – граничне значення напружень зчеплення арматури з бетоном, що знаходиться за виразом 

k,ctbd ff  ;                                                      (9) 
k,ctf  – характеристичне значення міцності бетону за осьового розтягу. 

Коефіцієнт  , що враховує профіль арматури, пропонується приймати залежним від 
відносної площі зминання її поперечних ребер Rf  (критерій Г. Рема) за формулою 

2
RR )f12(f351  - ,                                                        (10) 

отриманою завдяки обробленню результатів експериментальних досліджень [8, 15]. Для гладкої 
арматури ( 0fR  ) зазначений коефіцієнт дорівнює 1,0, а для арматури періодичного профілю до 
унормування критерію Rf  його необхідно обмежувати значенням 0,2 . 

Максимальне зусилля, що сприймається розтягненим бетоном перед утворенням чергової 
тріщини cr,ctN , можна знаходити за формулою (3) під час визначення граничних деформацій 
розтягненого бетону сtuε  за формулою (5). Якщо ж площу перерізу розтягненого бетону 
обмежувати відповідно до пропозицій Берга О.Я. [2] за радіусом ефективної взаємодії (активного 
зчеплення), то зазначене зусилля можна обчислювати за спрощеною формулою 

eff,ctk,ctпctcr,ct Afdxb)x(N   ,                                           (11) 

де eff,ctA  – ефективна площа перерізу  розтягненого  бетону  в радіусі  активної  взаємодії, дорівнює 

eff,ctпeff,ct hbA   (рис. 2). 

За умов осьового розтягу за однорідної епюри напружень k,ctct f  висота ефективної 
площі розтягненого бетону дорівнює висоті перерізу елемента hh eff,ct  . Якщо ж для 
залізобетонного елемента, що зазнає неоднорідного деформування, розрахункові напруження у 
розтягненому бетоні теж прийняти постійними та такими, що дорівнюють k,ctct f , то висоту 
його ефективної площі необхідно знаходити за формулою  

3/)xh(h eff,ct  ,                                                            (12) 

та обмежувати величинами 2/hh eff,ct   і )dh(5,2h eff,ct   згідно з чинними нормами [17–19]. 
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Рис. 2. До визначення максимального зусилля у розтягненому бетоні  
в радіусі ефективної взаємодії  перед утворенням тріщини 

Зміну зусиль у розтягненій арматурі на ділянці між двома суміжними тріщинами обчислюють 
за виразом 

si,ss1i,si,si,s AA)(N    ,                                           (13)  
де i,s  – напруження в арматурному стрижні у перерізі з раніше утвореною тріщиною; 

1i,s   – напруження в арматурному стрижні у перерізі з подальшою ймовірною тріщиною 
безпосередньо за її появи. 

Отже, з урахуванням усіх вищенаведених положень базову відстань між тріщинами на рівні 
центра ваги розтягненої арматури можна визначати за формулою 
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За заміни дійсної криволінійної епюри напружень у розтягненому бетоні на еквівалентну 
прямокутну з ординатою k,ctf  максимальне зусилля, що сприймається розтягненим бетоном перед 
утворенням тріщини cr,ctN , можна обчислювати за спрощеною формулою 
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,                                              (15)  

де ctA  – дійсна площа перерізу розтягненого бетону перед утворенням тріщини, що дорівнює 

пctct bxA  ; eqv  – коефіцієнт приведення дійсної площі перерізу розтягненого бетону до 

еквівалентної, рекомендується приймати таким, що дорівнює 1,0 за осьового розтягу та 0,8 –  
за неоднорідного деформування.   

З урахуванням виразу (15) формула (14) набуде остаточного вигляду: 
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а за осьового розтягу, коли 0i,s  , вона спрощується до такого вигляду: 
)2/(s t,lro   ,                                                            (17) 

де t,l  – коефіцієнт армування розтягненого бетону, дорівнює ctst,l A/A . 
Залежність (17) з певними відмінностями та особливостями, але без порушення її фізичного 

змісту загалом, сьогодні відображена у багатьох національних нормах з проектування бетонних і 
залізобетонних елементів та конструкцій [17–19, 21]. У зазначених документах, завдяки введенню 
багатьох емпіричних коефіцієнтів, вона поширена ще й на згинальні елементи. Однак вибраний 
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шлях універсалізації виразу (16) аж ніяк не можна визнати вдалим, оскільки він блокує саму ідею 
пошуку загальних розв’язків.  

Щодо функцій (14) і (16), то вони принципово відрізняються від формули (17). Їх з однаковим 
успіхом можна застосовувати без обмежень як до центрально розтягнених, так і до згинальних чи 
відцентрово завантажених залізобетонних елементів, а отже, вони можуть претендувати на певну 
універсальність.  

Розрахунок розкриття нормальних тріщин доцільно виконувати з позицій послідовного 
накопичення взаємних зміщень арматури і бетону )у()у()у( ctct    на ділянках активного 
зчеплення, розміщених з обох боків від тріщини [1, 13]. Тому ширина розкриття тріщин на стадії 
стабілізованого тріщиноутворення (за встановленої відстані між ними) може бути визначена за 
формулою 

)(sdу)у(2w ctmsmor

s5,0

о
k

ro

   ,                                             (18) 

де sm  – середні значення відносних деформацій розтягненої арматури на ділянці між 
тріщинами; 

ctm  – середні значення відносних деформацій розтягненого бетону на тій самій ділянці.   
Середні деформації арматури можна знаходити безпосередньо з діаграми стану елемента в 

осередненому перерізі блока між тріщинами )/1(fsm    або визначати за спрощеним виразом: 
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Щодо середніх деформацій розтягненого бетону на ділянці між тріщинами, то їх  
рекомендується обчислювати за формулою 

xh
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2
ctu

ctm 

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

                                                                (20) 

або з урахуванням залежності (6) за 8,0)xh/()xd(   знаходити за спрощеним виразом: 

cоctkctm E/f8,0  ,                                                            (21) 
де d  – відстань від стисненої грані до центра ваги розтягненої арматури. 

Отже, беручи до уваги залежності (14)…(20), ширину розкриття тріщин у залізобетонному 
елементі доцільно визначати за формулою (22), яка фактично не містить емпіричних параметрів: 
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,                               (22) 

або зважаючи на (21), обчислювати наближено за виразом (23), що містить мінімальну кількість 
таких параметрів: 
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За осьового розтягу, коли 0i,s  , обидві із вищенаведених функцій спрощуються до 
залежності 
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,                                      (24) 

яка у дещо зміненій формі, але без порушення її фізичного змісту, сьогодні відображена в окремих 
національних нормах з проектування бетонних і залізобетонних елементів та конструкцій [17–19, 
21]. Тут, через застосування багатьох емпіричних коефіцієнтів, вона поширена і на згинальні 
елементи, але без забезпечення її універсальності. 

Щодо функцій (22) та (23), то вони у своїй основі принципово відрізняються від виразу (24) і 
однаково прийнятні як для центрально розтягнених, так і для залізобетонних елементів, що 
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зазнають неоднорідного деформування. До того ж зазначені залежності дають змогу контролювати 
величину розкриття нормальних тріщин у будь-яких залізобетонних елементах протягом усього 
процесу їх деформування, оскільки безпосередньо пов’язані з визначальними параметрами 
напружено-деформованого стану (зокрема, значеннями кривини i/1  , величинами згинальних 
моментів iM , напруженнями в арматурі i,s  та її деформаціями i,s  тощо) через систему рівнянь: 
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                   (25) 

Висновки 
Отже, враховуючи вищесказане, необхідно відзначити, що розроблена модель утворення та 

розкриття нормальних тріщин у залізобетонних елементах і конструкціях має багато переваг перед 
іншими, оскільки: 

 виступає складовою частиною узагальненої моделі їх деформування; 
 є універсальною, бо у своїй основі максимально позбавлена впливу емпіричних параметрів 

і коефіцієнтів та однаковою мірою прийнятна як для центрально розтягнених, так і для згинальних 
або відцентрово завантажених залізобетонних елементів; 

 враховує якісну та кількісну різницю між параметрами зчеплення арматури з бетоном до та 
після утворення тріщин; 

 розглядає відстань між суміжними тріщинами як величину, що дискретно змінюється 
протягом усього процесу деформування; 

 відображає залежність усереднених розрахункових значень граничних напружень 
зчеплення арматури з розтягненим бетоном від величини напружень у самій арматурі; 

 враховує вплив профілю арматури (відносної площі зминання її поперечних ребер) на 
процеси утворення, розвитку та розкриття нормальних тріщин; 

 прямо пов’язує тріщиностійкість залізобетонних елементів і конструкцій з визначальними 
параметрами їх напружено-деформованого стану (значеннями кривини i/1  , величинами 
згинальних моментів iM , напруженнями в арматурі i,s  та її деформаціями i,s  тощо); 

 дає змогу контролювати процес утворення та розкриття нормальних тріщин у 
залізобетонних елементах на будь-якій стадії їх деформування; 

 представляє процес розкриття нормальних тріщин як послідовне накопичення взаємних 
зміщень (проковзування) арматури стосовно бетону  на ділянках активного зчеплення; 

 сприяє методологічній єдності розрахунків залізобетонних елементів за 1-ю та 2-ю 
групами граничних станів. 
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