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Запроваджено узагальненi моментнi зображення послiдовностей комплексних чисел, но-
мери членiв яких є цiлими числами. Встановлено iнтегральнi зображення твiрних функцiй
послiдовностей запроваджених моментiв та iнтегральнi зображення роздiлених рiзниць
твiрних функцiй.
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Вступ

Узагальненi моментнi зображення послiдовностей
комплексних чисел розширюють клас послiдовностей
класичних моментiв ([1]) та широко застосовуються
для побудови iнтегральних зображень твiрних функ-
цiй послiдовностей узагальнених моментiв ([2]). Iнте-
гральнi зображення функцiй ефективно продовжу-
ють їх за межi областi аналiтичностi ([3]). Способи
узагальнення класичних моментних зображень впли-
вають на форми iнтегральних зображень твiрних
функцiй.

I. Зображення коефiцiєнтiв
узагальненого степеневого ряду
в iнтегральному виглядi

Запровадимо узагальненi моментнi зображення
послiдовностей комплексних чисел, номери членiв
яких є цiлими числами, та встановимо деякi спосо-
би їх побудови.

Означення. Узагальненим моментним зобра-
женням заданої послiдовностi {sn}+∞−∞ ⊂ C назвемо
зображення її членiв у виглядi

sk+l =
∫

Γ

ak(ζ)bl(ζ)dµ(ζ) (1)

на вiдшукуванiй множинi Γ з мiрою dµ(ζ) на
нiй та вiдшукуваними послiдовностями {ak(ζ)}+∞−∞ i
{bl(ζ)}+∞−∞ з простору L2(Γ; dµ(ζ)).

Функцiї вiдшукуваних послiдовностей можна
знайти таким способом. Нехай {ak(ζ)}+∞−∞ — орто-
гональна система функцiй на множинi Γ з мiрою

dµ(ζ) на нiй, причому
∫
Γ

a2
k(ζ)dµ(ζ) = hk 6= 0. Прийме-

мо

bl(ζ) =
+∞∑

ν=−∞

sν+l

hν
aν(ζ), (2)

вважаючи ряд рiвномiрно збiжним на множинi Γ для
кожного l = 0;±1;±2; ....

Пiдставляючи (2) в (1), почленно iнтегруючи та
застосовуючи умову ортогональностi, одержуємо

∫

Γ

ak(ζ)bl(ζ)dµ(ζ) =
+∞∑

ν=−∞

sν+l

hν

∫

Γ

ak(ζ)aν(ζ)dµ(ζ) =

=
sk+l

hk
hk = sk+l.

Послiдовностi {ak(ζ)}+∞−∞ та {bl(ζ)}+∞−∞ є вiдшукува-
ними.

Виразимо функцiї вiдшукуваних послiдовностей
у виглядi лiнiйних форм функцiй ортогональної сис-
теми на множинi Γ з мiрою dµ(ζ) та встановимо спiв-
вiдношення мiж коефiцiєнтами лiнiйних форм i уза-
гальненими запровадженими моментами.

1) Нехай {cν(ζ)}+∞0 — ортогональна система
функцiй на множинi Γ з мiрою dµ(ζ), причому∫
Γ

c2
ν(ζ)dµ(ζ) = γν 6= 0. Приймемо

ak(ζ) =
|k|∑

ν=0

pνkcν(ζ), bl(ζ) =
|l|∑

ν=0

qνlcν(ζ). (3)

Пiдставляючи обидвi форми в (1), почленно iнтегру-
ючи та застосовуючи умову ортогональностi, одер-
жуємо спiввiдношення

m∑
ν=0

pνkqνlγν = sk+l, m = min(|k|; |l|). (4)
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2) Нехай {cν(ζ)}+∞−∞ — ортогональна система
функцiй на множинi Γ з мiрою dµ(ζ), причому∫
Γ

c2
ν(ζ)dµ(ζ) = γν 6= 0. Приймемо

ak(ζ) =
k∑

ν=0

pνkcν(ζ), bl(ζ) =
l∑

ν=0

qνlcν(ζ). (5)

Пiдставляючи обидвi форми в (1), почленно iнтегру-
ючи та застосовуючи умову ортогональностi, одер-
жуємо спiввiдношення

a) k > 0, l > 0,

m1∑
ν=0

pνkqνlγν = sk+l, m1 = min(k; l);

b) k < 0, l < 0,

m2∑
ν=0

pνkqνlγν = sk+l, m2 = max(k; l);

(6)
c) kl ≤ 0, p0kq0lγ0 = sk+l.

3) Нехай {cν(ζ)}+∞−∞ — ортогональна система
функцiй на множинi Γ з мiрою dµ(ζ), причому∫
Γ

c2
ν(ζ)dµ(ζ) = γν 6= 0. Приймемо

ak(ζ) =
|k|∑

ν=−|k|
pνkcν(ζ), bl(ζ) =

|l|∑

ν=−|l|
qνlcν(ζ). (7)

Пiдставляючи обидвi форми в (1), почленно iнтегру-
ючи та застосовуючи умову ортогональностi, одер-
жуємо спiввiдношення

m∑
ν=−m

pνkqνlγν = sk+l, m = min(|k|; |l|). (8)

Знайденi спiввiдношення є системами алгебраїчних
рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв лiнiйних
форм, у виглядi яких виражаються функцiї вiдшу-
куваних послiдовностей.

II. Зображення суми узагальненого
степеневого ряду в iнтегральному
виглядi

Встановимо iнтегральнi зображення твiрних
функцiй послiдовностей запроваджених узагальне-
них моментiв та встановимо iнтегральнi зображення
роздiлених рiзниць твiрних функцiй послiдовностей
запроваджених узагальнених моментiв.

Теорема. Нехай твiрнi функцiї послiдовностi
{sn}+∞−∞ задано у виглядi

hm(z) =
+∞∑

ν=−∞
sm+νzν , ρm < |z| < rm, (9)

m = 0,±1,±2, ..., ρm > 0, rm > 0; послiдовнiсть
{sn}+∞−∞ можна зобразити принаймнi одним спосо-
бом у виглядi (1). Приймемо

Am(z, ζ) =
+∞∑

k=0

am+k(ζ)zk, |z| < dm; (10)

Bm(w, ζ) =
+∞∑

l=0

bm+l(ζ)wl, |w| < qm; (11)

Cm(z, ζ) =
+∞∑

k=1

am−k(ζ)
zk

, |z| > cm; (12)

Dm(w, ζ) =
+∞∑

l=1

bm−l(ζ)
wl

, |w| > pm; (13)

0 < cm < dm, 0 < pm < qm; ряди вважатимемо
рiвномiрно збiжними на Γ.

Тодi будуть iстинними iнтегральнi зображення

hm(z) =
∫

Γ

[A0(z; ζ) + C0(z; ζ)]bm(ζ)dµ(ζ), (14)

zhm(z)− whm(w)
z − w

=

=
∫

Γ

[Am(z; ζ)B0(w; ζ)−Cm(z; ζ)D0(w; ζ)]dµ(ζ), (15)

у спiльних вiдповiдних кругових кiльцях збiжностi.

¤ Доведення. На основi (1) маємо

sm+ν =
∫

Γ

aν(ζ)bm(ζ)dµ(ζ).

Пiдставивши цей вираз в (9) та враховуючи, що

+∞∑
ν=−∞

aν(ζ)zν = A0(z; ζ) + C0(z; ζ),

одержуємо iнтегральне зображення (14).
Приймемо

fm(z) =
+∞∑
ν=0

sm+νzν , |z| < rm. (16)

Провiвши елементарнi перетворення, одержимо

zfm(z)− wfm(w)
z − w

=
+∞∑

k=0

+∞∑

l=0

sk+l+mzkwl. (17)

На основi (1) маємо

sk+l+m =
∫

Γ

ak+m(ζ)bl(ζ)dµ(ζ).

Пiдставляючи цей вираз в (17), враховуючи (10) та
(11), встановлюємо

zfm(z)− wfm(w)
z − w

=
∫

Γ

Am(z; ζ)B0(w; ζ)dµ(ζ). (18)

Приймемо

gm(z) =
+∞∑
ν=1

sm−ν

zν
, |z| > ρm. (19)
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Провiвши елементарнi перетворення, одержимо

zgm(z)− wgm(w)
w − z

=
+∞∑

k=1

+∞∑

l=1

sm−k−l

zkwl
. (20)

На основi (1) маємо

sm−k−l =
∫

Γ

am−k(ζ)b−l(ζ)dµ(ζ).

Пiдставляючи цей вираз в (20), враховуючи (12) та
(13), встановлюємо

zgm(z)− wgm(w)
w − z

=
∫

Γ

Cm(z; ζ)D0(w; ζ)dµ(ζ). (21)

Вiднiмаючи (21) вiд (18), враховуючи спiввiдношен-
ня

fm(τ) + gm(τ) = hm(τ), (22)

одержуємо iнтегральне зображення (15). Теорема до-
ведена. ¥

Зауваження 1. На основi (1) маємо

sm+ν =
∫

Γ

am(ζ)bν(ζ)dµ(ζ).

Пiдставивши цей вираз в (9) та враховуючи, що

+∞∑
ν=−∞

bν(ζ)zν = B0(z; ζ) + D0(z; ζ),

одержуємо iнтегральне зображення

hm(z) =
∫

Γ

[B0(z; ζ) + D0(z; ζ)]am(ζ)dµ(ζ), (23)

Зауваження 2. На основi (1) маємо

sk+l+m =
∫

Γ

ak(ζ)bl+m(ζ)dµ(ζ).

Пiдставляючи цей вираз в (17), враховуючи (10) та
(11), встановлюємо

zfm(z)− wfm(w)
z − w

=
∫

Γ

A0(z; ζ)Bm(w; ζ)dµ(ζ). (24)

Вiднiмаючи (21) вiд (24), враховуючи (22), одер-
жуємо

zhm(z)− whm(w)
z − w

=

=
∫

Γ

[A0(z; ζ)Bm(w; ζ)−Cm(z; ζ)D0(w; ζ)]dµ(ζ), (25)

На основi (1) маємо

sm−k−l =
∫

Γ

a−k(ζ)bm−l(ζ)dµ(ζ).

Пiдставляючи цей вираз в (20), враховуючи (12) та
(13), встановлюємо

zgm(z)− wgm(w)
w − z

=
∫

Γ

C0(z; ζ)Dm(w; ζ)dµ(ζ). (26)

Вiднiмаючи (26) вiд (18), враховуючи (22), одер-
жуємо

zhm(z)− whm(w)
z − w

=

=
∫

Γ

[Am(z; ζ)B0(w; ζ)−C0(z; ζ)Dm(w; ζ)]dµ(ζ), (27)

Вiднiмаючи (26) вiд (24), враховуючи (22), одер-
жуємо

zhm(z)− whm(w)
z − w

=

=
∫

Γ

[A0(z; ζ)Bm(w; ζ)−C0(z; ζ)Dm(w; ζ)]dµ(ζ), (28)

Зауваження 3. На основi (1) маємо

sk+l+m =
∫

Γ

ak(ζ)bl(ζ)dµm(ζ),

sm−k−l =
∫

Γ

a−k(ζ)b−l(ζ)dµm(ζ).

Пiдставляючи цi вирази в (17) та в (20), враховуючи
(10) та (11) i (12) та (13) вiдповiдно, встановлюємо

zfm(z)− wfm(w)
z − w

=
∫

Γ

A0(z; ζ)B0(w; ζ)dµm(ζ), (29)

zgm(z)− wgm(w)
w − z

=
∫

Γ

C0(z; ζ)D0(w; ζ)dµm(ζ). (30)

Вiднiмаючи (30) вiд (29), враховуючи (22), одер-
жуємо

zhm(z)− whm(w)
z − w

=

=
∫

Γ

[A0(z; ζ)B0(w; ζ)−C0(z; ζ)D0(w; ζ)]dµm(ζ), (31)

Якщо в iнтегральних зображеннях роздiлених рi-
зниць можна здiйснювати граничнi переходи при
w → z, то можна встановити iнтегральнi зображення
вiдповiдних похiдних функцiй.

III. Висновки

Множина функцiональних послiдовностей, якi
справджують запровадженi узагальненi моментнi
зображення, формує множину iнтегральних зобра-
жень роздiлених рiзниць твiрних функцiй. Встанов-
ленi iнтегральнi зображення дозволяють виражати
спецiальнi функцiї в iнтегральних виглядах чи знахо-
дити значення iнтегралiв вiд спецiальних функцiй та
продовжувати аналiтичнi в кругових кiльцях функ-
цiї на множини збiжностi одержаних iнтегралiв.
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