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Нехай f — цiла у площинi функцiя,

T (r, f) =
1
2π

2π∫

0

ln+
∣∣f(reiθ)

∣∣ dθ, ln+ |f | = max(ln |f | , 0),

— її характеристика Неванлiнни [1, с. 27]. Величини

ρ(f) = lim
r→∞

lnT (r, f)
ln r

,

λ(f) = lim
r→∞

ln T (r, f)
ln r

називаються порядком i нижнiм порядком функцiї f
вiдповiдно (див., наприклад, [1, c. 61]).

Через q(f) позначатимемо рiд цiлої функцiї
f(див. [1, c. 80]). При нескiнченному порядку ρ(f)
вважатимемо q(f) також нескiнченним.

У теорiї цiлих функцiй особливе мiсце займає
питання про зв’язок мiж ростом таких функцiй i
розподiлом їх нулiв. Це питання розглядали бага-
то авторiв, зокрема, А. Едрей, У. Фукс, Т. Кобаяшi,
А.А. Гольдберг.

У 1959 р. А.Едрей i У.Фукс [2] показали, що у цiлої
в площинi функцiї з вiд’ємними нулями i скiнченним
порядком ρ > 1 нижнiй порядок i порядок належать
вiдрiзку [q; q + 1]. Цей результат узагальнив Т. Ко-
баяшi [3] на випадок цiлих функцiй, нулi яких роз-
ташованi в деякому кутi. А.А. Гольдберг [1, с. 338]
отримав загальнiшi результати для мероморфних у
площинi функцiй з (p, η) — роздiленими нулями та
полюсами.

У статтi вивчають аналогiчнi питання для цiлих у
площинi функцiй, нулi яких лежать у деякiй областi.
Отриманi теореми узагальнюють аналогiчнi резуль-
тати з [1, с. 338, 2, 3, 4]. Для їх доведення нам потрiбнi
такi вiдомостi.

Коефiцiєнтами Фур’є цiлої функцiї f називаються

ck(r, f) =
1
2π

2π∫

0

ln
∣∣f(reiθ)

∣∣ e−ikθdθ,

де k ∈ Z.
Нехай n (r, 0, f) позначає число нулiв функцiї f у

крузi {z : |z| ≤ r} . Якщо f — цiла функцiя така, що
f (0) = 1, {aν} — послiдовнiсть її нулiв, а

ln f(z) =
∞∑

k=1

αk(f)zk =
∞∑

k=1

αkzk

— розклад у ряд Тейлора в околi точки z = 0, то для
коефiцiєнтiв Фур’є ck (r, f) справедливi такi формули
[5]:

c0(r, f) =
∑

|aν |≤r

ln
r

|aν | = N(r, 0, f),

де N(r, 0, f) =

r∫

0

n(t, 0, f)
t

dt;

ck(r, f) =
1
2
αkrk +

1
2k

∑

|aν |≤r

[(
r

aν

)k

−
(

aν

r

)k
]

, k ≥ 1;

ck(r, f) = c−k(r, f), k ≤ −1.

Теорема 1. Нехай f (z) – цiла функцiя та-
ка, що f (0) = 1. Якщо її нулi лежать в областi
{z : Rez > 0} i Ref ′(0) ≥ 0, то

lim
r→∞

T (r, f)
r

> 0.

¤ Доведення. Запишемо для функцiї f її пер-
ший коефiцiєнт Фур’є

c1 (r, f) =
1
2
α1r +

1
2

∑

|aν |≤r

(
r

aν
− aν

r

)
,
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де α1 =
d

dz
ln f(z) |z=0 = f ′(0) . Вiдокремивши дiйсну

частину, матимемо

Rec1(r, f) =
1
2
Ar +

1
2

∑

|aν |≤r

(
r

|aν | −
|aν |
r

)
cos βν ,

де A = Ref ′(0), βν = arg aν .
З очевидної рiвностi |ln x| = ln+ x + ln+ 1

x , яка
справедлива для x ≥ 0, випливає, що

Rec1 (r, f) =
1
2π

2π∫

0

ln
∣∣f (

reiθ
)∣∣ cos θdθ ≤ 2T (r, f) .

Тому

4T (r, f) ≥ Ar +
∑

|aν |≤r

(
r

|aν | −
|aν |
r

)
cosβν . (1)

Оскiльки A ≥ 0 i для всiх ν виконується умова
cos βν > 0, то

4T (r, f) ≥
(

r

|a1| −
|a1|
r

)
cos β1,

звiдки отримуємо

lim
r→∞

T (r, f)
r

> 0.

¥
Зауваження 1. У теоремi 1 область, в якiй ле-

жать нулi функцiї f , розширити не можна. Побу-
дована цiла функцiя f роду 1 така, що f (0) = 1
i Ref ′ (0) = 0, з нулями на уявнiй осi i для якої

lim
r→∞

T (r, f)
r

= 0.

Теорема 2. Нехай f (z) — цiла функцiя, для
якої f (0) = 1 i Ref ′ (0) < 0. Якщо її нулi задоволь-
няють умову

∞∫

0

n(t, 0, f)
t2

dt = ∞

i лежать на множинi
{
z = reiθ : cos θ ≥ ϕ (r)}, де

функцiя ϕ така, що

1) 0 < ϕ(r) ≤ 1, ϕ — незростаюча;

2) ϕ(r)
∫ r

0

n(t, 0, f)
t2

dt →∞ при r →∞,

то
lim

r→∞
T (r, f)

r
= ∞.

¤ Доведення. З нерiвностi (1) та умови 1) ви-
пливає, що

4T (r, f) ≥ Ar + ϕ (r)
∑

|aν |≤r

(
r

|aν | −
|aν |
r

)
.

Переходячи вiд суми до iнтеграла Стiльтьєса та
беручи його частинами, отримаємо

∑

|aν |≤r

(
r

|aν | −
|aν |
r

)
= r

r∫

0

dn (t, 0, f)
t

−1
r

r∫

0

tdn (t, 0, f) =

= r

r∫

0

n (t, 0, f)
t2

dt +
1
r

r∫

0

n (t, 0, f) dt.

Тодi

4T (r, f) ≥ Ar + rϕ(r)

r∫

0

n(t, 0, f)
t2

dt.

Звiдси, використовуючи умову 2), знаходимо

lim
r→∞

T (r, f)
r

= ∞,

що завершує доведення теореми. ¥

Зауваження 2. У теоремi 2 область, у якiй ле-
жать нулi функцiї f , розширити не можна. Побу-
дована цiла функцiя g роду 1 така, що g (0) = 1,
Reg′ (0) < 0, з нулями, розташованими на кривiй
{z = reiθ : cos θ = ϕ(r)}, де функцiя ϕ задоволь-
няє умову 1) i не задовольняє умову 2) теореми 2, i

справедлива рiвнiсть lim
r→∞

T (r, g)
r

= 0.

Наслiдок 1. Якщо функцiя f задовольняє
умови теорем 1 чи 2, то λ(f) ≥ 1.

У випадку цiлих функцiй скiнченного роду мають
мiсце такi теореми.

Теорема 3. Нехай f (z) — цiла функцiя скiн-
ченного роду q = q (f) ≥ 1 така, що f (0) = 1 i

Re
dq

dzq
ln f(z) |z=0 ≥ 0. Якщо її нулi лежать в обла-

стi {z : Rezq > 0} , то

lim
r→∞

T (r, f)
rq

> 0.

¤ Доведення. Запишемо для функцiї f її q-й
коефiцiєнт Фур’є

cq(r, f) =
1
2
αqr

q +
1
2q

∑

|aν |≤r

[(
r

aν

)q

−
(

aν

r

)q]
,

де αq =
1
q!

dq

dzq
ln f(z) |z=0 . Знайдемо дiйсну частину

cq (r, f). Матимемо

Recq(r, f) =
1
2
Aqr

q +
1
2q

∑

|aν |≤r

(
rq

|aν |q −
|aν |q
rq

)
cos qβν ,

де Aq =
1
q!

Re
dq

dzq
ln f(z) |z=0, βν = arg aν .
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З першої основної теореми Неванлiнни випливає,
що для всiх k

|ck(r, f)| ≤ 2T (r, f).

Тому

4T (r, f) ≥ Aqr
q +

1
q

∑

|aν |≤r

(
rq

|aν |q −
|aν |q
rq

)
cos qβν .

(2)
Оскiльки Aq ≥ 0 i для всiх ν справедлива нерiв-

нiсть cos qβν > 0, то

4T (r, f) ≥ 1
q

(
rq

|a1|q −
|a1|q
rq

)
cos qβ1,

звiдки отримуємо

lim
r→∞

T (r, f)
rq

> 0.

¥
Теорема 4. Нехай f (z) — цiла фун-

кцiя скiнченного роду q = q (f) ≥ 1, f (0) = 1 i

Re
dq

dzq
ln f(z) |z=0 < 0. Якщо нулi функцiї f лежать

на множинi
{
z = reiθ : cos qθ ≥ ϕ (r)}, причому:

1) ϕ(r) ≡ 0, коли
∞∫

0

n(t, 0, f)
tq+1

dt < ∞;

2) 0 < ϕ(r) ≤ 1, ϕ — незростаюча,

lim
r→∞

ϕ(r)

r∫

0

n(t, 0, f)
tq+1

dt = ∞,

коли
∞∫

0

n(t, 0, f)
tq+1

dt = ∞, то

lim
r→∞

T (r, f)
rq

> 0.

¤ Доведення. Розглянемо спочатку випадок,
коли нулi {aν} функцiї f задовольняють умову

∑
ν

1
|aν |q < ∞. (3)

Тодi на пiдставi теореми Адамара [1, с. 80]

f (z) = eP (z)
∏
ν

E(
z

aν
, p),

де
∏
ν

E(
z

aν
, p) — канонiчний добуток Вейєрштрасса,

рiд p якого завдяки (3) щонайбiльше q− 1, а P (z) —
многочлен степеня q, оскiльки рiд функцiї f дорiв-
нює q.

Вiдомо [1, с. 79], що для характеристики Неван-
лiнни канонiчного добутку Вейєрштрасса g (z) роду

p виконується рiвнiсть T (r, g) = o
(
rp+1

)
, r → ∞.

Використовуючи попередню рiвнiсть i вiдомi спiввiд-
ношення мiж характеристиками Неванлiнни [1, с. 45],
отримаємо

T (r, f) = T
(
r, eP (z)

)
+ o (rq) , r →∞.

Оскiльки T
(
r, eP (z)

)
∼ |aq|

π
rq, r →∞, де aq — ко-

ефiцiєнт при найстаршому степенi многочлена P (z),
q — степiнь цього многочлена, то

T (r, f) =
|aq|
π

rq + o (rq) , r →∞,

звiдки

lim
r→∞

T (r, f)
rq

=
|aq|
π

> 0.

Розглянемо тепер випадок, коли

∑
ν

1
|aν |q = ∞.

З нерiвностi (2) та умови 2) випливає, що

4T (r, f) ≥ Aqr
q +

1
q
ϕ(r)

∑

|aν |≤r

(
rq

|aν |q −
|aν |q
rq

)
.

Перетворимо останню суму так:

∑

|aν |≤r

(
rq

|aν |q −
|aν |q
rq

)
=

= rq

r∫

0

dn (t, 0, f)
tq

− 1
rq

r∫

0

tqdn (t, 0, f) =

= qrq

r∫

0

n (t, 0, f)
tq+1

dt +
q

rq

r∫

0

tq−1n (t, 0, f) dt.

Тодi

4T (r, f) ≥ Aqr
q + rqϕ(r)

r∫

0

n(t, 0, f)
tq+1

dt.

Оскiльки ряд
∑

ν

1
|aν |q — розбiжний, то розбi-

жний також iнтеграл
∞∫

0

n(t, 0, f)
tq+1

dt. Тому, використо-

вуючи умову 2), маємо

lim
r→∞

T (r, f)
rq

= ∞,

що завершує доведення теореми. ¥
Наслiдок 2. Якщо функцiя f задовольняє

умови теорем 3 чи 4, то q ≤ λ(f) ≤ ρ(f) ≤ +1.
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