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У статтi значення висхiдного об’єкта виконує замкнений лiнiйний оператор L0, що дiє у
гiльбертовому просторi H. Розглядаються два збурення оператора L0, якi змiнюють його
область визначення. У термiнах абстрактних крайових операторiв, встановлено умови, якi
гарантують максимальну дисипативнiсть збурених операторiв, а також умови, достатнi для
того, щоб рiзниця резольвент збурених операторiв була компактним оператором.
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Вступ

У цiй статтi пiд H розумiємо фiксований комп-
лексний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком
(.|.), пiд D(T ), R(T ), kerT – вiдповiдно область виз-
начення, область значень та многовид нулiв (лi-
нiйного) оператора T , а пiд C(H) – клас замк-
нених щiльно визначених лiнiйних операторiв T :
H → H. Нагадаємо (див., наприклад, [1, с. 152]),
що оператор T ∈ C(H) називається дисипативним
(акумулятивним), якщо для будь-якого y ∈ D(T )
Im(Ty|y) ≥ 0 (≤ 0) i максимально дисипативним (ма-
ксимально акумулятивним), якщо, крiм того, вiн не
має в H нетривiальних дисипативних (акумулятив-
них) розширень.

Вiдомо (див., наприклад, [2, с. 345]), що T ∈ C(H)
є максимально дисипативним тодi i тiльки тодi, ко-
ли T є генератором стискуючої пiвгрупи класу (C0),
тому природно постає задача про встановлення умов
максимальної дисипативностi того чи iншого опера-
тора (див. [1] та цитовану там лiтературу).

Ця стаття є продовженням праць авторiв [3,4].
У нiй (крiм зазначених вище) використовуються та-
кi позначення: B(X, Y ) (де X, Y – гiльбертовi про-
стори) – сукупнiсть лiнiйних неперервних операторiв
A : X → Y таких, що D(A) = X; B(X) = B(X, X);
A ↓ E – звуження оператора A на множину E; 1X

– тотожне перетворення простору X, (.|.)X та ‖.‖X –
символи скалярного добутку та породженої ним нор-
ми у гiльбертовому просторi X, B∞(X) – iдеал ком-
пактних операторiв з B(X); T ∗ – оператор, спряже-
ний з оператором T, ρ(T ) – резольвентна множина
оператора T, D[T ](де T ∈ C(H)) – многовид D(T ),
трактований як гiльбертiв простiр зi скалярним до-
бутком (y|z)T = (y|z) + (Ty|Tz). Якщо Ai : X → Yi

(i = 1, . . . , n) – лiнiйнi оператори, то запис A = A1⊕
⊕ . . .⊕An означає, що (∀x ∈ X) Ax = (A1x, . . . , Anx).

I. Попереднi вiдомостi та постановка
задачi

Уточнюючи наведене в анотацiї, зазначимо, що
значення висхiдного об’єкта у цiй статтi виконує
симетричний оператор L0 ∈ C(H) з iндексом де-
фекту (m+, m−). Крiм того, вважаємо, що L

def= L∗0,
(G+, G−, δ+, δ−) – фiксований антисиметричний про-
стiр граничних значень оператора L0, причому δ+ та
δ− мають нульовi L-межi.

Нагадаємо (див. [5, с. 241]), що L-межею операто-
ра N ∈ B(D[L], X), де X – банахiв простiр, називають
число

inf{b ∈ (0, +∞) : (∃a ∈ (0, +∞))(∀y ∈ D(L))

‖ Ny ‖X≤ a‖y‖H + b‖Ly‖H}.
Далi, якщо G – гiльбертiв простiр, а δ ∈ B(D[L], G),
то кажуть, що (G, δ) – крайова пара для (L,L0), якщо

R(δ) = G, ker δ = D(L0)

(деталi – див. [6, с. 156]).
Нарештi, фраза "(G+, G−, δ+, δ−) – антисимет-

ричний простiр граничних значень оператора L0"
означає, що dim G± = m±, (G+ ⊕G−, δ+ ⊕ δ−) – кра-
йова пара для (L,L0) i

∀y, z ∈ D(L) (Ly|z)− (y|Lz) =

= i[(δ+y|δ+z)G+ − (δ−y|δ−z)G− ].

Iснування такого об’єкта встановлено в [7].
Нехай, наприклад, m+ ≤ m−, тобто dim G+ ≤

≤ dim G−. Не обмежуючи загальностi, можна вважа-
ти, що G+ ⊂ G− й тому мають мiсце представлення

G− = G0 ⊕G+, δ− = δ0 ⊕ δ1,

де δ0 ∈ B(D[L], G0), δ1 ∈ B(D[L], G+). Далi,
нехай Φ ∈ B(H, G+), K ∈ B(G+) – стиск, а
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K = (1G+ + KK∗)−1. Визначимо оператор S за до-
помогою спiввiдношень

D(S) = {y ∈ D(L) : δ0y = 0, δ1y −Kδ+y = Φy}, (1)

∀y ∈ D(S) Sy = Ly + iΦ∗K(δ1y + Kδ+y), (2)

якi можна переписати у виглядi

D(S) = {y ∈ D(L) : A11δ−y + A12δ+y = CΦy},
∀y ∈ D(S) Sy = Ly + Φ∗(A21δ−y + A22δ+y),

при

A11 = 1G− =
(

1G0 0
0 1G+

)
,

A12 =
(

0
−K

)
, C =

(
0

1G+

)
,

A21 =
(

0 iK )
, A22 = iKK.

Оскiльки



1G0 0 0
0 1G+ −K
0 iK iKK






−1G0 0 0

0 −1G+ 0
0 0 1G+


×

×



1G0 0 0
0 1G+ −iK
0 −K∗ −iK∗K


−




0 0 0
0 0 i1G+

0 −i1G+ 0


 =

=



−1G0 0 0

0 KK∗ − 1G+ 0
0 0 K(KK∗ − 1G+)K


 ≤ 0,

то з наслiдку 6 працi [4] випливає, що, принаймнi, у
випадку, коли A = (Aij)2i,j=1 оборотний в B(G−⊕G+),
тобто коли K−1 ∈ B(G+), оператор (1)-(2) є мак-
симально дисипативним. Нижче доведено, що вiн
є максимально дисипативним при будь-якому стис-
ку K ∈ B(G+). Крiм того встановлено зв’язок
мiж резольвентами двох операторiв вигляду (1)–
(2), зокрема знайдено умову, яка гарантує, що
цi оператори є резольвентно порiвняними, тобто,
що рiзниця їхнiх резольвент – компактний опе-
ратор. Зауважимо, що критерiй резольвентної по-
рiвняностi двох максимально дисипативних розши-
рень симетричного оператора (щоправда, з одна-
ковими дефектними числами) встановлено в [8]
(див. також [1, с. 170]).

Для спрощення викладень вважаємо, що
G0 = {0}, а, отже, G+ = G− def= H. Це припущен-
ня не спричиняє iстотної втрати загальностi, оскiль-
ки наведенi нижче мiркування можна поширити на
ситуацiю, коли L = L∗0 ↓ ker δ0.

Отже, спiввiдношення (1)–(2) набувають вигляду

D(S) = {y ∈ D(L) : δ−y −Kδ+y = Φy}, (3)

∀y ∈ D(S) Sy = Ly + iΦ∗K(δ−y + Kδ+y). (4)

Введемо також у розгляд оператори T, S̃, T̃ , якi ви-
значимо так:

D(T ) = {z ∈ D(L) : δ+z −K∗δ−z = −2K∗KΦz}, (5)

∀z ∈ D(T ) Tz = Lz + iΦ∗(δ−z +KΦz), (6)

D(S̃) = D(L), ∀y ∈ D(S̃)

S̃y = Ly + iΦ∗K(2Kδ+y + Φy), (7)

D(T̃ ) = D(L), ∀z ∈ D(T̃ )

T̃ y = Lz + iΦ∗(δ−z +KΦz). (8)

II. Максимальна дисипативнiсть опе-
ратора S

Лема 1. Для будь-яких y, z ∈ D(L)

(S̃y|z)− (y|T̃ z) = i[(δ+y|δ+z −K∗δ−z + 2K∗KΦz)H−

−(δ−y −Kδ+y − Φy|δ−z)H]. (9)

¤ Доведення. Нехай y, z ∈ D(L). Тодi

(S̃y|z)− (y|T̃ z) = i[(δ+y|δ+z)H − (δ−y|δ−z)H]+

+i[(2KKy|Φz)H+(KΦy|Φz)H+i(Φy|δ−z)H−(Φy|KΦz)H] =

= i[(δ+y|δ−z −K∗δ−z)H − (δ−y −Kδ+y|δ−z)H+

+(δ+y|2K∗KΦz)H + (Φy|δ−z)H],

тобто справджується (9).
Визначимо оператори S0, T0 за допомогою спiв-

вiдношень

D(S0) = {y ∈ D(S) : δ+y = 0}, S0 ⊂ S, (10)

D(T0) = {z ∈ D(T ) : δ−z = 0}, T0 ⊂ T. (11)

З результатiв, викладених в [4], випливає, що S, T , S̃,
T̃ , S0, T0 є замкненими i щiльно визначеними. Крiм
того зрозумiло, що S0 ⊂ S ⊂ S̃, T0 ⊂ T ⊂ T̃ .¥

Лема 2. а) (H⊕H, δ+ ⊕ (δ− −Kδ+ −Φ)) – кра-
йова пара для (S̃, S0),

б) (H⊕H, δ−⊕ (δ+−K∗δ−+2K∗KΦ)) – крайова пара
для (T̃ , T0),

в) S∗0 = T̃ , T ∗0 = S,

г) S∗ = T.
¤ Доведення. Оскiльки (H ⊕ H, δ+⊕

⊕(δ− − Kδ+)) – крайова пара для (L,L0), то за ле-
мою 3.2.1 i теоремою 3.2.1 працi [9] (див. також [4])
маємо: δ+, δ− ∈ B(D[S̃],H),

R(δ+ ⊕ (δ− −Kδ+ − Φ)) = H⊕H. (12)

Крiм того, з означення оператора S0 випливає, що
ker(δ+ ⊕ (δ− − Kδ+ − Φ)) = D(S0), а, отже, й пра-
вильнiсть твердження а). Твердження б) доводимо
аналогiчно.

Далi, беручи до уваги (9), бачимо, що T̃ ⊂ S∗0 ,
S̃ ⊂ T ∗0 . Крiм цього, як легко бачити, D(S∗0 ) ⊂ D(L),
D(T ∗0 ) ⊂ D(L)(деталi – див. [4,6]). Отже, твердження
в) доведено.

Правильнiсть твердження г) випливає з (9) та
(12).¥
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Теорема 1. Якщо ‖ K ‖≤ 1, то оператор S,
визначений згiдно з (3)–(4), є максимально дисипа-
тивним.

¤ Доведення. Враховуючи результати праць [10,
11] та леми 2, бачимо: досить довести, що оператор
S є дисипативним, а оператор T – акумулятивним.
Переконаємось у цьому.

а) ∀y ∈ D(S)

2Im(Sy|y) = 2Im(Ly|y)+

+2Im(iK(δ−y −Kδ+y)|Φy)H =

= (δ+y|δ+y)H−(δ−y|δ−y)H+2Re(K(δ−y−Kδ+y)|Φy)H =

= (δ+y|δ+y)H − (δ−y|δ−y)H+

+(K(δ−y −Kδ+y)|δ−y −Kδ+y)H+

+(δ−y −Kδ+y|K(δ−y −Kδ+y))H =

= (δ+y|δ+y)H − (δ−y|δ−y)H + 2(Kδ−y|δ−y)H−
−2(KKδ+y|Kδ+y)H−(Kδ−y|Kδ+y)H+(KKδ+y|δ−y)H+

+(δ−y|KKδ+y)H − (Kδ+y|Kδ−y)H =

= ((1H − 2K∗KK)δ+y|δ+y)H + ((2K − 1H)δ−y|δ−y)H.

Оскiльки, як свiдчить безпосередня перевiрка,

K∗K = (1H + K∗K)−1K∗,

то

1H − 2K∗KK = 1H − 2(1H + K∗K)−1K∗K =

= (1H + K∗K)−1(1H −K∗K) =

= (1H + K∗K)−1(1H − (K∗K)2)(1H + K∗K)−1 ≥ 0.

Крiм того,

2K − 1H = (1H + K∗K)−1 − 1H =

= (1H + K∗K)−1(1H −K∗K) =

= (1H + K∗K)−1(1H − (K∗K)2)(1H + K∗K)−1 ≥ 0.

Тому S – дисипативний оператор.
б) ∀z ∈ D(T )

2Im(Tz|z) = (1/i)[(Lz|z)− (z|Lz)]+

+2Im(i(δ−zKΦz)|Φz)H =

= (δ+z|δ+z)H − (δ−z|δ−z)H + (δ−z −KΦz|Φz)H+

+(Φz|δ−z −KΦz)H =

= (K∗δ−z−2K∗KΦz|K∗δ−z−2K∗KΦz)H−(δ−z|δ−z)H+

+(δ−z −KΦz|Φz)H + (Φz|δ−z −KΦz)H =

= (KK∗δ−z|δ−z)H − 2(KK∗KΦδ−z|δ−z)H+

+4(KKK∗KΦδ−z|Φz)H − (δ−z|δ−z)H−
−(KΦz|Φz)H + (δ−z|Φz)H + (Φz|δ−z)H =

= −
( (

1H −KK∗ 2KK∗K − 1H
2KK∗K − 1H 2(K2KKK∗K)

)
×

×
(

δ−z
Φz

) ∣∣∣∣
(

δ−z
Φz

) )

H⊕H
=

=−
((

1H −KK∗ 1H − 2K
1H − 2K 2(2K2 −K)

)(
δ−z
Φz

) ∣∣∣∣
(

δ−z
Φz

))

H⊕H
.

Як показують прямi обчислення,
(

1H −KK∗ 1H − 2K
1H − 2K 2(2K2 −K)

)
=

(
1H 0
0 K

)
×

×
(

K̃ −K̃

−K̃ 2K̃

)(
1H 0
0 K

)
,

де K̃ = 1H−KK∗. Оскiльки оператор
(

K̃ −K̃

−K̃ 2K̃

)

є невiд’ємним, то T – акумулятивний оператор. Тео-
рему доведено. ¥

III. Зв’язок мiж резольвентами роз-
глядуваних операторiв

Нехай Ki ∈ B(H), причому ‖ Ki ‖≤ 1 (i = 1, 2).
Позначимо через Si оператор, який визначається за
допомогою спiввiдношень типу (3)–(4), якщо в них
взяти K = Ki, K = Ki

def= (1H − KiK
∗
i )−1. З метою

спрощення записувань введемо позначення:

∆1 = iδ+, ∆2 = i(δ− −K1δ+ − Φ),

∆̃1 = δ−, ∆̃2 = δ+ −K∗
1δ− + 2K∗

1K1Φ.

Домовимось розумiти пiд S̃i та T̃i оператори, що
визначаються спiввiдношеннми (7) та вiдповiдно (8)
при K = Ki, K = Ki. Очевидно, що

D(S1) = {y ∈ D(S̃1) : ∆2y = 0}, S1 ⊂ S̃1

∀y ∈ D(S̃1), ∀z ∈ D(T̃1) (S̃1y|z)− (y|T̃1z) =

= (∆1y|∆̃2z)H − (∆2y|∆̃1z)H. (13)

(див. (9)). Нехай

Sλ
def= (S1 − λ1H)−1, Nλ

def= (∆1S
∗
λ)∗,M(λ) = ∆1Nλ.

(14)
Оскiльки S1 є максимально дисипативним, то цi

оператори коректно визначенi принаймнi в ситуацiї,
коли Imλ < 0. Крiм того, з результатiв, викладених
в [6, с. 199-202], випливає, що

R(Nλ) = ker(S1 − λ1H), ∆2Nλ = 1H ,M(λ) ∈ B(H).
(15)

Перш, нiж переходити до формулювання основ-
ного результату позначимо

K0
def= K1−K2, F

def= 2(K2K2−K1K1)∆1 + i(K2−K1)Φ.
(16)

Як свiдчать безпосереднi обчислення,

∀y ∈ D(S̃2) = D(L) S̃2y = S̃1y + Φ∗Fy, (17)

D(S2) = {y ∈ D(S̃2 : K0∆1y + ∆2y = 0}, S2 ⊂ S̃2.
(18)
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Теорема 1. Нехай Imλ < 0 (а отже, λ ∈
ρ(S1) ∩ ρ(S2)),

Qλ
def
=

(
K0M(λ) K0∆1SλΦ∗

FNλ FSλΦ∗

)
.

Якщо (1H⊕H+Q(λ))−1 ∈ B(H⊕H), то для будь-якого
f ∈ H

(S2− λ1H)−1f = Sλf − (Nλ, SλΦ∗)(1H⊕H + Q(λ))−1×

×
(

K0∆1Sλf
FSλf

)
. (19)

¤ Доведення. Нехай S2y − λy = f, а отже,
(див. (17)–(18)) S1y − λy = f − Φ∗Fy.

Приймемо
Fy = −b. (20)

З (15) випливає, що iснує a ∈ H таке, що

y = Sλf + Nλa + SλΦ∗b. (21)

Пiдставляючи (21) у (18), (20) та беручи до уваги
(14), (15), отримуємо:

(1H⊕H + Q(λ))
(

a
b

)
= −

(
K0∆1Sλf

FSλf

)
. (22)

Отже, (19) випливає безпосередньо з (20) та
(22).¥

Теорема 2. Якщо K1−K2 ∈ B∞(H), а Imλ < 0,
то (1H⊕H+Q(λ))−1 ∈ B(H⊕H), а (S2−λ1H)−1−Sλ ∈
B∞(H).

¤ Доведення. Нехай K1 − K2, а отже, й
K1K

∗
1 −K2K

∗
2 – компактний оператор. Тодi





K1 −K2 = K2(K1K
∗
1 −K2K

∗
2 )K1 ∈ B∞(H),

K2K2 −K1K1 = K2(K2 −K1)+
+(K2 −K1)K1 ∈ B∞(H).

(23)

Звiдси i з того, що ∆1Sλ ∈ B(H,H) (див. доведен-
ня леми 2), випливає, що

Q(λ) ∈ B∞(H⊕H); K0∆1Sλ, FSλ ∈ B∞(H,H).
(24)

Припустимо, що (1H⊕H + Q(λ))
(

a
b

)
=

(
0
0

)
,

тобто




a + K0M(λ)a + K0∆1SλΦ∗b = 0,

FNλa + b + FSλΦ∗b = 0.
(25)

Приймемо

y = Nλa + SλΦ∗b. (26)

З (25), (26) видно, що

S̃2y−λy = S̃1y−λy+Φ∗Fy = (S̃1−λ1H)(Nλa+SλΦ∗b)+

+Φ∗F (Nλa + SλΦ∗b) = Φ∗b + Φ∗FNλa + Φ∗FSλΦ∗b =

= Φ∗(FNλa + b + FSλΦ∗b) = 0,

K0∆1y + ∆2y = K0M(λ)a + K0∆1SλΦ∗b + a = 0

(див. також (14)-(15)). Отже, y ∈ D(S2), S2y = λy.
Оскiльки λ ∈ ρ(S2), то y = 0, а отже, й a = ∆2y = 0.
Крiм того, Φ∗b = 0. Беручи до уваги другу з рiвнос-
тей (25), бачимо, що b = 0, тобто ker(1H⊕H+Q(λ)) =
{0}. Тому справедливiсть теореми випливає з (24).¥

Висновки

У статтi (в термiнах абстрактних крайових опе-
раторiв) встановлено умови, якi гарантують, що рi-
зниця резольвент двох максимально дисипативних
збурень симетричного оператора з довiльним iнде-
ксом дефекту є компактним оператором.
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О РЕЗОЛЬВЕНТНОЙ СРАВНИМОСТИ ДВУХ ДИССИПАТИВНЫХ
ВОЗМУЩЕНИЙ СИММЕТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

О.Я. Мыльо, О.Г. Сторож, О.Б. Шувар
Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, 79001, Львов Украина

Памяти нашего учителя – Владислава Элиевича Лянце.
В статье роль исходного объекта исполняет унитарный линейный оператор L0, дейст-
вующий в гильбертовом пространстве H. Рассматриваются два возмущения оператора L0,
изменяющие его область определения. В терминах абстрактных граничных операторов
получены условия, гарантирующие максимальную диссипативность возмущенных опера-
торов, а также условия, достаточные для того, чтобы разность резольвент возмущенных
операторов была компактным оператором.
Ключевые слова: гильбертово пространство, оператор диссипативный, компактный, ре-
зольвента.
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ON RESOLVENT COMPARENESS OF TWO DISSIPATIVE
PERTURBATIONS OF A SYMMETRIC OPERATOR

O.Ya. Myl’o, O.G. Storozh, O.B. Shuvar
Ivan Franko National University of Lviv

1 Universytetska Str., 79001, Lviv, Ukraine

The role of initial object in this paper playes a closed linear symmetric operator L0 acting in
a Hilbert space H. Two perturbations of L0 chaining its domain are considered. In the terms
of abstract boundary operators, the conditions guaranteeing the maximal dissipativity of the
perturbed operators and the conditions guaranteeing that the difference of perturbed operators
is a compact one are established.
Keywords: Hilbert space, operator, dissipative, compact, resolvent
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