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Вступ

Дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язку
мiшаної задачi для нелiнiйної системи рiвнянь з iнте-
гральним збуренням в необмеженiй за часом областi.

Схожi задачi в обмежених областях без iнтеграль-
ного збурення розглядаються в працях [2], [4], [12]. У
[2] дослiджена асимптотична поведiнка розв’язку мi-
шаної задачi для нелiнiйної системи з термопружною
в’язнiстю. Мiшана задача для нелiнiйної системи зi
змiнними коефiцiєнтами дослiджена в [5], у нiй також
встановлено показникову поведiнку розв’язку. Асим-
птотичну поведiнку слабкого розв’язку напiвлiнiйної
системи термопружностi дослiджено в [11] та пока-
зано неiснування розв’язку.

Подiбнi задачi моделюють, наприклад, коливання
струни при поперечнiй складовiй напруженостi [1],
[15] i їх розглядали багато дослiдникiв. Для обмеже-
ної областi деякi результати iснування отриманi в [6]–
[10] у припущеннi певної поведiнки розв’язку, поча-
ткових даних та правої частини рiвняння (системи)
на нескiнченностi; а для необмеженої областi подiбна
задача розглянута в працях [3], [9], в яких отримано
умови iснування локального узагальненого розв’язку
в просторах локально iнтегровних функцiй.

Ця праця розвиває та узагальнює результати до-
слiдження мiшаної задачi в необмеженiй за часом
областi, викладенi в [4], [5] та [13], [14].

Основнi результати

Нехай Ω – обмежена область в Rn з межею ∂Ω ∈
C1, n ∈ N; Qτ = Ω×(0, τ), де τ ∈ [0,∞); Ωτ = Ω×{τ},
Q = Ω× (0, +∞).

В областi Q розглянемо мiшану задачу для систе-

ми рiвнянь

utt −
n∑

i,j=1

(bij(x)uxi)xj +
n∑

i=1

bi(x)θxi + a0(x)u+

+ a1(x)ut + a2(x)θ −
( ∫

Ω

n∑

i=1

u2
xi

dx

) n∑

i=1

uxixi+

+ b0(x)|u|p−2u = f1(x, t), (1)

θt −
n∑

i,j=1

(cij(x)θxi)xj +
n∑

i=1

(bi(x)ut)xi + c0(x)|θ|q−2θ+

+ c1(x)ut + c2(x)θ = f2(x, t) (2)

з початковими та крайовими умовами:

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) (3)

u
∣∣
∂Ω

= 0, θ
∣∣
∂Ω

= 0. (4)

Тут використовуватимемо Lr((0, T ); B), C((0, T ); B)
([18], с. 148, 154, 157), де r ∈ [1, +∞), B – деякий ба-
нахiв простiр; Hk(Ω), Hk

0 (Ω), k ∈ N; W s,r
0 (Ω), s, r ∈

(1,+∞) ([18], с. 44).
Через Lr

loc((0, T ); B), де 0 < T 6 +∞, позначаємо
лiнiйний простiр функцiй u : (0, T ) → B таких, що
Lr

loc((0, T0); B), для довiльного T0 < T, r ∈ [1, +∞).
Вважатимемо, що p > 2, q > 2; u0, u1, θ0 ∈

H1
0 (Ω); f1(x, t), f2(x, t), f1t(x, t), f2t(x, t) ∈ L2(Q).
Нехай коефiцiєнти системи (1)–(2) задовольняють

такi умови:

(H1) a0, a1, a2 ∈ W 1,∞(Ω),
a0(x) > A0 > 0, a1(x) > A1 > 0 для майже всiх
x ∈ Ω;

(H2) bij ∈ W 2,∞(Ω), i, j ∈ {1, ..., n}; bi, b0 ∈
W 1,∞(Ω),

n∑
i,j=1

bij(x)ξiξj > B2

n∑
i=1

|ξi|2 для всiх ξi ∈ R i для

майже всiх x ∈ Ω, B2 > 0,
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bij(x) = bji(x) для всiх i, j ∈ {1, ..., n} i для май-
же всiх x ∈ Ω,
b0(x) > B0 > 0 для майже всiх x ∈ Ω;

(H3) cij ∈ W 2,∞(Ω), i, j ∈ {1, ..., n}; c0, c1, c2 ∈
W 1,∞(Ω),

n∑
i,j=1

cij(x)ξiξj > C0
n∑

i=1

|ξi|2 для всiх ξi ∈ R i для

майже всiх x ∈ Ω, C0 > 0,
cij(x) = cji(x) для всiх i, j ∈ {1, ..., n} i для май-
же всiх x ∈ Ω,
c0(x) > C0 > 0 для майже всiх x ∈ Ω,
c2(x) > C2 > 0 для майже всiх x ∈ Ω.

Означення 1. Узагальненим розв’язком за-
дачi (1)–(4) назвемо пару функцiй (u, θ) та-
ких, що u ∈ C([0, T ); H1

0 (Ω)) ∩ Lp
loc((0, T ); Lp(Ω)),

ut ∈ L∞loc((0, T ); H1
0 (Ω)), utt ∈ L∞loc((0, T ); L2(Ω)),

θ ∈ C([0, T ); H1
0 (Ω)) ∩ Lq

loc((0, T ); Lq(Ω)), θt ∈
L∞loc((0, T ); L2(Ω)) для T 6 +∞ i задовольняють по-
чатковi умови (3) та систему iнтегральних рiвностей

∫

Ωτ

[
uttv +

n∑

i,j=1

bij(x)uxivxj +
n∑

i=1

bi(x)θxiv + a0(x)uv+

+ a1(x)utv + a2(x)θv
]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

u2
xi

dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

uxivxidx

)
+

∫

Ωτ

b0(x)|u|p−2uvdx =

=
∫

Ωτ

f1(x, t)v dx,

∫

Ωτ

[
θtw +

n∑

i,j=1

cij(x)θxiwxj −
n∑

i=1

bi(x)utwxi+

+ c0(x)|θ|q−2θw + c1(x)utw + c2(x)θw
]
dx =

=
∫

Ωτ

f2(x, t)w dx

для майже всiх τ ∈ (0, T ) i всiх v ∈ H1
0 (Ω) ∩

Lp(Ω), w ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lq(Ω). Якщо T < +∞, то такий

розв’язок називатимемо локальним, а якщо T = +∞,
то – глобальним.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (H1)-

(H3) i, крiм того, нехай 2 < p 6 2(n− 1)
n− 2

при n > 2 i

p > 2 при n ∈ {1, 2}; q > 2; u0 ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω), u1 ∈

H1
0 (Ω), θ0 ∈ H1

0 (Ω)∩L2(q−1)(Ω), тодi iснує локальний
узагальнений розв’язок задачi (1)–(4).

¤ Доведення. Для доведення iснування розв’яз-
ку використаємо метод Фаедо-Гальоркiна. Оскiльки
простiр H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω) ∩ L2(q−1)(Ω) – сепарабель-
ний банахiв, то в ньому iснує така злiченна множина
{ωk}, що будь-яка скiнченна кiлькiсть елементiв цiєї
множини лiнiйно незалежна i замикання її лiнiйної

оболонки в H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) ∩ L2(q−1)(Ω) збiгається з

цим простором. Можемо прийняти, що {ωk} ортонор-
мована в L2(Ω).

Розглянемо функцiї uN (x) =
N∑

k=1

cN
k (t)ωk(x),

θN (x) =
N∑

k=1

dN
k (t)ωk(x), N ∈ N, де cN

1 , cN
2 , ..., cN

N ,

dN
1 , dN

2 , ..., dN
N – розв’язки вiдповiдних задач Кошi:

∫

Ω

[
uN

tt ω
k +

n∑

i,j=1

bij(x)uN
xi

ωk
xj

+ a0(x)uNωk+

+
n∑

i=1

bi(x)θN
xi

ωk + a1(x)uN
t ωk + a2(x)θNωk+

+ b0(x)|uN |p−2uNωk

]
dx +

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

ωk
xi

dx

)
=

∫

Ω

f1(x, t)ωk dx,

∫

Ω

[
θN

t ωk +
n∑

i,j=1

cij(x)θN
xi

ωk
xj
−

n∑

i=1

bi(x)uN
t ωk

xi
+

c0(x)|θN |q−2θNωk + c1(x)uN
t ωk+

+ c2(x)θNωk

]
dx =

∫

Ω

f2(x, t)ωk dx, t > 0, (5)

cN
k (0) = uN

0,k, cN
kt(0) = uN

1,k, dN
k (0) = θN

0,k, (6)

де k ∈ {1, ..., N},

uN
0 (x)=

N∑

k=1

uN
0,kωk(x), ‖uN

0 − u0‖H1
0 (Ω)∩H2(Ω)→0,

uN
1 (x) =

N∑

k=1

uN
1,kωk(x), ‖uN

1 − u1‖H1
0 (Ω)→0, (7)

θN
0 (x) =

N∑

k=1

θN
0,kωk(x), ‖θN

0 − θ0‖H1
0 (Ω)∩L2q−2(Ω) → 0

при N →∞.

На пiдставi теореми Каратеодорi ([20], с. 54)
iснує абсолютно неперервний розв’язок cN

1 , cN
2 , ..., cN

N ,
dN
1 , dN

2 , ..., dN
N задачi (5), (6), який визначений на про-

мiжку [0, tN ) i такий, що cN
1t, c

N
2t, ..., c

N
Nt абсолютно не-

перервнi на (0, tN ).

Домножимо першi рiвняння системи (5) вiдповiд-
но на cN

kt, другi вiдповiдно на dN
k , k ∈ {1, ..., N}.

Отриманi рiвностi пiдсумуємо за k вiд 1 до N, про-
iнтегруємо за t вiд 0 до τ, де τ ∈ (0, tN ), i додамо.
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Одержимо рiвнiсть
∫

Qτ

[
uN

tt u
N
t +

n∑

i,j=1

bij(x)uN
xi

uN
txj

+ a0(x)uNuN
t +

+ a1(x)|uN
t |2 + a2(x)θNuN

t + θN
t θN+

+ b0(x)|uN |p−2uNuN
t +

n∑

i,j=1

cij(x)θN
xi

θN
xj

+

+ c0(x)|θN |q + c1(x)uN
t θN + c2(x)|θN |2

]
dxdt+

+

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)
dt =

=
∫

Qτ

[
f1(x, t)uN

t + f2(x, t)θN

]
dxdt. (8)

Оцiнимо доданки останньої рiвностi. Очевидно,

J1 :=
∫

Qτ

[
uN

tt u
N
t + θN

t θN

]
dxdt =

1
2

∫

Ωτ

[
|uN

t |2+

+ |θN |2
]
dx− 1

2

∫

Ω0

[
|uN

1 |2 + |θN
0 |2

]
dx.

Згiдно з умовою (H1)

J2 :=
∫

Qτ

a0(x)uNuN
t dxdt > −A0τ

∫

Ω0

|uN
0 |2dx−

− A0(τ2 + 1)
2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt,

оскiльки

u2(x) 6 2u2(x, 0) + 2
( t∫

0

uτ (x, τ)dτ

)2

6

6 2tu2(x, 0) + t2
t∫

0

u2
τ (x, τ)dτ.

Далi

J3 :=
∫

Qτ

a1(x)|uN
t |2dxdt > A1

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt;

J4 :=
∫

Qτ

a2(x)θNuN
t dxdt > −1

2

∫

Qτ

|θN |2dxdt−

− A2

2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt, де A2 = ess sup

Ω
|a2(x)|2.

З умови (H2) маємо

J5 :=
∫

Qτ

n∑

i,j=1

bij(x)uN
xi

uN
txj

dxdt > B2

2

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx−

−B2,0 + 1
2

∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx,

де B2,0 = ess sup
Ω

n∑
i,j=1

|bij(x)|2;

J6 :=
∫

Qτ

b0(x)|uN |p−2uNuN
t dxdt > B0

p

∫

Ωτ

|uN
t |pdx−

− B0

p

∫

Ω0

|uN
0 |pdxdt.

На пiдставi умови (H3)

J7 :=
∫

Qτ

n∑

i,j=1

cij(x)θN
xi

θN
xj

dxdt > C0

∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xi
|2dxdt;

J8 :=
∫

Qτ

c0(x)|θN |qdxdt > C0

∫

Qτ

|θN |qdxdt;

J9 :=
∫

Qτ

c1(x)uN
t θNdxdt > −C1

2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt−

− 1
2

∫

Qτ

|θN |2dxdt,

де C1 = ess sup
Ω
|c1(x)|2;

J10 :=
∫

Qτ

c2(x)|θN |2dxdt > C2

∫

Qτ

|θN |2dxdt.

Далi

J11 :=

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)
×

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
dt =

=
1
4

(∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)2

− 1
4

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi
|2dx

)2

.

Згiдно з умовами теореми

J12 :=
∫

Qτ

f1(x, t)uN
t dxdt 6 1

2

∫

Qτ

|f1(x, t)|2dx+

+
1
2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt,

J13 :=
∫

Qτ

f2(x, t)θNdxdt 6 1
2

∫

Qτ

|f2(x, t)|2dx+

+
1
2

∫

Qτ

|θN |2dxdt.

Враховуючи оцiнки iнтегралiв J1−J13, з (8) одержи-
мо

1
2

∫

Ωτ

[
|uN

t |2 + |θN |2 + B2

n∑

i=1

|uN
xi
|2 +

2B0

p
|uN |p

]
dx+

+
1
4

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)2

+
∫

Qτ

[
C0

n∑

i=1

|θN
xi
|2+

+ C0|θN |q
]
dxdt 6 1

2

∫

Ω0

[
|uN

1 |2 + |θN
0 |2 + 2A0τ |uN

0 |2+
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+ (B2,0 + 1)
n∑

i=1

|uN
0xi
|2 +

2B0

p
|uN

0 |p
]
dx+

+
1
4

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi
|2dx

)2

+
1
2

∫

Qτ

[ n∑

i=1

|uN
xi
|2+

+ 2(1− C2)|θN |2 + (A2 + A0(τ2 + 1) + 1 + C1−

− 2A1)|uN
t |2

]
dxdt +

1
2

∫

Qτ

[
|f1(x, t)|2 + |f2(x, t)|2

]
dx.

Використавши для останної нерiвностi лему
Гронуолла-Беллмана, одержимо

∫

Ωτ

[
|uN

t |2 + |θN |2 +
n∑

i=1

|uN
xi
|2 + |uN |p

]
dx+

+
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)2

+
∫

Qτ

[ n∑

i=1

|θN
xi
|2+

+ |θN |q
]
dxdt6µ1, (9)

де µ1 – додатна стала, яка залежить вiд коефiцiєнтiв
системи, початкових даних i τ.

З отриманих оцiнок випливає, що tN = T0, де до-
датне число T0 залежить вiд початкових даних задачi
i коефiцiєнтiв системи рiвнянь.

||uN
t ||L∞((0,T);L2(Ω)) 6 µ1,

||uN ||L∞((0,T);H1
0 (Ω)∩Lp(Ω)) 6 µ1,

||θN ||L∞((0,T);L2(Ω)) 6 µ1,

||θN ||L2((0,T);H1
0 (Ω))∩Lq((0,T);Lq(Ω)) 6 µ1. (10)

Продиференцiюємо систему (5) за t i пiсля нескла-
дних перетворень матимемо

∫

Qτ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j=1

bij(x)uN
txi

uN
ttxj

+
n∑

i=1

bi(x)θN
xitu

N
tt +

+ a0(x)uN
t uN

tt + a1(x)|uN
tt |2 + a2(x)θN

t uN
tt + (p− 1)×

× b0(x)|uN |p−2uN
t uN

tt + θN
tt θN

t +
n∑

i,j=1

cij(x)θN
txi

θN
txj
−

−
n∑

i=1

bi(x)uN
tt θ

N
txi

+ (q − 1)c0(x)|θN |q−2|θN
t |2+

+ c1(x)uN
tt θ

N
t + c2(x)|θN

t |2
]
dxdt+

+ 2

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)
×

(∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
ttxi

dx

)
dt+

+

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
txi

uN
ttxi

dx

)
dt =

=
∫

Qτ

[
f1t(x, t)uN

tt + f2t(x, t)θN
t

]
dxdt. (11)

Аналогiчно до оцiнок J1 − J13 маємо

J14 :=
∫

Qτ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j=1

bij(x)uN
txi

uN
ttxj

+

+ a0(x)uN
t uN

tt + a1(x)|uN
tt |2 + a2(x)θN

t uN
tt + θN

tt θN
t +

+
n∑

i,j=1

cij(x)θN
txi

θN
txj

+ c1(x)uN
tt θ

N
t + c2(x)|θN

t |2
]
dxdt >

> 1
2

∫

Ωτ

[
|uN

tt |2 + |θN
t |2 + B2

n∑

i=1

|uN
txi
|2

]
dx−

− 1
2

∫

Ω0

[
|uN

tt (x, 0)|2 + |θN
t (x, 0)|2 + (B2,0 + 1)×

×
n∑

i=1

|uN
txi
|2
]
dx +

1
2

∫

Qτ

[
2C0

N∑

i=1

|θN
txi
|2 + |θN |2+

+ 2(C2 − 1)|θN
t |2 + (2A1 −A0 −A2 − C1 + 1)|uN

tt |2−

−
n∑

i=1

|uN
txi
|2 −A0|uN

t |2
]
dxdt +

1
2

∫

Qτ

[
|f1t(x, t)|2+

+ |f2t(x, t)|2
]

dx.

Далi, використаємо узагальнену нерiвнiсть Гельдера
для випадку 1

p1
+ 1

n + 1
2 = 1. На пiдставi умов теореми

на p, отримаємо такi неперервнi вкладення:

• Якщо n = 1, 2 то H1
0 (Ω) ↪→ Lp1(Ω) для всiх

p1 > 0.

• Якщо n > 3, то p 6 2(n−1)
n−2 . Отже, H1

0 (Ω) ↪→
Lp1(Ω) для p1 = 2n

n−2 . Отже, оскiльки p1 > p, то
H1

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), тодi з того, що n(p − 2) 6 p1

також випливає, що H1
0 (Ω) ↪→ Ln(p−2)(Ω).

Використавши цi два пункти, отримаємо оцiнку

J15 := (p− 1)
∫

Qτ

b0(x)|uN |p−2uN
t uN

tt dx dt 6 (p− 1)×

×B2,0

τ∫

0

[[∫

Ω

|uN |(p−2)ndx

]1/n [∫

Ω

|uN
t |p1dx

]1/p1

×

×
[∫

Ω

|uN
tt |2dx

]1/2
]

dt = (p− 1)B2,0

τ∫

0

[
‖uN‖p−2

(p−2)n×

× ‖uN
t ‖p1‖uN

tt ‖2
]

dt 6 K0

τ∫

0

[
‖uN‖p−2

H1
0 (Ω)

×

× ‖uN
t ‖H1

0 (Ω) × ‖uN
tt ‖2

]
dt 6 K1

τ∫

0

[
‖uN

t ‖×

× |uN
tt |

]
dt 6 K1

2

∫

Qτ

|ut|2 dx dt +
K1

2

∫

Qτ

|utt|2 dx dt,

де K0,K1 – додатнi сталi.
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З умови (H3) маємо

J16 :=
∫

Qτ

(q − 1)c0(x)|θN |q−2|θN
t |2dxdt >

> C0(q − 1)
∫

Qτ

|θN |q−2|θN
t |2dxdt.

Далi

J17 := 2

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)
×

×
( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

uN
ttxi

dx

)
dt >

(∫

Ωτ

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

−

−
(∫

Ω0

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

−
τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
dt−

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt;

J18 :=

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
txi

uN
ttxi

dx

)
dt > 1

2

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
− 1

2

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
− 1

2

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
dt− 1

2

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt.

Враховуючи оцiнки iнтегралiв J14 − J18, з (11) мати-
мемо

∫

Ωτ

[
|uN

tt |2 + |θN
t |2 + 2B2

n∑

i=1

|uN
txi
|2
]
dx+

+
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
+

+ 2
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

+ 2
∫

Qτ

[
C0

n∑

i=1

|θN
txi
|2+

+ C0(q − 1)|θN |q−2|θN
t |2

]
dxdt 6

∫

Qτ

[
(A2+ C1+ K1+

+ A0− 2A1 + 1)|uN
tt |2+(A0 + K1 + 1)|uN

t |2+

+ 2(2− C2)|θN
t |2 + |θN |2 +

n∑

i=1

|uN
xi
|2 +

N∑

i=1

|uN
txi
|2

]
dxdt+

+
∫

Ω0

[
|uN

tt |2 + |θN
t |2 + B2,0

n∑

i=1

|uN
txi
|2

]
dx+

+
(∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
+

+ 2
( ∫

Ω0

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

+ 3

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
dt + 3

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt+

+
∫

Qτ

[
|f1t(x, t)|2 + |f2t(x, t)|2

]
dx. (12)

Оцiнимо тепер
∫

Ω0

[
|uN

tt (x, 0)|2 + |θN
t (x, 0)|2

]
dx. Для

цього домножимо першi рiвняння системи (5) вiд-
повiдно на cN

ktt(0), другi вiдповiдно на dN
kt(0), k ∈

{1, ..., N}. Отриманi рiвностi пiдсумуємо за k вiд 1
до N i додамо. Одержимо рiвнiсть
∫

Ω0

[
|uN

tt (x, 0)|2 −
n∑

i,j=1

(bij(x)uN
0xi

)xj u
N
tt (x, 0)+

+
n∑

i=1

bi(x)θN
0xi

uN
tt (x, 0) + a0(x)uN

0 uN
tt (x, 0)+

+ a2(x)θN
0 uN

tt (x, 0) + b0(x)|uN
0 |p−2uN

0 uN
tt (x, 0)+

+ |θN
t (x, 0)|2 −

n∑

i,j=1

(cij(x)θN
0xi

)xj θ
N
t (x, 0)+

+ a1(x)uN
1 uN

tt (x, 0) +
n∑

i=1

(bi(x)uN
1 )xiθ

N
t (x, 0)+

+ c0(x)|θN
0 |q−2θN

0 θN
t (x, 0) + c1(x)uN

1 θN
t (x, 0)+

+ c2(x)θN
0 θN

t (x, 0)
]
dxdt−

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω0

n∑

i=1

uN
0xixi

uN
tt (x, 0)dx

)
=

∫

Ω0

[
f1(x, 0)uN

tt (x, 0)+

+ f2(x, 0)θN
t (x, 0)

]
dx.

Оцiнимо доданки останньої рiвностi
∫

Ω0

[
|uN

tt (x, 0)|2 (1− 4δ) + |θN
t (x, 0)|2 (1− 3δ)

]
dx 6

6 1
2δ

∫

Ω0

[ n∑

i,j=1

[
(bij(x)uN

0xi
)xj

]2 +
[
a0(x)uN

0

]2+

+
n∑

i=1

[
bi(x)θN

0xi

]2 +
[
a1(x)uN

1

]2 +
[
a2(x)θN

0

]2+

+
[
b0(x)|uN

0 |p−2uN
0

]2 +
n∑

i,j=1

[
(cij(x)θN

0xi
)xj

]2+
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+
n∑

i=1

[
(bi(x)uN

1 )xi

]2+
[
c0(x)|θN

0 |q−2θN
0

]2+

+
[
c1(x)uN

1

]2 +
[
c2(x)θN

0

]2]
dxdt+

+
1
2δ

(∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi
|2dx

)( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xixi

|2dx

)
+

+
1
2δ

∫

Ω0

[
|f1(x, 0)|2 + |f2(x, 0)|2

]
dx.

Отже, при δ <
1
4
, отримаємо

∫

Ω0

[
|uN

tt (x, 0)|2 + |θN
t (x, 0)|2

]
dx 6 µ2, µ2 > 0.

Тодi до нерiвностi (12) застосуємо лему Гронуолла-
Беллмана
∫

Ωτ

[
|uN

tt |2 + |θN
t |2 +

n∑

i=1

|uN
txi
|2

]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
+

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

+

+
∫

Qτ

[
|θN |q−2|θN

t |2 +
n∑

i=1

|θN
txi
|2
]
dxdt6

6 µ3

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt + µ4, (13)

де µ3, µ4 – додатнi сталi, якi не залежать вiд
(uN , θN ) та τ.

В останнiй нерiвностi використаємо лему Бiха-
рi ([19], c. 110), одержимо оцiнку

∫

Ωτ

[
|uN

tt |2 + |θN
t |2 +

n∑

i=1

|uN
txi
|2

]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)
+

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

uN
xi

uN
txi

dx

)2

+

+
∫

Qτ

[
|θN |q−2|θN

t |2 +
n∑

i=1

|θN
txi
|2
]
dxdt6

6 µ5

[1− µ3µ4τ ]
, де µ5 > 0, τ ∈ [0, T0] i T0 <

1
µ3µ4

.

Отже, правильними є оцiнки

||uN
t ||L∞((0,T0);H1

0 (Ω)) 6 µ6,

||uN
tt ||L∞((0,T0);L2(Ω)) 6 µ6,

||θN
t ||L2((0,T0);H1

0 (Ω)) 6 µ6,

|| |θN |q−2|θN
t |2 ||L1((0,T0);L1(Ω)) 6 µ6, (14)

де стала µ6 не залежить вiд N.

Зауважимо, що з системи (5) легко отримати си-
стему

∫

Qτ

[
uN

tt v +
n∑

i,j=1

bij(x)uN
xi

vxj +
n∑

i=1

bi(x)θN
xi

v+

+ a0(x)uNv + a1(x)uN
t v + a2(x)θNv−

− b0(x)|uN |p−2uNv

]
dxdt +

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
(∫

Ω

n∑

i=1

uN
xi

vxidx

)
dt =

∫

Qτ

f1(x, t)v dx,

∫

Qτ

[
θN

t w +
n∑

i,j=1

cij(x)θN
xi

wxj + c0(x)|θN |q−2θNw−

−
n∑

i=1

bi(x)uN
t wxi +c1(x)uN

t w+

+c2(x)θNw

]
dxdt =

∫

Qτ

f2(x, t)w dx, τ ∈ [0, T0], (15)

для довiльних v ∈ L2((0, T0); H1
0 (Ω)), w ∈

L2((0, T0); H1
0 (Ω)) ∩ Lq((0, T0); Lq(Ω)).

У системi (15) вiзьмемо v = −uN
txkxk

i w = −θN
xkxk

,
отриманi рiвностi пiдсумуємо за k вiд 1 до n i додамо.
Матимемо

n∑

k=1

∫

Qτ

[
−uN

tt u
N
txkxk

+
n∑

i,j=1

bij(x)uN
xixj

uN
txkxk

+

+
n∑

i,j=1

bijxj (x)uN
xi

uN
txkxk

−
n∑

i=1

bi(x)θN
xi

uN
txkxk

−

− a0(x)uNuN
txkxk

− b0(x)|uN |p−2uNuN
txkxk

−

− a2(x)θNuN
txkxk

− a1(x)uN
t uN

txkxk

]
dxdt+

+

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

( ∫

Ω

( n∑

i=1

uN
xixi

)
×

×
( n∑

k=1

uN
txkxk

)
dx

)
dt +

n∑

k=1

∫

Qτ

[
−θN

t θN
xkxk

+

+
n∑

i,j=1

cij(x)θN
xixj

θN
xkxk

+
n∑

i,j=1

cijxj
(x)θN

xi
θN

xkxk
−

−
n∑

i=1

bi(x)uN
txi

θN
xkxk

−
n∑

i=1

bixi(x)utθ
N
xkxk

−

− c0(x)|θN |q−2θNθN
xkxk

− c1(x)uN
t θN

xkxk
−

− c2(x)θNθN
xkxk

]
dxdt = −

n∑

k=1

∫

Qτ

[
f1(x, t)uN

txkxk
+

+ f2(x, t)θN
xkxk

]
dxdt. (16)
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Оцiнимо доданки останньої рiвностi. Очевидно

J19 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

uN
tt u

N
txkxk

dxdt =

=
1
2

∫

Ωτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dx− 1

2

∫

Ω0

n∑

k=1

|uN
1xk
|2dx;

J20 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

θN
t θN

xkxk
dxdt =

=
1
2

∫

Ωτ

n∑

k=1

|θN
xk
|2dx− 1

2

∫

Ω0

n∑

k=1

|θN
0xk
|2dx.

З умови (H1) маємо

J21 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

a0(x)uNuN
txkxk

dxdt >

> A0

2

∫

Ωτ

n∑

k=1

|uN
xk
|2dx− A0

2

∫

Ω0

n∑

k=1

|uN
0xk
|2dx−

− 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt− A0,2

2

∫

Qτ

|uN |2dxdt,

де A0 = ess sup
Ω
|a0(x)|2, A0,2 = ess sup

Ω

n∑
i=1

|a0xi(x)|2;

J22 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

a1(x)uN
t uN

txkxk
dxdt >

> A1

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt− A1,2

2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt−

− 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt,

де A1,2 = ess sup
Ω

n∑
i=1

|a1xi(x)|2;

J23 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

a2(x)θNuN
txkxk

dxdt >

> −A2

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xk
|2dxdt−

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt−

− A2,2

2

∫

Qτ

|θN |2dxdt, A2,2 = ess sup
Ω

n∑

i=1

|a2xi(x)|2.

На пiдставi умови (H2)

J24 :=
∫

Qτ

n∑

k=1

n∑

i,j=1

bij(x)uN
xixj

uN
txkxk

dxdt >

> B2

2

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx−B2,0 + 1
2

∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx−

− B2,1 + 1
2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx;

J25 :=
∫

Qτ

n∑

i,j,k=1

bijxj (x)uN
xi

uN
txkxk

dxdt >

> −B2,2 + 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt− 1

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dxdt−

− B2,3

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dxdt,

де B2,2 = ess sup
Ω

n∑
i,j=1

|bijxi(x)|2,

B2,3 = ess sup
Ω

n∑
i,j=1

|bijxixj (x)|2;

J26 := −
∫

Qτ

n∑

i,k=1

[
bi(x)θN

xi
uN

txkxk
+ bi(x)uN

txi
θN

xkxk
+

+ bixi(x)utθ
N
xkxk

]
dxdt > −B1,2

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xi
|2dxdt−

− B1,2

2δ3

∫

Qτ

|ut|2dxdt− 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt−

− δ3

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xkxk

|2dxdt,

де δ3 > 0, B1,2 = ess sup
Ω

n∑
i,j=1

|bixj (x)|2;

J27 :=
∫

Qτ

n∑

k=1

b0(x)|uN |p−2uNuN
txkxk

dxdt 6

6 B0,3

2

∫

Qτ

|uN |2(p−1)dxdt +
1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt+

+ B2,0(p− 1)

τ∫

0

( ∫

Ωτ

|uN |(p−2)ndx

)1/n

×

×
( ∫

Ωτ

|uN
txk
|2dx

)1/2( ∫

Ωτ

n∑

k=1

|uN
xk
|rdx

)1/r

dt,

де
1
r

=
n− 2
2n

, B0,3 = ess sup
Ω

n∑
i=1

|b0xi
(x)|2, але при

p 6 2(n− 1)
n− 2

, якщо n > 2, i p > 2, якщо n ∈ {1, 2},
маємо

B2,0(p− 1)

τ∫

0

( ∫

Ωτ

|uN |(p−2)ndx

)1/n

×
( ∫

Ωτ

|uN
txk
|2dx

)1/2

×

×
( ∫

Ωτ

n∑

k=1

|uN
xk
|rdx

)1/r

dt 6 B2,0(p− 1)K0×

(17)
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×
τ∫

0

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)(p−2)/2

×
(∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)1/2

×

×
(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

)1/2

dt6 B2,0(p− 1)K0

2
×

×
∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
txi
|2dxdt +

B2,0(p− 1)K0

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dxdt.

З умови (H3) матимемо

J28 :=
∫

Qτ

n∑

k=1

n∑

i,j=1

cij(x)θN
xixj

θN
xkxk

dxdt >

> C0

∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xixi

|2dxdt;

J29 :=
∫

Qτ

n∑

k=1

n∑

i,j=1

cijxj (x)θN
xi

θN
xkxk

dxdt > −

− C2,2δ3

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xkxk

|2dxdt− 1
2δ3

∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xi
|2dxdt,

де C2,2 = ess sup
Ω

n∑
i,j=1

|cijxj (x)|2;

J30 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

c0(x)|θN |q−2θNθN
xkxk

dxdt >

> 2(q − 1)C0 − δ4

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN |q−2|θN
xk
|2dxdt−

− C0,2

2δ4

∫

Qτ

|θN |qdxdt,

де δ4 > 0, C0,2 = ess sup
Ω

n∑
i=1

|c0xi
(x)|2;

J31 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

c1(x)uN
t θN

xkxk
dxdt >

> −C1,2

2δ3

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt− δ3

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xkxk

|2dxdt,

де C1,2 = ess sup
Ω

n∑
i=1

|c1xi(x)|2;

J32 := −
∫

Qτ

n∑

k=1

c2(x)θNθN
xkxk

dxdt >

> −γ1,2

2δ3

∫

Qτ

|θN |2dxdt− δ3

2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xkxk

|2dxdt,

де γ1,2 = ess sup
Ω

n∑
i=1

|c2xi
(x)|2.

Далi

J33 :=

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ω

n∑

i=1

uN
xixi

n∑

k=1

uN
txkxk

dx

)
dt >

> 1
2

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
−

− 1
2

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
−

− 1
2

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)(∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
dt−

− 1
4

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt−

− 1
4

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)2

dt.

За умов теореми

J34 := −
∫

Qτ

f1(x, t)uN
txkxk

dx >

> −1
2

∫

Qτ

|f1(x, t)|2dxdt− 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txkxk

|2dxdt,

J35 := −
∫

Qτ

f1(x, t)θN
xkxk

dxdt >

> −1
2

∫

Qτ

|f2(x, t)|2dx− 1
2

∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xkxk

|2dxdt.

З отриманих оцiнок iнтегралiв J19 − J35, матимемо

∫

Ωτ

[ n∑

k=1

|uN
txk
|2 +

n∑

k=1

|θN
xk
|2 + A0

n∑

k=1

|uN
xk
|2+

+ B2

n∑

i=1

|uN
xixi

|2
]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
+ 2A1

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt+

+
(
2C0 − δ3(3 + C2,2)

)×
∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xixi

|2dxdt+

+
(
2(q − 1)C0 − δ4

) ∫

Qτ

n∑

k=1

|θN |q−2|θN
xk
|2dxdt 6
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6
∫

Ω0

[ n∑

k=1

|uN
1xk
|2 +

n∑

k=1

|θN
0xk
|2 + A0

n∑

k=1

|uN
0xk
|2+

+ (B2,0 + 1)
n∑

i=1

|uN
0xixi

|2 + 2τA0,2|uN
0 |2

]
dx+

+
( ∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi
|2dx

)(∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0,xixi

|2dx

)
+

+ B0,3K0

τ∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)p−1

dt+

+
(

A1,2 + A0,2τ
2 +

C1,2 + B1,2

δ3

)
×

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt+

+
(

A2 + δ3 + B1,2

) ∫

Qτ

n∑

k=1

|θN
xk
|2dxdt +

(
A2,2 +

γ1,2

δ3

)
×

×
∫

Qτ

|θN |2dxdt +
(
B2,1 + 2 + B2,0(p− 1)K0 + 1

)×

×
∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx + B2,3

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dxdt+

+
C0,2

δ4

∫

Qτ

|θN |qdxdt +
(
5 + B2,2 + B2,0(p− 1)K0

)×

×
∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt +

1
2

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
txi
|2dx

)2

dt+

+
1
2

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)2

dt +
1
2

∫

Qτ

[
|f1(x, t)|2+

+ |f2(x, t)|2
]

dx.

Нехай δ3 <
2C0

3 + C2,2
, δ4 < 2(q − 1)C0, тодi пiдiнте-

гральний вираз лiвої частини останньої нерiвностi до-
датний. За лемою Гронуолла-Беллмана маємо

∫

Ωτ

[ n∑

k=1

|uN
txk
|2 +

n∑

k=1

|θN
xk
|2 +

n∑

i=1

|uN
xixi

|2+

+
n∑

k=1

|uN
xk
|2

]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
+

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt+

+
∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xixi

|2dxdt +
∫

Qτ

n∑

k=1

|θN |q−2|θN
xk
|2dxdt 6

6 µ7 + µ8

τ∫

0

(∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)2

dt,

де µ7, µ8 – додатнi сталi, якi не залежать вiд uN , θN .

До отриманої нерiвностi застосуємо лему
Бiхарi([19], c. 110), одержимо оцiнку

∫

Ωτ

[ n∑

k=1

|uN
txk
|2 +

n∑

k=1

|θN
xk
|2 +

n∑

i=1

|uN
xixi

|2+

+
n∑

k=1

|uN
xk
|2

]
dx +

( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)
×

×
( ∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xixi

|2dx

)
+

∫

Qτ

n∑

k=1

|uN
txk
|2dxdt+

+
∫

Qτ

n∑

i=1

|θN
xixi

|2dxdt +
∫

Qτ

n∑

k=1

|θN |q−2|θN
xk
|2dxdt 6

6 µ9

1− µ7µ8τ
, (18)

де µ9 > 0, τ ∈ [0, T1] i T1 <
1

µ7µ8
.

Вiзьмемо тепер T = min{T0, T1}. Тодi на пiдста-
вi (10), (14) i (18) iснують пiдпослiдовностi {uNk} ⊂
{uN}, {θNk} ⊂ {θN} такi, що

uNk → u ∗ - слабко в L∞((0, T ); H2(Ω) ∩ Lp(Ω)),

uNk
t → ut ∗ - слабко в L∞((0, T ); H1

0 (Ω)),

uNk
tt → utt ∗ - слабко в L∞((0, T ); L2(Ω)),

θNk → θ слабко в L2((0, T ); H2(Ω)) ∩ Lq((0, T ); Lq(Ω)),

θNk
t → θt слабко в L2((0, T); H1

0 (Ω)) (19)

при Nk →∞.
Введемо оператори

A : Lq((0, T ); Lq(Ω)) → Lq′((0, T ); Lq′(Ω)),

B : L2((0, T ); H1
0 (Ω)) → L2((0, T ); (H1

0 (Ω))∗),

якi визначенi вiдповiдно для довiльних θ, w ∈
Lq((0, T ); Lq(Ω)) i u, v ∈ L2((0, T ); H1

0 (Ω)) формула-
ми

〈A(θ), w〉1 =
∫

QT

c0(x)|θ|q−2θw dxdt,

де 〈·, ·〉1 – скалярний добуток мiж елементами про-
стору Lq′((0, T ); Lq′(Ω)) i Lq((0, T ); Lq(Ω));

〈B(u), v〉2 =

T∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uxi |2dx

)
×

( ∫

Ω

n∑

i=1

uxivxidx

)
dt,

де 〈·, ·〉2 – скалярний добуток мiж елементами про-
стору L2((0, T ); (H1

0 (Ω))∗) i L2((0, T ); H1
0 (Ω)).

З оцiнки (19) маємо
∫

QT

∣∣|uN |p−2uN
∣∣p′ dxdt 6 µ10, µ10 > 0,

∫

QT

∣∣|θN |q−2θN
∣∣q′ dxdt 6 µ11, µ11 > 0,

T∫

0

( ∫

Ω

n∑

i=1

|uN
xi
|2dx

)2

dt 6 µ12, µ12 > 0.
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Тому

|uNk |p−2uNk → χ0 слабко в Lp′(QT ),

A(θNk) → χ1 слабко в Lq′(QT ),

B(uNk) → χ2 слабко в L2((0, T ); (H1
0 (Ω))∗).

Враховуючи отриманi оцiнки, iз (15) матимемо си-
стему

∫

Qτ

[
uttv +

n∑

i,j=1

bij(x)uxivxj +
n∑

i=1

bi(x)θxiv + a0(x)uv+

+ +a1(x)utv + a2(x)θv
]
dxdt− 〈χ0, v〉2 + 〈χ2, v〉2 =

=
∫

Qτ

f1(x, t)v dxdt,

∫

Qτ

[
θtw +

n∑

i,j=1

cij(x)θxiwxj −
n∑

i=1

bi(x)utwxi+

+ c1(x)utw + c2(x)θw
]
dxdt + 〈χ1, w〉1 =

=
∫

Qτ

f2(x, t)w dxdt (20)

для довiльних τ ∈ [0, T ), v ∈ L2((0, T ); H1
0 (Ω)), w ∈

L2((0, T ); H1
0 (Ω)) ∩ Lq((0, T ); Lq(Ω)).

Зазначимо, що послiдовнiсть {uN} обмежена в
L2((0, T ); H1

0 (Ω)), а послiдовнiсть {uN
t } обмежена в

L2((0, T ); L2(Ω)). Оскiльки H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) компа-

ктно при p ∈
[
2,

2n

n− 2

)
, n > 2, то на пiдставi те-

ореми 5.1 ([8], с. 70) можемо вважати, що uNk →
u сильно в Lp((0, T ); Lp(Ω)) i майже всюди в QT .
Тому χ2 = |u|p−2u майже всюди в QT .

Аналогiчно, послiдовнiсть {uN} обмежена в
L2((0, T ); H2(Ω)), а послiдовнiсть {uN

t } обмежена
в L2((0, T ); H1

0 (Ω)). Оскiльки H2(Ω) ⊂ H1
0 (Ω)

компактно, тому можемо вважати, що uNk →
u сильно в L2((0, T ); H1

0 (Ω)) i майже всюди в QT .
Тому χ3 = B(u) майже всюди в QT .

Залишилося показати рiвнiсть |u|p−2u = χ0. Для
цього використаємо метод монотонностi.

Розглянемо

0 6 yk = 〈A(θNk)−A(w), θNk − w〉1 =

= 〈A(θNk), θNk〉1 − 〈A(w), θNk − w〉1−

− 〈A(θNk), w〉1 =
∫

QT

[
f2(x, t)θNk − θNk

t θNk−

−
n∑

i,j=1

cij(x)θNk
xi

θNk
xj

+
n∑

i=1

bi(x)uNk
t θNk

xi
−

− c1(x)uNk
t θNk − c2(x)|θNk |2

]
dxdt−

− 〈A(w), θNk − w〉1 − 〈A(θNk), w〉1.

Перейдемо в цiй нерiвностi до верхньої границi при
Nk → ∞. Використовуючи лему 5.3 ([18], C. 20),
отримаємо

0 6
∫

QT

[
f2(x, t)θ − θtθ −

n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj +

+
n∑

i=1

bi(x)utθxi − c1(x)utθ − c2(x)|θ|2
]
dxdt−

− 〈A(w), θ − w〉1 − 〈χ1, w〉1. (21)

У другому рiвняннi системи (20) приймемо w = θ i
одержимо

∫

QT

[
θtθ +

n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj −
n∑

i=1

bi(x)utθxi + c1(x)utθ+

+ c2(x)|θ|2
]
dxdt + 〈χ1, θ〉1 =

∫

QT

f2(x, t)θ dxdt. (22)

Додавши (21) i (22), отримаємо рiвнiсть

〈χ1 −A(w), θ − w〉1 > 0.

Прийнявши θ − w = λψ, ∀λ ∈ R, λ > 0, ψ ∈ Lq(QT )
i врахувавши семiнеперервнiсть оператора A, мати-
мемо

χ1 = A(θ).

Необхiдно перевiрити виконання початкових умов.
Оскiльки utt ∈ L2((0, T ); L2(Ω)), ut ∈

L2((0, T ); H1
0 (Ω)), u ∈ L2((0, T ); H1

0 (Ω)), θ ∈
L2((0, T ); H1

0 (Ω)), θt ∈ L2((0, T ); H1
0 (Ω)), то з леми

1.2 [12, c. 20] випливає, що u : (0, T ) → H1
0 (Ω), ut :

(0, T ) → L2(Ω), θ : (0, T ) → H1
0 (Ω) є неперервними

функцiями i правильнi вiдповiднi формули iнтегру-
вання частинами.

З одержаних оцiнок маємо, що uNk(·, 0) → u(·, 0)
слабко в H1

0 (Ω), але uNk(·, 0) = uNk
0 (·) → u0(·) в

H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), тому u(x, 0) = u0(x).
Оскiльки uNk

tt → utt слабко в L2(QT ), з леми 1.2
([8], c. 20) випливає, що

uNk
t (x, 0) → ut(x)|t=0 = ut(x, 0), x ∈ Ω,

але вiдомо, що uNk
t (·, 0) = uNk

1 (·) → u1(·) в H1
0 (Ω),

тому ut(x, 0) = u1(x).
Також

θNk(·, 0) → θ(·, 0) слабко в H1
0 (Ω),

але θNk(·, 0) = θNk
0 (·) → θ0(·) в H1

0 (Ω),

тому θ(x, 0) = θ0(x).
Отже, розв’язок iснує, оскiльки виконуються та-

кож i початковi умови (4).
Теорема доведена. ¥
Введемо позначення:

E(t) =
1
2

∫

Ωt

[
u2

t +
n∑

i,j=1

bij(x)uxiuxj + a0(x)u2 + θ2

]
dx+

+
1
p

∫

Ωt

b0(x)|u|pdx +
1
4

( ∫

Ωt

n∑

i=1

u2
xi

dx

)2

. (23)
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Розглянемо систему нерiвностей

2A1ν2−ν1ν2−C1 > ν0, 2C2ν1−A2−ν1ν2 > ν0, ν0 > 0,
(24)

пiд додатним розв’язком якої розумiтимемо такi
(ν1, ν2), що ν1 > 0, ν2 > 0. Позначимо через Ξ мно-
жину всiх додатних розв’язкiв системи (24).

Зауваження 1. Завжди iснують такi значення
параметрiв A1, A2, C1, C2, для яких Ξ 6= ∅.
Справдi, припустимо, що ν1 = 1, ν2 = 1, тодi iз си-
стеми (24) випливає, що 2A1 > C1 + ν0 + 1, 2C2 >
A2 + ν0 + 1.

Теорема 2. Нехай коефiцiєнти системи рiв-
нянь (1)–(2) задовольняють умови (H1), (H2),
(H3)), Ξ 6= ∅; u0 ∈ H1

0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω), θ0 ∈
H1

0 (Ω) ∩ Lq(Ω); p > 2, q > 2. Нехай, крiм того, при
t → +∞ виконується нерiвнiсть

∫

Qt

e
εM2τ

2
[|f1(x, τ)|2 + |f2(x, τ)|2] dxdτ 6 αtβ

для деяких додатних сталих ε, M2, α i β. Тодi уза-
гальнений розв’язок задачi (1)–(4) задовольняє оцiн-
ку

E(t) 6 Ce−
εM2t

2

для всiх t > 0 i всiх ε ∈ (0, ε0], де C i ε0 – додатнi
сталi.

¤ Доведення. Спочатку продиференцiюємо (23)
за t. Матимемо

E′(t) =
∫

Ωt

[
uttut +

n∑

i,j=1

bij(x)uxiutxj + a0(x)uut+

+ θθt + b0(x)|u|p−2uut

]
dx +

( ∫

Ωt

n∑

i=1

u2
xi

dx

)
×

×
( ∫

Ωt

n∑

i=1

uxi
utxi

dx

)
,

але, оскiльки
∫

Ωt

[
uttut +

n∑

i,j=1

bij(x)uxi
utxj

+ a0(x)uut + θθt+

+ b0(x)|u|p−2uut

]
dx +

( ∫

Ωt

n∑

i=1

u2
xi

dx

)
×

×
( ∫

Ωt

n∑

i=1

uxiutxidx

)
=

∫

Ωt

[
−

n∑

i=1

bi(x)θxiut−

− a1(x)|ut|2 − a2(x)θut −
n∑

i,j=1

cij(x)θxi
θxj

+

+
n∑

i=1

bi(x)utθxi − c0(x)|θ|q − c1(x)utθ − c2(x)|θ|2+

+ f1(x, t)ut + f2(x, t)θ
]
dx,

то

E′(t) =
∫

Ωt

[
− a1(x)|ut|2 − a2(x)θut−

−
n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj − c0(x)|θ|q − c1(x)utθ−

− c2(x)|θ|2 + f1(x, t)ut + f2(x, t)θ
]
dx. (25)

Оцiнимо доданки (25)

Ĵ1 := −
∫

Ωt

n∑

i,j=1

cij(x)θxiθxj dx 6 −C0

∫

Ωt

n∑

i=1

|θxi |2dx,

Ĵ2 := −
∫

Ωt

a1(x)|ut|2dx 6 −A1

∫

Ωt

|ut|2dx,

Ĵ3 := −
∫

Ωt

a2(x)θutdx 6 A2

2ν1

∫

Ωt

|θ|2dx +
ν1

2

∫

Ωt

|ut|2dx,

Ĵ4 := −
∫

Ωt

c1(x)θutdx 6 ν2

2

∫

Ωt

|θ|2dx +
C1

2ν2

∫

Ωt

|ut|2dx,

Ĵ5 := −
∫

Ωt

c0(x)|θ|qdx 6 −C0

∫

Ωt

|θ|qdx,

Ĵ6 := −
∫

Ωt

c2(x)|θ|2dx 6 −C2

∫

Ωt

|θ|2dx,

Ĵ7 :=
∫

Ωt

f1(x, t)|ut|2dx 6 1
2δ1

∫

Ωt

|f1(x, t)|2dx+

+
δ1

2

∫

Ωt

|ut|2dx, δ1 > 0,

Ĵ8 :=
∫

Ωt

f2(x, t)|θ|2dx 6 1
2δ2

∫

Ωt

|f2(x, t)|2dx+

+
δ2

2

∫

Ωt

|θ|2dx, δ2 > 0.

Враховуючи умови теореми 2 i оцiнки iнтегралiв
Ĵ1 − Ĵ8, з (25) матимемо

E′(t) 6 −
∫

Ωt

[
|ut|2

(
A1 − C1

2ν2
− ν1

2
− δ1

2

)
+

+ |θ|2
(

C2 − A2

2ν1
− ν2

2
− δ2

2

)
+ C0

n∑

i=1

|θxi |2+

+ C0|θ|q
]
dx +

∫

Ωt

[
1

2δ1
|f1(x, t)|2 +

1
2δ2

|f2(x, t)|2
]
dx 6

−
∫

Ωt

[
|ut|2

(
ν0 − δ1

2

)
+ |θ|2

(
ν0 − δ2

2

)
+ C0

n∑

i=1

|θxi
|2+

+ C0|θ|q
]
dx +

∫

Ωt

[
1

2δ1
|f1(x, t)|2 +

1
2δ2

|f2(x, t)|2
]
dx.

Виберемо δ1 < 2ν0, δ2 < 2ν0.
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Введемо позначення

Eε(t) = E(t) + εψ(t), (26)

де

ψ(t) =
∫

Ωt

uutdx +
1
2

∫

Ωt

a1(x)|u|2dx, ε > 0.

Легко отримати оцiнку

|ψ(t)| =
∣∣∣∣
∫

Ωt

uutdx +
1
2

∫

Ωt

a1(x)|u|2dx

∣∣∣∣ 6

6 1 + A1

2

∫

Ωt

|u|2dx +
1
2

∫

Ωt

|ut|2dx 6 M1E(t).

З отриманої оцiнки i (26) одержимо

|Eε(t)− E(t)| 6 εM1E(t). (27)

Тепер розглянемо

E′
ε(t) = E′(t) + ε

∫

Ωt

[
uutt + |ut|2 + a1(x)uut

]
dx 6

6 −
∫

Ωt

[
|ut|2

(
ν0 − δ1

2

)
+ |θ|2

(
ν0 − δ2

2

)
+

+ C0
n∑

i=1

|θxi |2 + C0|θ|q
]
dx +

∫

Ωt

[
1

2δ1
|f1(x, t)|2+

+
1

2δ2
|f2(x, t)|2

]
dx + ε

∫

Ωt

[
u2

t −
n∑

i,j=1

bij(x)uxiuxj−

−
n∑

i=1

bi(x)θxiu− a0(x)u2 − a2(x)θu− b0(x)|u|p+

+ f1(x, t)u
]
dx− ε

( ∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi
|2dx

)2

.

Оцiнимо доданки останньої рiвностi

Ĵ9 := −ε

∫

Ωt

n∑

i,j=1

bij(x)uxi
uxj

dx 6 −εB2

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |2dx,

Ĵ10 := −ε

∫

Ωt

n∑

i=1

bi(x)θxi
udx 6 εδ3B1

2

∫

Ωt

|u|2dx+

+
ε

2δ3

∫

Ωt

n∑

i=1

|θxi
|2dx, де δ3 > 0,

Ĵ11 := −ε

∫

Ωt

a0(x)u2dx 6 −εA0

∫

Ωt

u2dx,

Ĵ12 := −ε

∫

Ωt

a2(x)θudx 6 εδ4A2

2

∫

Ωt

|u|2dx+

+
ε

2δ4

∫

Ωt

|θ|2dx, де δ4 > 0,

Ĵ13 := −ε

∫

Ωt

b0(x)|u|pdx 6 −εB0

∫

Ωt

|u|pdx,

Ĵ14 := ε

∫

Ωt

f1(x, t)udx 6 εδ5

2

∫

Ωt

|u|2dx+

+
ε

2δ5

∫

Ωt

|f1(x, t)|2dx, де δ5 > 0.

Отже,

E′
ε(t) 6

∫

Ωt

[
|ut|2

(
− ν0 +

δ1

2
+ ε

)
+

+ |θ|2
(
− ν0 +

δ2

2
+

ε

2δ4

)
+

n∑

i=1

|θxi |2
(
− C0 +

ε

2δ3

)
−

− C0|θ|q + ε|u|2
(
−A0 −B0 +

A2δ4

2
+

B1δ3

2
+

δ5

2

)
−

− εB2

n∑

i=1

|uxi |2 − εB0|u|p
]
dx− ε

( ∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |2dx

)2

+

+
∫

Ωt

[
|f1(x, t)|2

(
1

2δ1
+

ε

2δ5

)
+

1
δ2
|f2(x, t)|2

]
dx.

Нехай

2A0 + 2B0 > A2δ4 + B1δ3 + εδ5,

ε < min
{

ν0 − δ1

2
; (2ν0 − δ2)δ4; 2C0δ3

}
,

тодi

E′
ε(t) 6 −εM2E(t) + M3

∫

Ωt

[|f1(x, t)|2 + |f2(x, t)|2
]
dx,

де M2, M3 – деякi додатнi сталi.
Але з оцiнки (27) маємо

(1−M1ε)E(t) 6 Eε(t) 6 (1 + M1ε)E(t).

Нехай ε 6 1
2M1

, тодi

1
2
E(t) 6 Eε(t) 6 3

2
E(t) 6 2E(t),

− εM2E(t) 6 −εM2

2
Eε(t).

Отже,

E′
ε(t) 6 −εM2

2
Eε(t)+

+M3

∫

Ωt

[|f1(x, t)|2 + |f2(x, t)|2
]
dx.
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З останньої нерiвностi одержимо

d

dt

(
Eε(t)e

εM2t
2

)
6

≤ M3e
εM2t

2

∫

Ωt

[|f1(x, t)|2 + |f2(x, t)|2
]
dx.

Проiнтегруємо обидвi частини останньої нерiвностi
вiд 0 до t. Матимемо

Eε(t) 6 e−
εM2t

2

(
Eε(0)+

+M3

∫

Qt

e
εM2τ

2
[|f1(x, τ)|2 + |f2(x, τ)|2] dx dτ

)
.

Врахувавши умови теореми, маємо

Eε(t) 6 Ce−
εM2t

2 ,

де C – додатна стала.
Отже, теорема доведена. ¥

Висновки

У роботi дослiджено мiшану задачу з однорiдни-
ми крайовими умовами Дiрiхле та ненульовими по-
чатковими умовами для нелiнiйної зв’язної системи
еволюцiйних рiвнянь з iнтегральним збуренням в не-
обмеженiй за часом областi. Розглянута асимптоти-
чна поведiнка узагальненого розв’язку задачi за пев-
них умов на коефiцiєнти рiвняння i початковi данi.
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СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

УРАВНЕНИЙ С ИНТЕГРАЛЬНЫМ ВОЗМУЩЕНИЕМ
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Исследовано асимптотическое поведение обобщенного решения смешанной задачи для
нелинейной системы уравнений с интегральным возмущением в неограниченной области
по времени.
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The asymptotic behavior of generalized solutions to the one initial boundary value problem
for a nonlinear system of equations with integral perturbation in unbounded by time domain is
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