
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
Вип.687 № 687, (2010) c. 91–96

JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY
“LVIVSKA POLITECHNIKA”

“Physical & mathematical sciences”
Vol.687 No 687, (2010) 91–96

ХАРАКТЕРИСТИКА НЕВАНЛIННИ ЗРОСТАННЯ
ДЕЛЬТА-ПЛЮРИСУБГАРМОНIЙНИХ ФУНКЦIЙ

О. Бродякa, Я. Василькiвb, С. Тарасюкb

aНацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
вул. С. Бандери 12, 79013, Львiв, Україна

bЛьвiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
вул. Унiверситетська 1, 79000, Львiв, Україна

(Отримано 6 листопада 2010 р.)
Для δ-плюрисубгармонiйних в Cn (n ≥ 2) функцiй (тобто рiзниць плюрисубгармонiйних

функцiй), введено аналог характеристики Неванлiнни зростання таких функцiй i вивчено
її основнi властивостi. Крiм того розглянуто клас δ-плюрисубгармонiйних функцiй скiн-
ченного λ-типу (узагальнення добре вiдомих класiв мероморфних в Cn (n ≥ 1) функцiй
скiнченного λ-типу, введених i вивчених Л. А. Рубелом, Б. А. Тейлором та Р. Куюлою) i
встановлено, що цей клас утворює решiтку Рiса.
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Вступ

У теорiї зростання i в теорiї розподiлу значень
цiлих та мероморфних функцiй iстотне значення має
низка характеристик таких функцiй, найуживанiши-
ми серед яких є характеристики, введенi Р. Неванлiн-
ною [1] (див. також [2], [3]). У подальшому аналоги
таких характеристик введено для субгармонiйних та
δ-субгармонiйних на площинi чи евклiдовому просто-
рi функцiй, а також вивчено їхнi властивостi [4], [5],
[6]. Крiм того, в роботi [7] вивчено основнi власти-
востi неванлiннових характеристик мероморфних в
Cn (n ≥ 2) функцiй.

Узагальненням мероморфних функцiй багатьох
комплексних змiнних є так званi δ-плюрисубгармо-
нiйнi функцiї (адже логарифм модуля мероморфної
в Cn (n ≥ 2) функцiї є δ-плюрисубгармонiйною фун-
кцiєю), якi ми й розглядаємо в цiй роботi. Про-
те, властивостi неванлiннових характеристик для та-
ких об’єктiв в науковiй лiтерарурi не достатньо ви-
свiтленi. Те саме стосується й самого поняття δ-
плюрисубгармонiйної функцiї. Основна мета цiєї ро-
боти означити як i поняття δ-плюрисубгармонiйної
функцiї (див. роздiл I), так i основнi характеристики
зростання таких функцiй, а також вивчити їхнi най-
важливiшi властивостi (див. роздiл II). Крiм того, в
роздiлi II ми вводимо клас δ-плюрисубгармонiйних
функцiй скiнченного λ-типу для довiльних функцiй
зростання λ(r), тобто додатних неспадних необмеже-
них функцiй, означених на (0,+∞), i показуємо, що
цей клас утворює решiтку Рiса.

I. Означення та допомiжнi
твердження

Дiйснозначна напiвнеперервна зверху функцiя
u(z), u(z) 6≡ −∞, z ∈ Cn (n ≥ 2) називається плю-
рисубгармонiйною в Cn (див., наприклад, [8, додаток
1], [9, с. 123], [10, с. 251]), якщо для довiльної ком-
плексної прямої z = a + y b, a ∈ Cn, b ∈ Cn, ‖b‖ =
1, y ∈ C, зрiз-функцiя ua,b(y) = u(a + y b) є субгар-
монiйною функцiєю однiєї комплексної змiнної y, де
‖b‖ =

√
|b1|2 + · · ·+ |bn|2 – евклiдова норма в Cn.

За аналогiєю до [4], рiзницю w(z) = u1(z)− u2(z)
плюрисубгармонiйних в Cn функцiй u1 i u2, визна-
чену у розумiннi R на множинi E ⊂ Cn, де u1 i u2

не рiвнi одночасно −∞, назвемо δ-плюрисубгармо-
нiйною функцiєю. Зазначимо, що (див., наприклад,
[8, додаток 1]), що множина E – зв’язна, а множина
CE = Cn \E – плюриполярна i тому її лебегова мiра
дорiвнює нулевi.

Оператори зовнiшнього дифернцiювання ∂ та ∂ в
Cn означаються спiввiдношеннями

∂ =
n∑

k=1

∂

∂ zk
d zk, ∂ =

n∑

k=1

∂

∂ z̄k
d z̄k,

де zk = xk + i yk, z̄k = xk − i yk, {xk, yk} ⊂ R, k =
1, 2, . . . , n, а

∂

∂ zk
=

1
2

(
∂

∂ xk
− i

∂

∂ yk

)
,

∂

∂ z̄k
=

1
2

(
∂

∂ xk
+ i

∂

∂ yk

)

– оператори формальних похiдних i, як звичайно,

d = ∂ + ∂̄ =
n∑

k=1

(
∂

∂ xk
d xk +

∂

∂ yk
d yk

)
.
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Довiльнiй плюрисубгармонiйнiй в Cn функцiї u
ставимо у взаємно-однозначну вiдповiднiсть (див.,
наприклад, [8, с. 56], [11]) додатний замкнений потiк
tu бi-степеня (1, 1) в Cn

tu =
i

2
∂ ∂̄ u =

i

2

n∑

j,k=1

∂2u

∂ zj ∂ z̄k
d zj ∧ d z̄k,

де похiднi
∂2u

∂ zj ∂ z̄k
визначенi як розподiли у розу-

мiннi Л. Шварца (функцiя u ∈ L1
loc(Cn)). Такий по-

тiк називатимемо потоком, асоцiйованим за Рiсом з
плюрисубгармонiйною функцiєю u.

Додатнiсть потоку tu означає, що для довiльної
нескiнченно диференцiйовної невiд’ємної функцiї ϕ з
компактним носiєм в Cn ермiтова матриця

[(
∂2u

∂ zj ∂ z̄k
, ϕ βn

)]

1≤j, k≤n

є додатно напiвозначеною, де
(

∂2u

∂ zj ∂ z̄k
, ϕ βn

)
=

∫

Cn

u(z)
∂2ϕ(z)
∂ zj ∂ z̄k

βn(z)

– значення розподiлу
∂2u

∂ zj ∂ z̄k
на формi ϕβn,

βn(z) =
n∏

k=1

( i
2 d zk ∧ d z̄k) – елемент об’єму в Cn.

Замкненiсть потоку tu означає, що d tu = 0, тоб-
то (d tu, ψ) =

∫
Cn tu ∧ dψ = 0 для довiльної форми з

простору D0
n−1(Cn) диференцiальних форм вигляду

ψ =
∑

J,K

ψJ,K d zJ ∧ d z̄K

з коефiцiєнтами класу C∞ iз компактним носiєм в
Cn, де J = (j1, . . . , jn−1), K = (k1, . . . , kn−1), 1 ≤ j1 <
j2 < · · · < jn−1 ≤ n, 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kn−1 ≤ n
– впорядкованi мультиiндекси, а d zJ ∧ d z̄K = d zj1 ∧
· · · ∧ d zjn−1 ∧ d z̄k1 ∧ · · · ∧ d z̄kn−1 – зовнiшнiй добуток
базисних диференцiальних форм.

Враховуючи, що довiльна δ-плюрисубгармонiйна
в Cn функцiя w = u1−u2 є рiзницею двох плюрисуб-
гармонiйних в Cn функцiй u1 та u2, одержимо, що
потiк

tw =
i

2
∂ ∂̄ w =

i

2
∂ ∂̄ u1 − i

2
∂ ∂̄ u2 = tu1 − tu2

є дiйснозначним замкненим потоком типу мiри бi-
степеня (1, 1) в Cn, що зображається рiзницею двох
додатних замкнених потокiв бi-степеня (1, 1) в Cn.

Подамо таке означення [12].

Означення 1. Нехай ψ – дiйснозначна замкне-
на диференцiальна форма з коефiцiєнтами iз кла-
су C1 бi-степеня (p, p) на комплексному многовидi
D ⊂ Cn. Говорять, що ψ має обмежену варiацiю,

якщо для довiльної компактної пiдмножини K ⊂ D
знайдеться вiдкритий окiл U множини K i додатнi
замкненi форми ψ+ та ψ− з класу C1 бi-степеня (p, p)
на U такi, що ψ = ψ+ − ψ−.

Вiдомо [12, с. 134], що якщо комплексний мно-
говид D є келеровим, то довiльна дiйснозначна за-
мкнена диференцiальна форма ψ з класу C1 бi-
степеня (p, p) має обмежену варiацiю. Але евклiдова
метрична форма породжує келерову форму ω(z) =
i

2
∂ ∂̄ ‖z‖ =

i

2

n∑
j=1

d zj ∧ d z̄j (тобто d ω(z) = 0).

Означення 2. Дiйснозначний замкнений потiк
типу мiри бi-степеня (1, 1) в Cn називатимемо по-
током обмеженої варiацiї, якщо його можна зо-
бразити у виглядi рiзницi двох додатних замкнених
потокiв бi-степеня (1, 1) в Cn.

Зазначимо (див., наприклад, [8, с. 53], [13, додаток
5.3]), що регуляризацiя (t)ε довiльного дiйснозначно-
го потоку t типу мiри в Cn

(t)ε = t ∗ ρε =
i

2

n∑

j,k=1

(tj,k)ε d zj ∧ d z̄k

є дiйснозначною диференцiальною формою класу
C∞, де (tj,k) = tj,k ∗ ρε – згортка коефiцiєнтiв-
розподiлiв tj,k цього потоку t з функцiєю ρε(z) =
ρ

(
z
ε

)
ε−2n, а ρ(z) – невiд’ємна нескiнченно диферен-

цiйовна функцiя з компактним носiєм у кулi {z ∈
Cn : ‖z‖ < 1} така, що

∫
Cn ρ(z) βn(z) = 1 i, крiм того,

lim
ε→0

(tε, ψ) = (t, ψ) для довiльної форми ψ з простору

D0
n−1(Cn).
Отже, очевидним є твердження.

Теорема 1. Потiк t обмеженої варiацiї є
потоком, асоцiйованим за Рiсом з дiйснозначною
функцiєю w тодi i тiльки тодi, коли w є δ-
плюрисубгармонiйною в Cn функцiєю.

За аналогiєю до одновимiрного випадку [4] введемо
означення.

Означення 3. Нехай w – δ-плюрисубгармонiйна

в Cn функцiя, tw =
i

2
∂ ∂̄ w – її потiк, t+w , t−w – до-

датна та вiд’ємна варiацiї tw вiдповiдно. Кано-
нiчним зображенням δ-плюрисубгармонiйної в
Cn функцiї w називається пара плюрисубгармонiй-
них в Cn функцiй (u1, u2) така, що w = u1 − u2,

tu1 =
i

2
∂ ∂̄ u1 = t+w , tu2 =

i

2
∂ ∂̄ u2 = t−w . Функцiю

Ω = max{u1, u2}, де (u1, u2) – канонiчне зображення
w, назвемо канонiчною обвiдною функцiї w.

Зазначимо [8, додаток 1], що канонiчна обвiдна є
плюрисубгармонiйною функцiєю, отже, й субгармо-
нiйною в Cn, тому Ω ∈ L1

loc(Cn). Крiм того, оскiльки
носiї потокiв t+w i t−w можуть перетинатися по мно-
жинi, на якiй вони одночасно пертворються в нуль,
то канонiчне зображення (u1, u2) функцiї w визнача-
ється з точнiстю до спiльного доданка – плюригар-
монiйної в Cn функцiї.
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Характеристика Неванлiнни зростання дельта-плюрисубгармонiйних функцiй

Через δ − PSH(Cn) позначимо простiр δ-плюри-
субгармонiйних в Cn функцiй w, плюригармонiйних
в деякому околi нуля, таких, що u1(0) = 0, u2(0) = 0,
де (u1, u2) – канонiчне зображення w. Для довiльної
функцiї w ∈ δ − PSH(Cn) означимо її неванлiннову
характеристику T (r, w) спiввiдношенням

T (r, w) =
1
|Sn|

∫

Sn

Ω(ry) d S(y), r > 0,

де |Sn| – площа одиничної сфери Sn = {y ∈ Cn :
‖y‖ = 1} в Cn, d S(y) – елемент її площi, а Ω – кано-
нiчна обвiдна функцiї w. Позаяк мiра d S(y) iнварi-
антна вiдносно обертань в Cn [14, с. 21], то

T (r, w) =
1
|Sn|

∫

Sn

(
1
2π

∫ 2π

0

Ω(reiθy) d θ

)
dS(y).

Зазначимо, що функцiя

Ty(r, w) =
1
2π

∫ 2π

0

Ω(reiθy) d θ

– неванлiннова характеристика зрiз-функцiї wy(z) =
w0,y(z) = w(zy), y ∈ Sn, z ∈ C, тобто Ty(r, w) =
T̃ (r, wy), де T̃ (r, wy) – неванлiннова харктеристика δ-
субгармонiйної в C функцiї wy(z), z ∈ C. Крiм того
(див., наприклад, [7, лема 2.4], [8, додаток 1], [9, с.
124]), характеристика Ty(r, w) є плюрисубгармонiй-
ною в Cn функцiєю змiнної y ∈ Cn.

II. Формулювання та доведення основних
результатiв

Основнi властивостi неванлiннових характери-
стик T (r, w), r > 0, зростання δ-плюрисубгармонiй-
них функцiй w описано в таких твердженнях.

Теорема 2. Для всiх y ∈ Sn виконується не-
рiвнiсть

Ty(r, w) ≤ 3 · 22n−2 T (2r, w).

¤ Доведення. Нехай y ∈ Sn, а Ω(zy) – канонi-
чна обвiдна δ-субгармонiйної в C функцiї wy(z) =
w(zy), z ∈ C. Розглянемо функцiю

v(η) =
1
2π

∫ 2π

0

Ω(eiθη) d θ, η ∈ Cn.

Позаяк функцiя Ω(zy) – субгармонiйна по z ∈ C для
кожного y ∈ Sn, то v(|z|y) ≥ Ω(0 · y) = 0, тобто
v(η) ≥ 0 для всiх η ∈ Cn. З iншого боку (див., на-
приклад, [7, лема 3.12], [8, додаток 1], [11, с. 124]),
функцiя v(η) – плюрисубгармонiйна в Cn. Тодi для
довiльного y ∈ Cn, ‖y‖ = t, 0 < t < 1, з огляду на
лему 3.12 з [7], маємо

v(τy) ≤ 1 + t

(1− t)2n−1
· 1
|Sn|

∫

Sn

v(τz) d S(z),

0 < τ < +∞. Прийнявши t =
1
2
, τ = 2r, отримуємо

потрiбну нерiвнiсть
Ty(r, w) = v(ry) ≤ 3·22n−2

|Sn|
∫

Sn
v(2rz) d S(z) = 3 ×

22n−2T (2r, w). ¥

Нехай w ∈ δ − PSH(Cn). Для довiльного r > 0 позначимо

m(r, w) =
1
|Sn|

∫

Sn

w+(ry) d S(y), m(r,−w) =
1
|Sn|

∫

Sn

w−(ry) d S(y),

N(r, w) =
1
|Sn|

∫

Sn

u2(ry) d S(y), N(r,−w) =
1
|Sn|

∫

Sn

u1(ry) d S(y),

де w+ = max{w, 0}, w− = (−w)+, (u1, u2) – канонiчне зображення w. Враховуючи рiвностi max{u1, u2} =
w+ + u2 = w− + u1, отримуємо

T (r, w) = m(r, w) + N(r, w) = m(r,−w) + N(r,−w).

Зауважимо, що якщо w = U − V – деяке зображення функцiї w ∈ δ − PSH(Cn), то знайдеться плюрисуб-
гармонiйна в Cn, плюригармонiйна в деякому околi нуля функцiя p(z) така, що U = u1 + p, V = u2 + p, де
(u1, u2) – канонiчне зображення w i, оскiльки max{U, V } = max{u1, u2} + p, то

1
|Sn|

∫

Sn

max{U(ry), V (ry)} dS(y) = T (r, w) +
1
|Sn|

∫

Sn

p(ry) d S(y) ≥ T (r, w),

бо
1
|Sn|

∫
Sn

p(ry) d S(y) ≥ 0.

Теорема 3. Нехай w, w1, w2 належать до
δ − PSH(Cn). Тодi

1) ∀ c ∈ R : T (r, cw) = |c|T (r, w);

2) T (r, w1 + w2) ≤ T (r, w1) + T (r, w2) −
1
|Sn|

∫
Sn

p(ry) d S(y),
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де p – деяка плюрисубгармонiйна в Cn функцiя;
3) Tzy(r, w) = Ty(r|z|, w) для всiх r ≥ 0, z ∈ C, y ∈
Cn.

¤ Доведення. Здiйснимо мiркування, аналогiчнi
до наведених в [4]. Нехай (u1, u2) – канонiчне зобра-
ження w. Зазначимо, що функцiя |c| max{u1, u2} є
канонiчною обвiдною функцiї cw ∈ δ − PSH(Cn), то-
му T (r, cw) = |c|T (r, w).

Нехай (u1, v1), (u2, v2) – канонiчнi зображення w1

та w2, а (u, v) – канонiчне зображення w1 + w2. То-
дi знайдеться плюрисубгармонiйна в Cn функцiя p,
плюригармонiйна в деякому околi нуля, p(0) = 0,
така, що u1 + u2 = u + p, v1 + v2 = v + p. Да-
лi, враховуючи нерiвнiсть max{u, v} ≤ max{u1, v1} +
max{u2, v2} − p, отримуємо спiввiдношення

T (r, w1 + w2) ≤ T (r, w1) + T (r, w2)−

− 1
|Sn|

∫

Sn

p(ry) d S(y) ≤ T (r, w1) + T (r, w2).

Нехай Ω – канонiчна обвiдна функцiї w. Тодi, з
огляду на перiодичнiсть функцiї eix, отримуємо

Tzy(r, w) =
1
2π

∫ 2π

0

Ω(reiθzy) d θ =

=
1
2π

∫ 2π

0

Ω(r|z|eiθ+ϕy) d θ =
1
2π

∫ 2π

0

Ω(r|z|eity) d t =

= Ty(r|z|, w).

¥

Теорема 4. Нехай w ∈ δ − PSH(Cn), y0 ∈
Cn, g(y) = w(y + y0), y ∈ Cn. Тодi

T (r, w) ≤ 3 · 22n−1

(
1 +

‖y0‖
r

)2n−1

T (2r + ‖y0‖, g).

¤ Доведення. Нехай Ω(z), z ∈ Cn, – канонiчна обвiдна функцiї w. Функцiя Ω(z) обмежена, плюрисубгар-
монiйна (отже, й субгармонiйна) в Cn, плюригармонiйна в деякому околi нуля i Ω(0) = 0. Крiм того, додавши,
якщо це потрiбно, плюригамонiйну функцiю, можемо вважати, що ∀z ∈ Cn : Ω(z) ≥ 0. Тодi

T (r, w) =
1
|Sn|

∫

Sn

Ω(ry) d S(y) =
r2n−2

|Sn|r2n−1

∫

‖y‖=r

Ω(y) d Sr(y),

а

T (R, g) =
1
|Sn|

∫

Sn

Ω(Ry + y0) d S(y) =
R2n−2

|Sn|R2n−1

∫

‖y−y0‖=R

Ω(y) d SR(y),

де dSt(y) – елемент площi сфери радiуса t в Cn.
З огляду на теорему 2.5 з [5], маємо

Ω(ry) ≤ R2n−2

|Sn|R2n−1

∫

‖η−y0‖=R

Ω(η)
R2 − ‖ry − y0‖2
‖η − ry‖2n

d SR(η).

При R = ‖η−y0‖ = 2r+‖y0‖ маємо ‖η−ry‖ ≥ r, R2−‖ry−y0‖2 ≤ (2r+‖y0‖)2− (r−‖y0‖)2 = 3r(r+2‖y0‖).
Тому

Ω(ry) ≤ 3r(2r + ‖y0‖)2n−2(r + 2‖y0‖)
r2n|Sn|(2r + ‖y0‖)2n−1

∫

‖η−y0‖=R

Ω(η) d SR(η) ≤ 3 · 22n−1

(
1 +

‖y0‖
r

)2n−1

T (2r + ‖y0‖, g). ¥

Теорема 5. Нехай w ∈ δ − PSH(Cn) i нехай
вiдображення τ : Cm → Cn є C-лiнiйним. Тодi зна-
йдуться додатнi сталi A i B такi, що T (r, w ◦ τ) ≤
T (B r Mτ , w), де Mτ = max{|τ(y)| : y ∈ Sm}.
¤ Доведення аналогiчне до наведеного в [2, с. 339].
Функцiя w ◦ τ ∈ ∆ps(Cm) [9, с. 259]. Зафiксуємо
y ∈ Sm. Якщо τ(y) = 0, то звуження w ◦ τ на ком-
плексну пряму, що проходить через точки 0 та y,
дорiвнює w(τ(y)) = w(0) = 0, звiдки випливає, що
Ty(r, w ◦ τ) ≡ 0 для довiльного r > 0. Якщо τ(y) 6= 0,
то таке звуження спiвпадає зi звуженням функцiї w
на комплексну пряму, що проходить через точки 0 та
τ(y) в Cn. Тому для довiльного r > 0, з урахуванням

теорем 2 i 3, справджуються спiввiдношення

Ty(r, w ◦ τ) = Tτ(y)(r, w) = Tη(r|τ(y)|, w) ≤

≤ ATη(r Mτ , w) ≤ AT (B Mτr, w),

де η =
τ(y)
|τ(y)| , Mτ = max{|τ(y)| : y ∈ Sm}.

Отже, для довiльних y ∈ Sm i r > 0 виконує-
ться нерiвiсть Ty(r, w ◦ τ) ≤ T (B r Mτ , w), а тому
T (r, w ◦ τ) ≤ T (B r Mτ , w). ¥

Варто також вiдзначити (див., наприклад, [8, до-
даток 1], [11, с. 125, 138], [5, с. 81]), що функцiя T (r, w)
опукла вiдносно log r i неспадна (це правильно для
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субгармонiйних в Cn функцiй, а отже, й для плюри-
субгармонiйних). Такi самi властивостi має функцiя
Ty(r, w) – неванлiннова характеристика зрiз-функцiї
wy(z) = w(zy), z ∈ C, y ∈ Sn, яка, крiм того, є не-
обмеженою при r → +∞. Отже, необмеженою при
r → +∞ є i функцiя T (r, w).

Додатну неперервну на (0,+∞) функ-
цiю λ(r), λ(r) ↗ +∞ при r → +∞, називатимемо
функцiєю зростання.

Нехай λ – фiксована функцiя зростання. Функцiя
w ∈ δ−PSH(Cn) називається (порiвн. з [15]) δ-плюри-
субгармонiйною функцiєю скiнченного λ-типу, якщо
знайдуться додатнi сталi A, B такi, що для всiх r > 0
виконується нерiвнiсть T (r, w) ≤ Aλ(B r). Клас та-
ких функцiй позначатимемо через Λn

δP .
Класи Λn

δP узагальнюють класи мероморфних в
Cn функцiй скiнченного λ-типу, введених i дослiд-
жених в [7] (порiвн. з [16]).

Теорема 6. 1) Сiм’я функцiй δ − PSH(Cn)
утворює лiнiйний простiр над полем дiйсних чи-
сел по вiдношенню до звичайних операцiй додава-
ння функцiй i множення на дiйсне число. Бiльше
того, це решiтка Рiса, тобто, якщо w1, w2, w∈δ −
PSH(Cn), то такими самими будуть i функцiї
max{w1, w2}, min{w1, w2}, |w|.

2) Клас Λn
δP утворює решiтку Рiса, тоб-

то, якщо w1, w2, w належать Λn
δP , то функцiї

max{w1, w2}, min{w1, w2}, |w| також належать
Λn

δP .
¤ Доведення. З огляду на загальновiдомi вла-

стивостi плюрисубгармонiйних функцiй (див., напри-

клад, [8], [11], [9], [12], [15]), доведення твердження п.
1) цiєї теореми цiлком аналогiчне до доведення тео-
рем 21 та 22 з [4], i тому ми його опускаємо.

Враховуючи спiввiдношення 2 max{w1, w2} =
{w1 +w2 + |w1−w2|},2 min{w1, w2} = {w1 +w2−|w1−
w2|}, i теорему 3, не важко зауважити, що достатньо
встановити лише iмплiкацiю w ∈ Λn

δP =⇒ |w| ∈ Λn
δP .

Нехай (u, v) – канонiчне зображення функцiї
w ∈ Λn

δP . Правильна рiвнiсть |w| = 2 max{u, v}−u−v.
Позначимо p1 = 2max{u, v}, p2 = u + v. Фун-
кцiї p1, p2 ∈ Λn

δP , |w| = p1 − p2 i, крiм то-
го, T (r, |w|) ≤ 1

|Sn|
∫

Sn

max{p1(ry), p2(ry)} dS(y) =

1
|Sn|

∫
Sn

(p1(ry)−p2(ry))+ dS(y)+ 1
|Sn|

∫
Sn

p2(ry) dS(y) =

= 1
|Sn|

∫
Sn

|w(ry)| dS(y) + 1
|Sn|

∫
Sn

u(ry) d S(y) +

1
|Sn|

∫
Sn

v(ry) d S(y) = 2 T (r, w) ≤ 2 Aλ(B r). ¥

Висновки

У цiй статтi розглянуто такi об’єкти: δ-плюрисуб-
гармонiйнi в Cn (n ≥ 2) функцiї; потоки, асоцiйованi
за Рiсом з такими функцiями та основнi характери-
стики Неванлiнни зростання таких функцiй. Вивчено
загальнi властивостi цих характеристик i наведено
одне застосування до опису алгебраїчної структури
класу δ-плюрисубгармонiйних функцiй скiнченного
λ-типу, де λ – довiльна функцiя зростання. Всi роз-
глянутi в роботi об’єкти та встановленi нами власти-
востi таких об’єктiв становлять iнтерес, як для за-
гальної теорiї зростання плюрисубгармонiйних функ-
цiй, так i для теорiї розподiлу значень таких функцiй.
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ХАРАКТЕРИСТИКА НЕВАНЛИННЫ РОСТА
ДЕЛЬТА-ПЛЮРИСУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

О. Бродякa, Я. Василькивb, С. Тарасюкb

aНациональный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

bЛьвовский национальный университет имени Ивана Франка,
ул. Университетская, 1, 79000, Львов, Украина

Для δ-плюрисубгармонических в Cn (n ≥ 2) функций (т. е. разностей плюрисубгармо-
нических функций), введен аналог характеристики Неванлинны роста таких функций и
изучены её основные свойства. Кроме этого, рассмотрен класс δ-плюрисубгармонических
функций конечного λ-типа (обобщение хорошо известных класов мероморфных в Cn (n ≥
1) функций конечного λ-типа, введенных и изученных Л. А. Рубелом, Б. А. Тейлором и
Р. Куюлой) и установлено, что этот класс образует решетку Рисса.
Ключевые слова: субгармоническая функция, плюрисубгармоническая функция, характе-
ристика Неванлинны, распределение значений.
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NEVANLINA’S GROWTH CHARACTERISTIC
FOR DELTA-PLURISUBHARMONIC FUNCTIONS
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aNational University “Lvivska Politechnika”,
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bIvan Franko Lviv National University,
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For δ-plurisubharmonic in Cn (n ≥ 2) functions (ie differences plurisubharmonic functions),
introduced the similar to Nevanlinna’s characteristics of growth for such functions and studied
its basic properties. In addition, the class δ-plurisubharmonic functions of finite λ-type (generali-
zation of well known classes of meromorphic in Cn (n ≥ 1) functions of finite λ-type introduced
and studied by L. A. Rubel, B. A. Taylor and R. Kujala) was introdused and found that this
class forms Riesz’s lattice.
Keywords: subharmonic functions, plurisubharmonic functions, Nevanlinna’s characteristic, value
distribution.
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