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ВСТУП

Одним з найвидатнiших досягнень в галузi то-
чних природничих наук другої половини минулого
столiття по праву вважають вiдкриття у 1967 роцi
Гарднером, Грiном, Крускалом i Мiурою того факту,
що для вiдомого нелiнiйного рiвняння Кортевега - де
Врiза (KdV) iснує аналiтичний метод розв’язання за-
дачi Кошi. Невдовзi Пiтер Лакс зробив фундамен-
тальне вiдкриття можливостi застосування аналогi-
чних методiв дослiдження для iнших нелiнiйних ди-
намiчних систем, яке спричинило справжню науко-
ву революцiю у нелiнiйнiй фiзицi, що iстотно змiни-
ло погляди i пiдходи до багатьох нелiнiйних моделей
сучасного природознавства. У результатi, на поча-
тку 70-х рокiв ХХ столiття на стику багатьох дисци-
плiн (диференцiальнi рiвняння, математична та тео-
ретична фiзика, функцiональний аналiз, теоретико-
груповий аналiз, алгебрична геометрiя тощо) виник
окремий пiдроздiл сучасного природознавства – те-
орiя солiтонiв (або МОЗР – метод оберненої зада-
чi розсiяння, теорiя iнтегровних динамiчних систем
тощо). У класичному варiантi МОЗР ключове зна-
чення пiд час дослiдження як задачi Кошi, так i у
разi побудови точних розв’язкiв для нелiнiйної моде-
лi, мають операторне зображення Лакса i рiвняння
Марченка-Гельфанда-Левiтана оберненої задачi для
одного з лiнiйних операторiв комутуючої пари Ла-
кса. Важливi аналiтичнi результати стосовно прямої
i оберненої задач теорiї розсiяння в багатовимiрно-
му випадку отримав Л.П. Нижник [1] i Л.Д. Фаддє-
єв [2]. Це дозволило дослiдити такi фiзично важли-
вi багатовимiрнi системи, як рiвняння Девi - Стюар-
тсона (просторово-двовимiрнi узагальнення нелiнiй-
ного рiвняння Шредiнгера), просторовi узагальнен-
ня рiвнянь KdV та деякi iншi майже з тiєю самою

повнотою, що й методом Фур’є в лiнiйному випад-
ку [3–7]. Алгебризованiшi версiї МОЗР започатко-
ванi у роботах Захарова - Шабата [4,5] за, так зва-
ним, методом одягання диференцiальних операторiв,
i з робiт, присвячених застосуванню класичних пе-
ретворень Беклунда - Дарбу в теорiї солiтонiв (Ва-
датi - Тода, Калоджеро - Дегасперiс, В.Б. Матвєєв
[8]). Розвиненню цих алгебричних iдей присвяченi ро-
боти Б. Конопельченка, В. Євела, В. Штрамппа та
багатьох iнших науковцiв, зокрема i одного з авто-
рiв цiєї працi. Так, на початку 90-х рокiв минуло-
го столiття виникло поняття нелокальної симетрiй-
ної редукцiї i нелокально-редукованої iєрархiї Ка-
домцева - Петвiашвiлi. А саме, було продемонстро-
вано, що накладання нелокальної в’язi на оператор
Лакса редукує (2+1)-вимiрну iєрархiю КП до iнте-
гровних (1+1)-вимiрних iєрархiй, серед яких мiстя-
ться як векторно-матричнi узагальнення добре вiдо-
мих моделей, так i значна кiлькiсть нових систем те-
орiї солiтонiв [9-16]. Пошуку нових iнтегровних нело-
кальних редукцiй в операторних iєрархiях Лакса за
два останнi десятирiччя придiлялась значна увага i
велика кiлькiсть наукових публiкацiй. Проте, у цiй
тематицi залишається багато нез’ясованих питань,
оскiльки редукований оператор Лакса є, по-перше,
iнтегро-диференцiальним, i, по-друге, вiн, як прави-
ло, у фiзично-важливих випадках допускає нетри-
вiальну групу редукцiй [17–19]. Це обумовлює вiд-
сутнiсть нинi вичерпних аналiтичних результатiв по
прямiй i оберненiй задачах розсiяння для таких опе-
раторiв, що, своєю чергою, вимагає розвитку альтер-
нативних алгебричних методiв iнтегрування iнтегро-
диференцiальних лаксових зображень. Власне, цi пи-
тання i є предметом дослiдження в роботi.

Метою роботи є побудова всiх основних об’єктiв
оберненої задачi розсiяння для гiперболiчної системи
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Дiрака у випадку вироджених даних розсiяння (якi є
всюди щiльними серед даних розсiяння з L2(R2 → C)
) двома альтернативними способами: класичним ме-
тодом Марченка-Гельфанда-Левiтана та методом бi-
нарних перетворень, запропонованим в роботах [20–
26,19]. У роботi отриманi такi результати:

– доведено iснування спецiальної факторизацiї
операторiв S(221), (296) та Ŝ (270), (298);

– у випадку вироджених даних розсiяння знайде-
но в явному виглядi всi елементи оператора S та
оберненого до нього оператора S−1;

– отримано в явному виглядi двi пари опера-
торiв перетворень, що факторизують оператори S
(12),(47), (221), (296) та Ŝ (253), (270), (298);

– знайдено зображення загального розв’язку не-
стацiонарної системи Дiрака для вiдповiдних асим-
птотик i спецiальних класiв потенцiалiв (коефiцiєн-
тiв), всюди щiльних в L2(R2 → C);

– методом бiнарних перетворень знайдено всi
основнi об’єкти оберненої задачi розсiяння та доведе-
но їх еквiвалентнiсть з операторами, отриманими за
класичним пiдходом Марченка-Гельфанда-Левiтана.

Алгебризований пiдхiд другої частини роботи,
який базується на знайдених явно операторах бiнар-

них перетворень, дозволяє уникнути тонких аналi-
тичних питань постановки i дослiдження прямих i
обернених задач розсiяння для широкого класу не-
стацiонарних iнтегро-диференцiальних лаксових зо-
бражень. Крiм того, вiн дає змогу отримувати значно
ширшi класи потенцiалiв (не обов’язково у просторi
L2(R2 → C)), при яких вiдповiднi лiнiйнi задачi (вза-
галi кажучи, iнтегро-диференцiальнi – див. теорему
10) є iнтегровними.

Нижче ми наводимо добре вiдомi формули для
композицiй iнтегральних операторiв та деякi скоро-
чення для операторiв з виродженими ядрами, якi
постiйно використовуються в основному текстi ро-
боти, особливо у разi складних технiчних перетво-
рень у доведеннях цiєї роботи. Розглянемо простiр
L2(R→ Cn) всiх вимiрних векторнозначних функцiй
f(x). В цьому просторi введемо такi оператори:

1. K+f(x) :=
∫ x

−∞K+(x, s)f(s)ds – вольтерiвський
оператор зi змiнною верхньою межею, де ядро при
фiксованих x та s є матрицею розмiрностi (n× n).

2. K−f(x) :=
∫ +∞

x
K−(x, s)f(s)ds – вольтерiв-

ський оператор зi змiнною нижньою межею.
3. Rf(x) :=

∫ +∞
−∞ R(x, s)f(s)ds – фредгольмiв-

ський оператор.

Розпишемо всеможливi композицiї операторiв 1–3, якi використовуються в роботi:

(K1+K2+)f(x) =
∫ x

−∞K1+(x, s)
{∫ s

−∞K2+(s, z)f(z)dz
}

ds =
∫ x

−∞
{∫ x

z
K1+(x, s)K2+(s, z)ds

}
f(z)dz. (1)

(K1−K2−)f(x) =
∫ +∞

x
K1−(x, s)

{∫ +∞
s

K2−(s, z)f(z)dz
}

ds =
∫ +∞

x

{∫ z

x
K1−(x, s)K2−(s, z)ds

}
f(z)dz. (2)

(K1+K2−)f(x) =
∫ x

−∞K1+(x, s)
{∫ +∞

s
K2−(s, z)f(z)dz

}
ds =

=
∫ x

−∞
{∫ z

−∞K1+(x, s)K2−(s, z)ds
}

f(z)dz +
∫ +∞

x

{∫ x

−∞K1+(x, s)K2−(s, z)ds
}

f(z)dz.
(3)

(K1−K2+)f(x) =
∫ +∞

x
K1−(x, s)

{∫ s

−∞K2+(s, z)f(z)dz
}

ds =

=
∫ x

−∞
{∫ +∞

x
K1−(x, s)K2+(s, z)ds

}
f(z)dz +

∫ +∞
x

{∫ +∞
z

K1−(x, s)K2+(s, z)ds
}

f(z)dz.
(4)

(RK+)f(x) =
∫ +∞
−∞ R(x, s)

{∫ s

−∞K+(s, z)f(z)dz
}

ds =
∫ +∞
−∞

{∫ +∞
z

R(x, s)K+(s, z)ds
}

f(z)dz. (5)

(K+R)f(x) =
∫ x

−∞K+(x, s)
{∫ +∞

−∞ R(s, z)f(z)dz
}

ds =
∫ +∞
−∞

{∫ x

−∞K+(x, s)R(s, z)ds
}

f(z)dz. (6)

(RK−)f(x) =
∫ +∞
−∞ R(x, s)

{∫ +∞
s

K−(s, z)f(z)dz
}

ds =
∫ +∞
−∞

{∫ z

−∞R(x, s)K−(s, z)ds
}

f(z)dz. (7)

(K−R)f(x) =
∫ +∞

x
K−(x, s)

{∫ +∞
−∞ R(s, z)f(z)dz

}
ds =

∫ +∞
−∞

{∫ +∞
x

K−(x, s)R(s, z)ds
}

f(z)dz. (8)

Зауваження 1. Для iнтегральних операторiв
(1)–(3) з виродженими ядрами в роботi прийнятi ско-
роченi позначення. Якщо ядро A(x,y) iнтегрального
оператора А допускає факторизацiю (тобто, є виро-
дженим) вигляду A(x, y) = A1(x)A2(y) , то опера-
тор A зображатимемо так: A = A1(x)

∫
A2(y) · dy ,

де пропущенi межi iнтегрування вiдображають тип
вiдповiдного оператора 1–3.

I. Обернена задача для системи
Дiрака

Розглянемо двовимiрну двокомпонентну систему
рiвнянь Дiрака вигляду

∂Y1(x,y)
∂x + u1(x, y)Y2(x, y) = 0,

∂Y2(x,y)
∂y + u2(x, y)Y1(x, y) = 0,

(9)

в припущеннi, що коефiцiєнти u1(x, y), u2(x, y) є ком-
плекснозначними, вимiрними за x та y функцiями,
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iнтегровними з квадратом за двома змiнними

u1, u2 ∈ L2(R2 → C). (10)

Розглянемо простiр Υ пар функцiй Y1(x, y), Y2(x, y),
де функцiї Y1, Y2 вимiрнi за змiнними x та y з нормою

‖Y ‖Υ = max
{
vrai sup

x

[ ∫ ∞

−∞
|Y1(x, y)|2dy

] 1
2
,

vrai sup
y

[ ∫ ∞

−∞
|Y2(x, y)|2dx

] 1
2
}

.

Вектор-функцiю Y (x, y) = (Y1(x, y), Y2(x, y)) на-
зиватимемо припустимим розв’язком системи (9),
якщо Y1(x, y), Y2(x, y) задовольняють систему (9) в
сенсi теорiї узагальнених функцiй.

Теорема 1. [27, 3] Нехай коефiцiєнти систе-
ми (9) задовольняють умови (10). Тодi для припу-
стимого розв’язку Y = (Y1, Y2) системи (9) iснують
в L2(R→ C) границi

L−Y1(x, y) := Y1(−∞, y) = a1(y),
L+Y1(x, y) := Y1(+∞, y) = b1(y),
L−Y2(x, y) := Y2(x,−∞) = a2(x),
L+Y2(x, y) := Y2(x,+∞) = b2(x).

(11)

Для кожної з пар (a1, a2), (b1, b2), (a1, b2), (b1, a2) до-
вiльно заданих функцiй з L2(R → C) iснує єдиний
припустимий розв’язок, для якого ця пара є вiдпо-
вiдною (11) асимптотикою на безмежностi.

Теорема 1 дає можливiсть розв’язати пряму зада-
чу розсiяння, яка полягає в знаходженнi розв’язкiв
системи (9) за однiєю iз згадуваних пар асимптотик.
Отже, з теореми 1 слiдує, що кожнiй парi a1, a2 фун-
кцiй з L2(R→ C) вiдповiдає єдиний розв’язок прямої
задачi розсiяння для системи (9) i цьому ж розв’язку
вiдповiдає пара асимптотик b1, b2 ∈ L2(R → C) на
iншiй безмежностi. Це означає, що iснує оператор S,
який перетворює падаючi хвилi a = (a1(y), a2(x))> в
розсiянi b = (b1(y), b2(x))> i визначається рiвнiстю:

(
b1(y)
b2(x)

)
= S

(
a1(y)
a2(x)

)
. (12)

Обернена задача розсiяння для системи (9) поля-
гає в знаходженнi коефiцiєнтiв (потенцiалiв) u1, u2

за заданим оператором S.
Оператор розсiяння S̃ для системи (9) зв’язує про-

фiлi падаючих та розсiяних хвиль i визначається рiв-
нiстю

(
b1(τ)
b2(τ)

)
= S̃

(
a1(τ)
a2(τ)

)
. (13)

Простий зв’язок мiж операторами S та S̃ задає-
ться формулою (50) (див. теорему 3).

Оператор розсiяння для системи (9) можна вве-
сти, очевидно, i iншим способом. А саме, можна ви-
значити оператор ˆ̃S, наприклад, так:

(
a1(τ)
b2(τ)

)
= ˆ̃S

(
b1(τ)
a2(τ)

)
, (14)

а вiдповiдний оператор Ŝ, який перетворює падаючi
хвилi (b1(y), a2(x))> в розсiянi (a1(y), b2(x))>, матиме
такий вигляд:

(
a1(y)
b2(x)

)
= Ŝ

(
b1(y)
a2(x)

)
. (15)

Явний вигляд оператора Ŝ знайдено методом бi-
нарних перетворень у другiй частинi роботи.

Зауваження 2. Оскiльки мiж парами S, Ŝ та
S̃, ˆ̃S iснує простий та очевидний зв’язок, то надалi всi
цi оператори називатимемо операторами розсiяння.

Лема 1. [27, 3] 1. Припустимий розв’язок си-
стеми (9) з коефiцiєнтами (потенцiалами) u1(x, y),
u2(x, y), що задовольняють умови (10), може бути
зображений у виглядi:




Y1(x, y) = a1(y) +
∫ y

−∞A+
11(x, y, s)a1(s)ds+

+
∫ x

−∞A+
12(x, y, s)a2(s)ds,

Y2(x, y) = a2(x) +
∫ y

−∞A+
21(x, y, s)a1(s)ds+

+
∫ x

−∞A+
22(x, y, s)a2(s)ds,

(16)





Y1(x, y) = b1(y) +
∫ +∞

y
A−11(x, y, s)b1(s)ds+

+
∫ +∞

x
A−12(x, y, s)b2(s)ds,

Y2(x, y) = b2(x) +
∫ +∞

y
A−21(x, y, s)b1(s)ds+

+
∫ +∞

x
A−22(x, y, s)b2(s)ds,

(17)





Y1(x, y) = a1(y) +
∫ +∞

y
B−

11(x, y, s)a1(s)ds+
+

∫ x

−∞B+
12(x, y, s)b2(s)ds,

Y2(x, y) = b2(x) +
∫ +∞

y
B−

21(x, y, s)a1(s)ds+
+

∫ x

−∞B+
22(x, y, s)b2(s)ds,

(18)





Y1(x, y) = b1(y) +
∫ y

−∞B+
11(x, y, s)b1(s)ds+

+
∫ +∞

x
B−

12(x, y, s)a2(s)ds,
Y2(x, y) = a2(x) +

∫ y

−∞B+
21(x, y, s)b1(s)ds+

+
∫ +∞

x
B−

22(x, y, s)a2(s)ds,

(19)

де функцiї a1, a2, b1, b2 є асимптотиками (11)
цього розв’язку. Системи (16)–(19) визначають
оператори перетворення A(±), B(±) , ядра яких
A±ij(x, y; s), B±

ij(x, y; s), i, j = 1, 2, однозначно визна-
чаються коефiцiєнтами u1(x, y), u2(x, y) системи
(9).

2. Впровадженi таким способом функцiї
Aij(x, y, ξ), Bij(x, y, ξ), i, j = 1, 2:

Ai1(x, y, ξ) =
{

A+
i1(x, y, ξ), ξ < y

A−i1(x, y, ξ), ξ > y
, i = 1, 2; (20)

Ai2(x, y, ξ) =
{

A+
i2(x, y, ξ), ξ < x

A−i2(x, y, ξ), ξ > x
, i = 1, 2; (21)

Bi1(x, y, ξ) =
{

B+
i1(x, y, ξ), ξ < y

B−
i1(x, y, ξ), ξ > y

, i = 1, 2; (22)

Bi2(x, y, ξ) =
{

B+
i2(x, y, ξ), ξ < x

B−
i2(x, y, ξ), ξ > x

, i = 1, 2; (23)
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допускають оцiнки:
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
sup

x
|A1j(x, y; ξ)|2dydξ < +∞, (24)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
sup

x
|B1j(x, y; ξ)|2dξdy < +∞, (25)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
sup

y
|A2j(x, y; ξ)|2dxdξ < +∞, (26)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
sup

y
|B2j(x, y; ξ)|2dξdx < +∞. (27)

3. Коефiцiєнти u1, u2 системи (9) виражаю-
ться через ядра операторiв перетворення A(±), B(±)

за допомогою формул

u1(x, y) = A−12(x, y, x + 0) = −A+
12(x, y, x− 0) =

= B−
12(x, y, x + 0) = −B+

12(x, y, x− 0),
(28)

u2(x, y) = A−21(x, y, y + 0) = −A+
21(x, y, y − 0) =

= B−
21(x, y, y + 0) = −B+

21(x, y, y − 0).
(29)

Припустимий розв’язок системи (9) з задани-
ми асимптотиками a1(y) = Y1(−∞, y), a2(x) =
Y2(x,−∞) задовольняє систему iнтегральних рiвнянь





Y1(x, y) = a1(y)− ∫ x

−∞ u1(s, y)Y2(s, y)ds,

Y2(x, y) = a2(x)− ∫ y

−∞ u2(x, s)Y1(x, s)ds.
(30)

Для решти асимптотик мають мiсце аналогiчнi рiв-
няння





Y1(x, y) = b1(y) +
∫ +∞

x
u1(s, y)Y2(s, y)ds,

Y2(x, y) = b2(x) +
∫ +∞

y
u2(x, s)Y1(x, s)ds,

(31)





Y1(x, y) = a1(y)− ∫ x

−∞ u1(s, y)Y2(s, y)ds,

Y2(x, y) = b2(x) +
∫ +∞

y
u2(x, s)Y1(x, s)ds,

(32)





Y1(x, y) = b1(y) +
∫ +∞

x
u1(s, y)Y2(s, y)ds,

Y2(x, y) = a2(x)− ∫ y

−∞ u2(x, s)Y1(x, s)ds.
(33)

Пiдставляючи (16) в (30), (17) в (31), (18) в (32), (19)
в (33), отримаємо, вiдповiдно, системи iнтегральних
рiвнянь для ядер операторiв A(±), B(±):





A+
11(x, y, s) +

∫ x

−∞ u1(ξ, y)A+
21(ξ, y, s)dξ = 0,

A+
21(x, y, s) + u2(x, s)− ∫ s

y
u2(x, ξ)A+

11(x, ξ, s)dξ = 0,

s ≤ y;
(34)




A+
22(x, y, s) +

∫ y

−∞ u2(x, ξ)A+
12(x, ξ, s)dξ = 0,

A+
12(x, y, s) + u1(s, y)− ∫ s

x
u1(ξ, y)A+

22(ξ, y, s)dξ = 0,
s ≤ x;

(35)





B−
11(x, y, s) +

∫ x

−∞ u1(ξ, y)B−
21(ξ, y, s)dξ = 0,

B−
21(x, y, s)− u2(x, s)− ∫ s

y
u2(x, ξ)B−

11(x, ξ, s)dξ = 0,

s ≥ y;
(36)




B−
22(x, y, s) +

∫ y

−∞ u2(x, ξ)B−
12(x, ξ, s)dξ = 0,

B−
12(x, y, s)− u1(s, y)− ∫ s

x
u1(ξ, y)B−

22(ξ, y, s)dξ = 0,
s ≥ x;

(37)



A−12(x, y, s)− u1(s, y) +
∫ x

s
u1(ξ, y)A−22(ξ, y, s)dξ = 0,

A−22(x, y, s) +
∫ +∞

y
u2(x, ξ)A−12(x, ξ, s)dξ = 0,

s ≥ x;
(38)




A−11(x, y, s)− ∫ +∞
x

u1(ξ, y)A−21(ξ, y, s)dξ = 0,
A−21(x, y, s)− u2(x, s) +

∫ y

s
u2(x, ξ)A−11(x, ξ, s)dξ = 0,

s ≥ y;
(39)




B+
12(x, y, s) + u1(s, y) +

∫ x

s
u1(ξ, y)B+

22(ξ, y, s)dξ = 0,

B+
22(x, y, s)− ∫ +∞

y
u2(x, ξ)B+

12(ξ, y, s)dξ = 0,

s ≤ x;
(40)




B+
11(x, y, s)− ∫ +∞

x
u1(s, y)B+

21(x, ξ, s)dξ = 0,
B+

21(x, y, s) + u2(x, s) +
∫ y

s
u2(x, ξ)B+

11(x, ξ, s)dξ = 0,
s ≤ y.

(41)
Системи iнтегральних рiвнянь (36), (40) для ядер
операторiв B(±) були отриманi в роботах [27, 3].

Зауважимо, що формули (28)–(29) є простими на-
слiдками других рiвностей в системах (34)–(41).

Теорема 2. [27, 3] Нехай S̃ – оператор розсiя-
ння (13) для системи (9) з коефiцiєнтами u1 та u2,
що задовольняють умови (10). Тодi

1. Оператор S̃ допускає двосторонню фактори-
зацiю

S̃ = (I + Ã−)−1(I + Ã+) = (I + B̃+)−1(I + B̃−), (42)

де Ã±, B̃± – матричнi вольтеррiвськi оператори
Гiльберта-Шмiдта вiдповiдної полярностi.

2. У просторi L2(−∞,+∞; C2) iснує оператор
S̃−1 i

S̃ = I + F̃ , S̃−1 = I + G̃, (43)

де F̃ = ‖F̃ij‖2i,j=1, G̃ = ‖G̃ij‖2i,j=1 – матричнi опера-
тори Гiльберта-Шмiдта.

3. Антидiагональнi елементи операторiв F̃ i G̃
є фредгольмiвськими iнтегральними операторами.

4. Дiагональнi елементи F̃ i G̃ є вольтеррiвськи-
ми iнтегральними операторами:

F̃11 = F̃11+, F̃22 = F̃22+,

G̃11 = G̃11−, G̃22 = G̃22−.
(44)

Теорема 3. Нехай S – оператор (12) для си-
стеми (9) з коефiцiєнтами u1 та u2, що задоволь-
няють умови (10). Тодi

1. У просторi L2(−∞,+∞; C2) iснує обернений
оператор S−1 i

S = I + F, S−1 = I + G, (45)
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де F = ‖Fij‖2i,j=1, G = ‖Gij‖2i,j=1 – матричнi опера-
тори Гiльберта-Шмiдта.

2. Антидiагональнi елементи операторiв F i G
є фредгольмiвськими iнтегральними операторами.

3. Дiагональнi елементи F i G є вольтеррiвськи-
ми iнтегральними операторами:

F11 = F11+, F22 = F22+, G11 = G11−, G22 = G22−
(46)

зi змiнною верхньою (F11+, F22+) та нижньою
(G11−, G22−) межами iнтегрування вiдповiдно.

4. Оператор S допускає факторизацiю

S = (I + A(−))−1(I + A(+)), (47)

де оператори A(±) визначаються системами (16)–
(17) леми 1.

¤ Доведення. Визначимо оператор Ty,x так:

Ty,x =
(

θ(y→x) 0
0 1

)
, Ty,x

(
f1(y)
f2(x)

)
= (48)

=
(

θ(y→x)f1(y)
f2(x)

)
=

(
f1(x)
f2(x)

)
, (49)

де f1(y), f2(x) – довiльнi функцiї з L2(R → C). З
означення оператора S (12) та оператора розсiяння
S̃ (див. теорему 2) слiдує, що

S = (Ty,x)−1S̃Ty,x = Tx,yS̃Ty,x. (50)

З рiвностi (50) отримаємо такi спiввiдношення мiж
елементами операторiв S та S̃:

F11 = θ(x→y)

(∫ x

−∞ F̃11(x, τ) · dτ
)

θ(y→x),

F12 = θ(x→y)

∫ +∞
−∞ F̃12(x, τ) · dτ,

F21 =
(∫ +∞
−∞ F̃21(x, τ) · dτ

)
θ(x→y),

F22 =
∫ x

−∞ F̃22(x, τ) · dτ.

(51)

Отже, F11 та F22 є вольтеррiвськими iнтегральними
операторами зi змiнною верхньою межею iнтегрува-
ння, а оператори F12, F21 – фредгольмiвськi. За тео-
ремою 2 до оператора S̃ iснує обернений S̃−1. Тому

∃S−1 = Tx,yS̃−1Ty,x. (52)

З рiвностi (52) слiдує, що оператори G11 := G11−,
G22 := G22− – вольтеррiвськi, а G12, G21 – фредголь-
мiвськi. Отже, оператори F i G мають такий вигляд:

F =

( ∫ y

−∞ F11(y, s) · ds
∫ +∞
−∞ F12(τ, y) · dτ∫ +∞

−∞ F21(x, s) · ds
∫ x

−∞ F22(x, τ) · dτ

)
,

G =

( ∫ y

+∞G11(y, s) · ds
∫ +∞
−∞ G12(τ, y) · dτ∫ +∞

−∞ G21(x, s) · ds
∫ x

+∞G22(x, τ) · dτ

)
.

Прирiвнюючи зображення (16) та (17), отримаємо

(I + A(+))a = (I + A(−))b, (53)

За теоремою 1 до операторiв I + A(+) та I + A(−)

iснують оберненi. Враховуючи визначення оператора
S (12), з рiвностi (53) отримаємо факторизацiю (47).
¥

II. Обернена задача з виродженими
даними розсiяння

Лема 2. [27, 3] Oператор розсiяння однозна-
чно визначається одним iз наборiв операторiв
F12, G21 або F21, G12.

Нехай пара операторiв F12, G21 є вiдомою. Роз-
пишемо одне з операторних рiвнянь на ядра F, G,
породжених матричним рiвнянням (I+F )(I+G) = I:

∫ y

−∞ F11(y, s) · ds +
∫ y

+∞G11(y, s) · ds+

+
∫ +∞
−∞ F12(τ, y)

( ∫ +∞
−∞ G21(τ, z) · dz

)
dτ+

+
∫ y

−∞ F11(y, s)
( ∫ s

+∞G11(s, z) · dz
)
ds = 0.

(54)

Операторне рiвняння (54) рiвносильне системi iнте-
гральних рiвнянь для ядер операторiв F11 та G11:





∫ +∞
−∞ F12(τ, y)G21(τ, z)dτ + F11(y, z)−
− ∫ z

−∞ F11(y, s)G11(s, z)ds = 0, z ≤ y,

− ∫ +∞
−∞ F12(τ, y)G21(τ, z)dτ + G11(y, z)+
+

∫ y

−∞ F11(y, s)G11(s, z)ds = 0, z ≥ y.

(55)

Зауваження 3. Згiдно з лемою 2 система (55)
має єдиний розв’язок.

Надалi розглядатимемо виродженi данi розсiян-
ня. А саме, нехай ядра операторiв F12, G21 фактори-
зуються так:

F12(x, y) = p1(y)q>1 (x),
G21(x, y) = q2(x)p>2 (y), (56)

де p1(y) := (p11(y), . . . , p1n(y)), p2(y) :=
(p21(y), . . . , p2n(y)), q2(x) := (q21(x), . . . , q2n(x)),
q1(x) := (q11(x), . . . , q1n(x)) – вектор-функцiї роз-
мiрностi (1 × n), компоненти яких є лiнiйно незале-
жними. Покажемо, що ядра F11, G11 тодi теж допу-
скатимуть факторизацiю. Нехай F ∗11(y, z), при y ≥ z
та G∗11(y, z), при y ≤ z – розв’язок системи (55).
Визначимо оператори R та K спiввiдношенням:

Kh(y, z) = −p1(y)
{ ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
}

p>2 (z)+
+Rh(y, z),

Rh(y, z) =
∫ z

−∞ h(y, s)G∗11(s, z)ds, h ∈ H,

(57)

H =
{

h(y, z) : E → C
∣∣∣

||h||2 :=
∫ +∞
−∞

∫ y

−∞ |h(y, z)|2dzdy < +∞
}

,

E =
{

(y, z) ∈ R2
∣∣∣z ≤ y

}
,

(58)

Позначимо

M :=
∫ +∞

−∞

( ∫ z

−∞
|G∗11(s, z)|2ds

)
dz. (59)
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Для величини ||Rh||2 виконуватиметься така оцiнка:

||Rh||2 =
∫ +∞
−∞

∫ y

−∞

∣∣∣
∫ z

−∞ h(y, s)G∗11(s, z)ds
∣∣∣
2

dzdy ≤
≤ ∫ +∞

−∞
∫ y

−∞
( ∫ z

−∞ |h(y, s)|2ds
)( ∫ z

−∞ |G∗11(s, z)|2ds
)
dzdy ≤

≤ ∫ +∞
−∞

( ∫ y

−∞ |h(y, s)|2ds
)∫ y

−∞
( ∫ z

−∞ |G∗11(s, z)|2ds
)
dzdy ≤

≤ ∫ +∞
−∞

( ∫ y

−∞ |h(y, s)|2ds
)∫ +∞
−∞

( ∫ z

−∞ |G∗11(s, z)|2ds
)
dzdy = ||h||2M.

(60)

Подiбну оцiнку отримуємо i для ||R2h||2:

||R2h||2 =
∫ +∞
−∞

∫ y

−∞
(∫ z

−∞
{∫ s1

−∞ h(y, s2)G11(s2, s1)ds2

}
G11(s1, z)ds1

)2

dzdy ≤

≤ ∫ +∞
−∞

∫ y

−∞

(∫ z

−∞
{(∫ s1

−∞ |h(y, s2)|2ds2

) (∫ s1

−∞ |G11(s2, s1)|2ds2

)} 1
2

G11(s1, z)ds1

)2

dzdy ≤

≤ ∫ +∞
−∞

(∫ y

−∞ |h(y, s2)|2ds2

) ∫ y

−∞

(∫ z

−∞
{(∫ s1

−∞ |G11(s2, s1)|2ds2

)} 1
2

G11(s1, z)ds1

)2

dzdy ≤
≤ ∫ +∞

−∞
(∫ y

−∞ |h(y, s2)|2ds2

) ∫ y

−∞
(∫ z

−∞
∫ s1

−∞ |G11(s2, s1)|2ds2ds1

)(∫ z

−∞ |G11(s1, z)|2ds1

)
dzdy ≤

≤ 1
2

(∫ +∞
−∞

∫ y

−∞ |h(y, s2)|2ds2dy
) (∫ +∞

−∞
∫ s1

−∞ |G11(s2, s1)|2ds2ds1

)2

≤ 1
2 ||h||2M2.

(61)

Оцiнимо ||R3h||2:

||R3h||2 ≤ ∫ +∞
−∞

∫ y

−∞

∣∣∣
∫ z

−∞
{∫ s1

−∞
{∫ s2

−∞ h(y, s3)G∗11(s3, s2)ds3

}
G∗11(s2, s1)ds2

}
G∗11(s1, z)ds1

∣∣∣
2

dzdy ≤

≤ ∫ +∞
−∞

∫ y

−∞

∣∣∣
∫ z

−∞

{∫ s1

−∞
{∫ s2

−∞ |h(y, s3)|2ds3

∫ s2

−∞ |G∗11(s3, s2)|2ds3

} 1
2

G∗11(s2, s1)ds2

}
·

·G∗11(s1, z)ds1

∣∣∣
2

dzdy ≤ ||h||2 ∫ +∞
−∞

∣∣∣
∫ z

−∞

{∫ s1

−∞
{∫ s2

−∞ |G∗11(s3, s2)|2ds3

} 1
2

G∗11(s2, s1)ds2

}
·

·G∗11(s1, z)ds1

∣∣∣
2

dz ≤ ||h||2 ∫ +∞
−∞

∣∣∣
∫ z

−∞
({∫ s1

−∞
∫ s2

−∞ |G∗11(s3, s2)|2ds3ds2

}{∫ s1

−∞ |G∗11(s2, s1)|2ds2

}) 1
2 ·

·G∗11(s1, z)ds1

∣∣∣
2

dz ≤ ||h||2 ∫ +∞
−∞

∣∣∣
(∫ z

−∞
{∫ s1

−∞
∫ s2

−∞ |G∗11(s3, s2)|2ds3ds2

}{∫ s1

−∞ |G∗11(s2, s1)|2ds2

}
ds1

)
·

·
(∫ z

−∞ |G∗11(s1, z)|2ds1

)
dz = 1

2 ||h||2
∫ +∞
−∞

∣∣∣
(∫ z

−∞
∫ s2

−∞ |G∗11(s1, s2)|2ds1ds2

)2

·
·
(∫ z

−∞ |G∗11(s1, z)|2ds1

)
dz ≤ 1

3! ||h||2M3

(62)

За iндукцiєю слiдує, що ||Rmh||2 ≤ 1
m!‖h‖2Mm.

Отже, Rm – стиск для деякого натурального m. От-
же, рiвняння Kh = h має єдиний розв’язок F ∗11(y, z).

Подiявши оператором K на функцiю F12(z, y) :=
p1(y)q>1 (z), отримаємо

K(p1(y)q>1 (z)) = p1(y)(−
{ ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
}

p>2 (z)+

+
∫ z

−∞ q>1 (s)G11(s, z)ds) := p1(y)f̃>1 (z).
(63)

Аналогiчно отримується, що Km(p1(y)q>1 (z)) =
p1(y)f̃>m(z), де f̃m(z) – деяка вектор-функцiя розмiр-
ностi (1× n).

З iншого боку, Km(p1(y)q>1 (z)) → F ∗11(y, z), при
m →∞. Тому

F ∗11(y, z) = p1(y)f>2 (z), (64)

де f2(z) – деяка вектор-функцiя розмiрностi (1× n).
Аналогiчно отримується, що

G∗11(y, z) = g1(y)p>2 (z), (65)

де g1(y) – деяка вектор-функцiя розмiрностi (1× n).

Отже, ми довели таку теорему:

Теорема 4. Якщо данi розсiяння F12, G21 є
виродженими, тобто подаються у виглядi (56), то
ядра операторiв F11, G11 допускатимуть фактори-
зацiї (64) та (65) вiдповiдно.

Враховуючи зображення (56), (64), (65) система
(55) набуде такого вигляду:





p1(y)
{ ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
}

p>2 (z) + p1(y)f>2 (z)−
−p1(y)

{ ∫ z

−∞ f>2 (s)g1(s)ds
}

p>2 (z) = 0,

−p1(y)
{ ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
}

p>2 (z) + g1(y)p>2 (z)+

+p1(y)
{ ∫ y

−∞ f>2 (s)g1(s)ds
}

p>2 (z) = 0,

(66)
Очевидно, що вектор-функцiї f>2 (z) та g1(z) мо-

жна подати у виглядi:

f>2 (z) = P2(z)p>2 (z), g1(y) = p1(y)P1(y), (67)
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де P1(y) i P2(x) – невиродженi матричнi функцiї роз-
мiрностi (n× n). Тодi система (66) набуде вигляду:





f1(y)
{( ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)
+P2(z)−

−
(∫ z

−∞ P2(s)p>2 (s)p1(s)P1(s)ds
)}

p>2 (z) = 0,

p1(y)
{
−

( ∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
+P1(z)+

+
(∫ z

−∞ P2(s)p>2 (s)p1(s)P1(s)ds
)}

g>2 (z) = 0,

(68)
Для знаходження P1(z) та P2(z) достатньо знайти
розв’язок такої системи:





( ∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
+P2(z)−

−
(∫ z

−∞ P2(s)p>2 (s)p1(s)P1(s)ds
)

= 0,

−
( ∫ +∞

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)
+P1(z)+

+
(∫ z

−∞ P2(s)p>2 (s)p1(s)P1(s)ds
)

= 0.

(69)

Розв’язок системи (69) виглядає так:

P1(z) = −
{ ∫ z

−∞ p>2 (s)p1(s)ds−
−

(∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)−1 }−1

,
(70)

P2(z) =
{ ∫ z

−∞ p>2 (s)p1(s)ds−
−

(∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)−1 }−1

.
(71)

Вiдповiдно, ядра F11(y, z) та G11(y, z) можна зобра-
зити так:

F11(y, z) = −p1(y)
(∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
·

·∆−1
1−(+∞, z)p>2 (z),

(72)

G11(y, z) = p1(y)
(∫ +∞
−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
·

·∆−1
1−(+∞, y)p>2 (z),

(73)

де

∆1−(x, y) := I −
(∫ y

−∞ p>2 (s)p1(s)ds
)
·

·
(∫ x

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)

.
(74)

З операторного рiвняння

∫ x

−∞ F22(x, τ) · dτ +
∫ x

+∞G22(x, τ) · dτ +
∫ +∞
−∞ G21(x, s)

( ∫ +∞
−∞ F12(s, τ) · dτ

)
ds+

+
∫ x

+∞G22(y, s)
( ∫ τ

−∞ F22(τ, r) · dr
)
dτ = 0,

(75)

слiдує система для знаходження F22 та G22:
{ ∫ +∞

−∞ G21(x, s)F12(s, τ)ds + F22(x, τ) +
∫ x

+∞G22(x, τ)F22(r, τ)dr = 0, τ ≤ x,

− ∫ +∞
−∞ G21(x, s)F12(s, τ)ds + G22(x, τ)− ∫ τ

+∞G22(x, r)F22(r, τ)dr = 0, τ ≥ x.
(76)

Для системи (76) справедливий аналог теореми 4:

Теорема 5. Якщо данi розсiяння F12, G21 є
виродженими, тобто подаються у виглядi (56), то
ядра операторiв F22, G22 допускають такi фактори-
зацiї:

F22(x, τ) = f1(x)q>1 (τ), (77)

G22(x, τ) = q2(x)g>2 (τ). (78)

Система iнтегральних рiвнянь (76) розв’язується
аналогiчно до системи (55). Ядра F22, G22 матимуть
такий вигляд:

F22(x, τ) = −q2(x)∆−1
2+(x,+∞)·

·
(∫ +∞
−∞ p>2 (s)p1(s)ds

)
q>1 (τ),

(79)

G22(x, τ) = q2(x)∆−1
2+(τ, +∞)·

·
(∫ +∞
−∞ p>2 (s)p1(s)ds

)
q>1 (τ),

(80)

де

∆2+(x, y) := I+
+

(∫ y

−∞ p>2 (s)p1(s)ds
) (∫ x

+∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)

.
(81)

З операторних рiвностей

F21 = −(I + F22)G21(I + G11)−1,
G12 = −(I + G11)F12(I + F22)−1,

(82)

знайдемо ядра F21 та G12, скориставшись таким
твердженням:

Твердження 1. У випадку вироджених да-
них розсiяння F12 та G21 (56) оберненi оператори
(I + F22)−1 та (I + G11)−1 матимуть такий вигляд:

(I + G11)−1 =
(
I + p1(y)

(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
·

·∆−1
1−(+∞, y)

∫ y

+∞ p>2 (z) · dz
)−1

=

=
(
I − p1(y)

(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
·

· ∫ y

+∞∆−1
1−(+∞, z)p>2 (z) · dz

)
.

(83)

(I + F22)−1 =
(
I − q2(x)∆−1

2+(x, +∞)·
·
(∫ +∞
−∞ p>2 p1dτ

) ∫ x

−∞ q>1 (τ) · dτ
)−1

=

= I + q2(x)
∫ x

−∞∆−1
2+(τ, +∞)·

·
(∫ +∞
−∞ p>2 p1dτ

)
q>1 (τ) · dτ

(84)
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¤ Доведення. Правильнiсть формул (83) та (84)
можна перевiрити їхньою безпосередньою пiдстанов-
кою в операторнi рiвностi

(I + F22)(I + F22)−1 = (I + F22)−1(I + F22) = I, (85)

(I +G22)(I +G22)−1 = (I +G22)−1(I +G22) = I, (86)

використовуючи формули для композицiй iнтеграль-
них операторiв зi вступу. ¥

Запишемо рiвнiсть для знаходження оператора
F21 (82):

F21 = −
(
I − q2(x)∆−1

2+(x,+∞)·
·
(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

) ∫ x

−∞ q>1 (τ) · dτ
)
◦

◦
(
q2(x)

∫ +∞
−∞ p>2 (z) · dz

)
◦

(
I − p1(y)·

·
(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

) ∫ y

+∞∆−1
1−(+∞, z)p>2 (z) · dz

)
.

(87)

За допомогою технiчних перетворень з операторної
композицiї (87) знаходимо оператор F21 i, вiдповiд-

но, його ядро, яке матиме такий вигляд:

F21(x, y) = −q2(x)∆−1
2+(x, +∞)·

·∆1−(+∞,+∞)∆−1
1−(+∞, y)p>2 (y),

(88)

де

∆̃1−(x, y) := I −
(∫ x

−∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)
·

·
(∫ y

−∞ p>2 (s)p1(s)ds
)

,

∆̃2+(x, y) := I +
(∫ x

+∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)
·

·
(∫ y

−∞ p>2 (s)p1(s)ds
)

.

(89)

Аналогiчно знаходиться ядро G12:

G12(x, y) = −p1(y)∆̃−1
1−(+∞, y)·

·∆̃−1
1−(+∞, +∞)∆̃−1

2+(x,+∞)q>1 (x).
(90)

Як пiдсумок попереднiх результатiв сформулює-
мо таку теорему.

Теорема 6. У випадку вироджених даних розсiяння F12, G21 (56) оператор S (12) матиме вигляд

S = I +

( ∫ y

−∞ F11(y, s) · ds
∫ +∞
−∞ F12(τ, y) · dτ∫ +∞

−∞ F21(x, s) · ds
∫ x

−∞ F22(x, τ) · dτ

)
, (91)

де ядра оператора F11, F21, F22 визначаються формулами (72), (88), (79), вiдповiдно.

Обернений оператор S−1 матиме вигляд

S−1 = I +

( ∫ y

+∞G11(y, s) · ds
∫ +∞
−∞ G12(τ, y) · dτ∫ +∞

−∞ G21(x, s) · ds
∫ x

+∞G22(x, τ) · dτ

)
, (92)

де ядра оператора G11, G12, G22 визначаються формулами (73), (90), (80) вiдповiдно.

III. Рiвняння оберненої задачi та їх розв’язки

Знайдемо зв’язок мiж даними розсiяння та ядрами операторiв перетворення. Прирiвнюючи першi рiвностi
(18) та (19), приймаючи a1 = 0, b1 = F12a2, b2 = a2 + F22a2, отримаємо

{
B+

11(x, y, ξ) +
∫ +∞

x
B−

12(x, y, s)G21(s, ξ)ds = 0, ξ ≤ y,
B−

12(x, y, ξ) +
∫ y

−∞B+
11(x, y, s)F12(s, ξ)ds + F12(y, ξ) = 0, ξ ≥ x;

(93)

Аналогiчно з рiвностей (18) та (19) отримуємо другу систему рiвнянь на ядра операторiв B(±)

{
B−

22(x, y, ξ) +
∫ y

−∞B+
21(x, y, s)F12(s, ξ)ds = 0, ξ ≥ x,

B+
21(x, y, ξ) + G21(x, ξ) +

∫ +∞
x

B−
22(x, y, s)G21(s, ξ)ds = 0, ξ ≤ y.

(94)

Системи (93)–(94) є системами iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду, якi у випадку вироджених
даних розсiяння F12, G21 (56) розв’язуються явно, що й було продемонстровано в роботах [27, 3].

Аналогiчно з рiвностей (18)–(19) отримаємо решту систем для ядер операторiв перетворення B(±)

{
B−

21(x, y, ξ) + F21(x, ξ) +
∫ x

−∞B+
22(x, y, s)F21(s, ξ)ds = 0, ξ ≥ y,

B+
22(x, y, ξ) +

∫ +∞
y

B−
21(x, y, s)G12(s, ξ)ds = 0, ξ ≤ x;

(95)

{
B−

11(x, y, ξ) +
∫ x

−∞B+
12(x, y, s)F21(s, ξ)ds = 0, ξ ≥ y,

B+
12(x, y, ξ) + G12(y, ξ) +

∫ +∞
y

B−
11(x, y, s)G12(s, ξ)ds = 0, ξ ≤ x;

(96)
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Системи (95)–(96) теж є системами iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду. За теоремою 5, у випадку
вироджених даних розсiяння F12, G21 (56) ядра усiх елементiв оператора S та оберненого оператора S−1

будуть виродженими, зокрема ядра F21, G12. Тому системи iнтегральних рiвнянь (95)–(96) розв’язуються
аналогiчно до систем (93)–(94). З систем (93)–(96) у випадку вироджених даних розсiяння F12 та G21 (56)
отримаємо такий вигляд ядер операторiв перетворення:

B+
11(x, y, ξ) = −p1(y)

(∫ x

+∞
q1(τ)>q2(τ)dτ

)
∆−1

2+(x, y)p>2 (ξ), (97)

B+
12(x, y, ξ) = p1(y)∆̃−1

2+(x, y)∆̃2+(x,+∞)∆̃−1
2+(ξ, +∞)q>1 (ξ), (98)

B+
21(x, y, ξ) = −q2(x)∆−1

2+(x, y)p>2 (ξ), (99)

B+
22(x, y, ξ) = −q2(x)∆−1

2+(x, y)
(∫ y

+∞
p>2 (s)p1(s)ds

)
∆̃−1

2+(ξ, +∞)q>1 (ξ), (100)

B−
11(x, y, ξ) = p1(y)∆̃−1

2+(x, y)
(∫ x

−∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
∆−1

1−(+∞, ξ)p>2 (ξ), (101)

B−
12(x, y, ξ) = −p1(y)∆̃−1

2+(x, y)q>1 (ξ), (102)

B−
21(x, y, ξ) = q2(x)∆−1

2+(x, y)∆1−(+∞, y)∆−1
1−(+∞, ξ)p>2 (ξ), (103)

B−
22(x, y, ξ) = q2(x)∆−1

2+(x, y)
(∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

)
q>1 (ξ). (104)

Використавши ядра (97)–(104), запишемо оператори B(+) та B(−):

(B(+))11 = −p1(y)
(∫ x

+∞
q1(τ)>q2(τ)dτ

)
∆−1

2+(x, y)
∫ y

−∞
p>2 (ξ) · dξ, (105)

(B(+))12 = p1(y)∆̃−1
2+(x, y)∆̃2+(x,+∞)

∫ x

−∞
∆̃−1

2+(ξ, +∞)q>1 (ξ) · dξ, (106)

(B(+))21 = −q2(x)∆−1
2+(x, y)

∫ y

−∞
p>2 (ξ) · dξ, (107)

(B(+))22 = −q2(x)∆−1
2+(x, y)

(∫ y

+∞
p>2 (s)p1(s)ds

) ∫ x

−∞
∆̃−1

2+(ξ, +∞)q>1 (ξ) · dξ, (108)

(B(−))11 = p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

(∫ x

−∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

) ∫ +∞

y

∆−1
1−(+∞, ξ)p>2 (ξ) · dξ, (109)

(B(−))12 = −p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

∫ +∞

x

q>1 (ξ) · dξ, (110)

(B(−))21 = q2(x)∆−1
2+(x, y)∆1−(+∞, y)

∫ +∞

y

∆−1
1−(+∞, ξ)p>2 (ξ) · dξ, (111)

(B(−))22 = q2(x)∆−1
2+(x, y)

(∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

) ∫ +∞

x

q>1 (ξ) · dξ. (112)

Аналогiчно, з рiвностей (16)–(17) знаходимо системи для ядер операторiв A(+) та A(−):




A+
12(x, y, ξ) = F12(y, ξ) +

∫ +∞
y

A−11(x, y, s)F12(s, ξ)ds +
∫ +∞

x
A−12(x, y, s)F22(s, ξ)ds, ξ ≤ x,

A+
11(x, y, ξ) = F11(y, ξ) +

∫ +∞
y

A−11(x, y, s)F11(s, ξ)ds +
∫ +∞

x
A−12(x, y, s)F21(s, ξ)ds, ξ ≤ y,

A−11(x, y, ξ) = −G11(y, ξ)− ∫ y

−∞A+
11(x, y, s)G11(s, ξ)ds +

∫ x

−∞A+
12(x, y, s)G21(s, ξ)ds, ξ ≥ y,

A−12(x, y, ξ) = G12(y, ξ) +
∫ y

−∞A+
11(x, y, s)G12(s, ξ)ds− ∫ x

−∞A+
12(x, y, s)G22(s, ξ)ds, ξ ≥ x;

(113)





A+
22(x, y, ξ) = F22(x, ξ) +

∫ +∞
y

A−21(x, y, s)F12(s, ξ)ds +
∫ +∞

x
A−22(x, y, s)F22(s, ξ)ds, ξ ≤ x,

A+
21(x, y, ξ) = F21(x, ξ) +

∫ +∞
y

A−21(x, y, s)F11(s, ξ)ds +
∫ +∞

x
A−22(x, y, s)F21(s, ξ)ds, ξ ≤ y,

A−21(x, y, ξ) = G21(x, ξ)− ∫ y

−∞A+
21(x, y, s)G11(s, ξ)ds +

∫ x

−∞A+
22(x, y, s)G21(s, ξ)ds, ξ ≥ y,

A−22(x, y, ξ) = −G22(x, ξ) +
∫ y

−∞A+
21(x, y, s)G12(s, ξ)ds− ∫ x

−∞A+
22(x, y, s)G22(s, ξ)ds, ξ ≥ x.

(114)
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Системи (113) та (114) є системами iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду. Оскiльки згiдно з те-
оремою 5 ядра операторiв F та G виродженi, то системи (113) та (114) також можна розв’язати явно. У
результатi отримаємо такi розв’язки систем:

A−11(x, y, ξ) = p1(y)
(∫ x

+∞
q1(τ)>q2(τ)dτ

)
∆−1

2+(x, y)p>2 (ξ), (115)

A−12(x, y, ξ) = −p1(y)∆̃−1
2+(x, y)∆̃2+(x,+∞)∆̃−1

2+(ξ, +∞)q>1 (ξ), (116)

A−21(x, y, ξ) = q2(x)∆−1
2+(x, y)p>2 (ξ), (117)

A−22(x, y, ξ) = q2(x)∆−1
2+(x, y)

(∫ y

+∞
p>2 (s)p1(s)ds

)
∆̃−1

2+(ξ, +∞)q>1 (ξ), (118)

A+
11(x, y, ξ) = −p1(y)∆̃−1

2+(x, y)
(∫ x

−∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

)
∆−1

1−(+∞, ξ)p>2 (ξ), (119)

A+
12(x, y, ξ) = p1(y)∆̃−1

2+(x, y)q>1 (ξ), (120)

A+
21(x, y, ξ) = −q2(x)∆−1

2+(x, y)∆1−(+∞, y)∆−1
1−(+∞, ξ)p>2 (ξ), (121)

A+
22(x, y, ξ) = −q2(x)∆−1

2+(x, y)
(∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

)
q>1 (ξ). (122)

Випишемо явний вигляд елементiв операторiв A(+), A(−), використавши вигляд їхнiх ядер (115)–(122):

(A(−))11 = p1(y)
(∫ x

+∞
q1(τ)>q2(τ)dτ

)
∆−1

2+(x, y)
∫ +∞

y

p>2 (ξ) · dξ, (123)

(A(−))12 = −p1(y)∆̃−1
2+(x, y)∆̃2+(x,+∞)

∫ +∞

x

∆̃−1
2+(ξ,+∞)q>1 (ξ) · dξ, (124)

(A(−))21 = q2(x)∆−1
2+(x, y)

∫ +∞

y

p>2 (ξ) · dξ, (125)

(A(−))22 = q2(x)∆−1
2+(x, y)

(∫ y

+∞
p>2 (s)p1(s)ds

) ∫ +∞

x

∆̃−1
2+(ξ, +∞)q>1 (ξ) · dξ, (126)

(A(+))11 = −p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

(∫ x

−∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

) ∫ y

−∞
∆−1

1−(+∞, ξ)p>2 (ξ) · ds, (127)

(A(+))12 = p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

∫ x

−∞
q>1 (ξ) · dξ, (128)

(A(+))21 = −q2(x)∆−1
2+(x, y)∆1−(+∞, y)

∫ y

−∞
∆−1

1−(+∞, ξ)p>2 (ξ) · dξ, (129)

(A(+))22 = −q2(x)∆−1
2+(x, y)

(∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

) ∫ x

−∞
q>1 (ξ) · dξ. (130)

Скориставшись лемою 1 (див. формули (28)–(29)), отримаємо такi потенцiали u1(x, y), u2(x, y) у випадку
вироджених даних розсiяння F12, G21 (56):

u1(x, y) = p1(y)∆̃−1
2+(x, y)q>1 (x), (131)

u2(x, y) = −q2(x)∆−1
2+(x, y)p>2 (y). (132)

Записавши ∆2+(x, y) та ∆̃2+(x, y) за формулами (81), (89), отримаємо явний вигляд потенцiалiв u1(x, y) та
u2(x, y):

u1(x, y) = p1(y)
{

I +
(∫ x

+∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

) (∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

)}−1

q>1 (x), (133)

u2(x, y) = −q2(x)
{

I +
(∫ y

−∞
p>2 (s)p1(s)ds

) (∫ x

+∞
q>1 (τ)q2(τ)dτ

)}−1

p>2 (y). (134)
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Використавши формули (16)–(19) леми 1 та вигляд операторiв B(±) (105)–(112) та A(±) (123)–(130) отримаємо
зображення розв’язкiв системи Дiрака (9) у випадку вироджених даних розсiяння F12 та G21:





Y1(x, y) = a1(y) + p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

{
−

(∫ x

−∞ q>1 q2dτ
) ∫ y

−∞∆−1
1−(+∞, s)p>2 (s)a1(s)ds+

+
∫ x

−∞ q>1 (s)a2(s)ds
}

,

Y2(x, y) = a2(x)− q2(x)∆−1
2+(x, y)

{
∆1−(+∞, y)

∫ y

−∞∆−1
1−(+∞, s)p>2 (s)a1(s)ds+

+
(∫ y

−∞ p>2 p1ds
) ∫ x

−∞ q>1 (s)a2(s)ds
}

,

(135)





Y1(x, y) = b1(y) + p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

{(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
) ∫ +∞

y
p>2 (s)b1(s)ds−

−∆̃2+(x,+∞)
∫ +∞

x
∆̃−1

2+(s,+∞)q>1 (s)b2(s)ds
}

,

Y2(x, y) = b2(x) + q2(x)∆−1
2+(x, y)

{∫ +∞
y

p>2 (s)b1(s)ds+

+
(∫ y

+∞ p>2 p1ds
) ∫ +∞

x
∆̃−1

2+(s, +∞)q>1 (s)b2(s)ds
}

,

(136)





Y1(x, y) = a1(y) + p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

{(∫ x

−∞ q>1 q2dτ
) ∫ +∞

y
∆−1

1−(+∞, s)p>2 (s)a1(s)ds+

+∆̃2+(x,+∞)
∫ x

−∞ ∆̃−1
2+(s,+∞)q>1 (s)b2(s)ds

}
,

Y2(x, y) = b2(x) + q2(x)∆−1
2+(x, y)

{
∆1−(+∞, y)

∫ +∞
y

∆−1
1−(+∞, s)p>2 (s)a1(s)ds−

−
(∫ y

+∞ p>2 p1ds
) ∫ x

−∞ ∆̃−1
2+(s, +∞)q>1 (s)b2(s)ds

}
,

(137)





Y1(x, y) = b1(y) + p1(y)∆̃−1
2+(x, y)

{
−

(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
) ∫ y

−∞ p>2 (s)b1(s)ds−
− ∫ +∞

x
q>1 (s)a2(s)ds

}
,

Y2(x, y) = a2(x) + q2(x)∆−1
2+(x, y)

{
− ∫ y

−∞ p>2 (s)b1(s)ds+

+
(∫ y

−∞ p>2 p1ds
) ∫ +∞

x
q>1 (s)a2(s)ds

}
.

(138)

Пiдсумуємо отриманi результати стосовно опера-
торiв A(±), B(±) та потенцiалiв u1(x, y), u2(x, y) у ви-
глядi теореми:

Теорема 7. У випадку вироджених даних роз-
сiяння F12 та G21 (56) оператори перетворень A(±)

та B(±) матимуть вигляд (105)–(112) та (123)–
(130) вiдповiдно. Потенцiали u1(x, y), u2(x, y) зобра-
жатимуться у виглядi (133)–(134)

Теорема 8. [27, 3] Для будь-яких даних розсi-
яння F12, G21 i довiльного ε > 0 iснують виродженi
данi розсiяння F12,ε(x, y) = p̃1(y)q̃>1 (x), G21,ε(x, y) =
q̃2(x)p̃>2 (y), де p̃1(y) := (p̃11(y), . . . , p̃1n(y)), p̃2(y) :=
(p̃21(y), . . . , p̃2n(y)), q̃2(x) := (q̃21(x), . . . , q̃2n(x)),
q̃1(x) := (q̃11(x), . . . , q̃1n(x)) – вектор-функцiї роз-
мiрностi (1 × n), компоненти яких є лiнiйно неза-
лежними, такi, що ‖F12(x, y) − F12,ε(x, y)‖= < ε,
‖G21(x, y)−G21,ε(x, y)‖= < ε, де

= =
{

f : R2 −→ C
∣∣∣

||f ||2 :=
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ |f(x, y)|2dxdy < +∞

} (139)

¤ Доведення. Слiдує з загальної теорiї апрокси-
мацiї функцiй в L2(R2 → C) [27] ¥

Теорема 9. Нехай задана система вигляду
(9) з коефiцiєнтами u1(x, y), u2(x, y) i її допусти-
мий розв’язок Y1(x, y), Y2(x, y). Тодi

1. Для довiльного ε > 0 знайдеться система
(9), яка точно розв’язується, з коефiцiєнтами u1,ε,
u2,ε вигляду (133), (134), якi задовольняють умови
‖u1,ε − u1‖L2 < ε, ‖u2,ε − u2‖L2 < ε

2. Iснують такi пари функцiй (a1, a2), (b1, b2),
(a1, b2), (b1, a2), де ai, bj ∈ L2(R → C), i, j =

1, 2, що розв’язок Yε(x, y) :=
(

Y1,ε(x, y)
Y2,ε(x, y)

)
систе-

ми (1) з коефiцiєнтами u1,ε, u2,ε, який задається
однiєю з систем (135)–(138), близький до Y (x, y) :=(

Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
, тобто ‖Yε − Y ‖Υ < ε.

¤ Доведення. Проводиться аналогiчно до дове-
дення вiдповiдної теореми з роботи [27]. ¥

Зауваження 4. Теорема 9 узагальнює вiдпо-
вiдну теорему 6 з роботи [27], яка є її частковим ви-
падком.

IV. Оператори бiнарних перетворень

Далi ми наводимо необхiдний мiнiмум позна-
чень, якi використовуються пiд час формулювання
основної теореми – теореми про бiнарнi перетворення
для загального iнтегро-диференцiального оператора
(140). Доведення цiєї теореми, а також її важливих
наслiдкiв, якi дають можливiсть її застосування в те-
орiї iнтегровних лаксових рiвнянь, наведено в роботi
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[28] (див. також [29]).
Нехай функцiї ϕ та ψ є фiксованими (N ×

K)- матричними розв’язками лiнiйної iнтегро-
диференцiальної задачi

L{ϕ} := αϕy −
n∑

i=0

uiϕ
(i) + qM0Ω[r, ϕ] = ϕΛ, (140)

та транспонованої задачi

Lτ{ψ} := −αψy −
n∑

i=0

(−1)i(u>i ψ)(i)−
−rM>

0 Ω[q, ψ] = ψΛ̃,
(141)

з матричними (N × N) коефiцiєнтами ui =
ui(x, y), i = 0, n та α ∈ R ∪ iR. Λ, Λ̃ та M0 – ста-
лi матрицi розмiрностi (K ×K) та (l × l) вiдповiдно;
q = q(x, y) та r = r(x, y) – матричнi функцiї розмiр-
ностi (N × l); Ω[r, ϕ], Ω[q, ψ] – функцiї, що задоволь-
няють умови: Ωx[r, ϕ] = r>ϕ, Ωx[q, ψ] = q>ψ.

Теорема 10. Нехай функцiї f та g розмiрно-
стi (N × 1) є розв’язками спектральних задач

L{f} := αfy −
n∑

i=0

uif
(i) + qM0Ω[r, f ] = fλ , (142)

Lτ{g} := −αgy −
n∑

i=0

(−1)i(u>i g)(i)−
−rM>

0 Ω[q, g] = gλ̃ ,
(143)

з власними значеннями λ, λ̃ ∈ C вiдповiдно, i фун-
кцiями Ω[r, f ] та Ω[q, g], де Ωx[r, f ] = r>f , Ωx[q, g] =
q>g.

Тодi

1. Функцiї F := W{f} = f − ΦΩ[ψ, f ] та G :=
W−1,τ{g} = (W τ )−1{g} = g − ΨΩ[ϕ, g] з оператора-
ми бiнарних перетворень W = I − ΦΩ[ψ, ·], W−1 =
I + ϕΩ[Ψ, ·], W−1,τ = (W τ )−1 = I −ΨΩ[ϕ, ·] де

Φ = ϕ(C + Ω[ψ, ϕ])−1, Ψ> = (C + Ω[ψ, ϕ])−1ψ>,

а C – деяка стала матриця розмiрностi (K × K),
задовольняють спектральнi задачi

L̂{F} = Fλ , (144)

L̂τ{G} = Gλ̃ , (145)

з iнтегро-диференцiальними операторами L̂, L̂τ та-
кого вигляду:

L̂ := WLW−1 = α∂y −
n∑

i=0

ûiD
i+

+ΦMΩ[Ψ, ·] + q̂M0Ω[̂r, ·],
(146)

L̂τ = W−1,τLτW τ = −α∂y −
n∑

i=0

(−1)iDiûi−
−ΨM>Ω[Φ, ·]− r̂M>

0 Ω[q̂, ·],
(147)

де
M = CΛ− Λ̃>C, (148)

q̂ = q− ΦΩ[ψ,q], r̂ = r−ΨΩ[ϕ, r], (149)

Ω[Ψ, F ] i Ω[̂r, F ], Ω[Φ, G] i Ω[q̂, G] – функцiї, для яких
виконуються умови: Ωx[Ψ, F ] = Ψ>F , Ωx [̂r, F ] =
r̂>F , Ωx[Φ, G] = Φ>G, Ωx[q̂, G] = q̂>G.

2. Коефiцiєнти ûl, l = 0, n перетвореного опера-
тора L̂ мають вигляд:

ûl = ul − Φ
n∑

i=l+1

(−1)i−l−1(ψ>ui)(i−l−1)+

+
n∑

i=l+1

i−l−1∑
j=0

(
i
j

)(
i− j − 1

i− j − l − 1

)
·

·uiϕ
(j)(Ψ>)(i−j−l−1)−

n∑
i=l+2

i−l−2∑
j=0

i−l−j−2∑
k=0

(−1)j

(
i− j − 1

k

)
·

·
(

i− k − j − 2
i− k − j − l − 2

)
Φ(ψ>ui)(j)·

·ϕ(k)(Ψ>)(i−k−l−j−2), l = 0, n− 2 ,

(150)

ûn−1 = un−1 + unϕΨ> − Φψ>un, (151)

ûn = un. (152)

Теорема 10 та деякi її важливi наслiдки (див.
[28], [29]) дозволяють iнтегрувати широкi класи не-
лiнiйних рiвнянь як з диференцiальними, так i з
iнтегро-диференцiальними зображеннями Лакса [13–
25]. Крiм того, оператори бiнарних перетворень W
допускають додатковi фiзично важливi редукцiї ти-
пу ермiтового спряження (що буде продемонстрова-
но в роздiлi 9 на прикладi σ-косоермiтової системи
Дiрака), якi не "витримують"класичнi перетворення
Дарбу-Матвєєва [17–18].

V. Бiнарнi перетворення операторiв
Дiрака. Лабораторнi змiннi

Розглянемо частковий випадок основної теореми
(теорема 10). А саме, нехай

N = 2, n = 1, q = 0 = r, λ = 0 = λ̃,

α ∈ R \ {0}, u1 = σ3 = diag(1,−1), (153)

u0 = u0(x, y) :=
(

0 −u1

−u2 0

)
– матрична антидiа-

гональна функцiя.
Тодi система (140)–(141) є системою нестацiонар-

них рiвнянь Дiрака (з просторовою змiнною x i ево-
люцiйною змiнною y ∈ R).

L{f} = 0, L =
(

α∂y − ∂x u1(x, y)
u2(x, y) α∂y + ∂x

)
, (154)

i транспонованою до неї вiдповiдно

Lτ{g} = 0, Lτ =
( −α∂y + ∂x u1(x, y)

u2(x, y) −α∂y − ∂x

)
.

(155)
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Пряма та обернена задачi для системи Дiрака (153)
дослiджувались вперше в роботi Л.П. Нижника [1].
Сформулюємо прямий наслiдок теореми 10

Твердження 2. Пiд час перетворення подi-
бностi оператора Дiрака L (154) отримуємо оператор
Дiрака L̂ := WLW−1 з потенцiалами

û1(x, y) = u1(x, y)− 2ϕ1(x, y)∆−1(x, y)ψ>2 (x, y),

û2(x, y) = u2(x, y)+2ϕ2(x, y)∆−1(x, y)ψ>1 (x, y), (156)

де вектор-функцiї ϕi, ψj , i, j = 1, 2, є вiдповiдними
рядками фiксованих (2 × K)-матричних розв’язкiв
ϕ та ψ лiнiйних систем (140)–(141) при обмеженнях
(153) i тривiальних матрицях Λ = Λ̃ = 0, а ∆(x, y) =
C+Ω[ψ,ϕ]. dΩ[ψ,ϕ] = Pdx+Qdy, P = P [ψ, ϕ] = ψ>ϕ,
Q = Q[ψ, ϕ] = α−1ψ>σ3ϕ.
За аналогiчного перетворення стацiонарного опера-
тора Дiрака L := L0 (u1 ≡ 0, u2 ≡ 0) отримаємо
оператор L̂ := L з потенцiалами

û1 = −2ϕ1(y + αx)∆−1(x, y)ψ>2 (y − αx),

û2 = +2ϕ2(y − αx)∆−1(x, y)ψ>1 (y + αx). (157)

У наступних роздiлах дослiджуємо систему рiвнянь
Дiрака (9), яку отримуємо з системи Дiрака (154) пi-
сля переходу вiд лабораторних змiнних до конусних:
y + αx −→ y, y − αx −→ x.

VI. Бiнарнi перетворення системи
Дiрака. Конуснi змiннi

Нехай:
1) Y =

(
Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
– довiльний розв’язок

(вектор-стовпець) системи

LY = 0 (158)

з оператором Дiрака

L =
(

∂x u1

u2 ∂y

)
, (159)

а ϕ =
(

ϕ1(x, y)
ϕ2(x, y)

)
=

(
ϕ11 ... ϕ1K

ϕ21 ... ϕ2K

)
– деякий

фiксований (2 × K)-матричний розв’язок системи
(158).

2) ψ =
(

ψ1(x, y)
ψ2(x, y)

)
=

(
ψ11 ... ψ1K

ψ21 ... ψ2K

)
– де-

який фiксований (2×K)-матричний розв’язок транс-
понованої системи рiвнянь

Lτψ = 0, Lτ =
( −∂x u2

u1 −∂y

)
.

Неважко перевiрити, що (K ×K)-матричнi функцiї

P [ψ,ϕ] := −ψ>2 ϕ2, Q[ψ, ϕ] := ψ>1 ϕ1

задовольняють спiввiдношення

Py = Qx. (160)

Наслiдком спiввiдношень (160) є iснування (K ×K)-
матричного потенцiалу Ω := Ω[ψ, ϕ]:

dΩ[ψ,ϕ] = P dx + Qdy. (161)

Оскiльки потенцiал визначається з точнiстю до
сталої (K×K)-матрицi, його завжди можна зробити
невиродженим (локально) в околi довiльної фiксова-
ної точки (x0, y0). Оператор бiнарних перетворень W
визначається формулою

WY := Y − ϕ(C + Ω[ψ, ϕ])−1Ω[ψ, Y ] = Ŷ , (162)

де потенцiал реалiзуємо так:

Ω[ψ,ϕ] :=
∫ M

M0

(−ψ>2 ϕ2) dx + ψ>1 ϕ1 dy, (163)

M0 = (x0, y0) ∈ R̄2, M = (x, y) ∈ R2, R̄ := R ∪ {±∞}.
Оператор W переводить оператор L в оператор L̂ =
WLW−1 вигляду

L̂ =
(

∂x û1

û2 ∂y

)
, (164)

де
û1 = u1 − ϕ1(C + Ω[ψ, ϕ])−1ψ>2 ,
û2 = u2 + ϕ2(C + Ω[ψ, ϕ])−1ψ>1 .

(165)

До того ж функцiя Ŷ := WY є розв’язком систе-
ми Дiрака (9) з коефiцiєнтами (потенцiалами) û1, û2

(165).
У роботi розглядається оператор Дiрака

L (9), (158) вигляду

L =
(

∂x u1

u2 ∂y

)
, ∂x = ∂

∂x , ∂y = ∂
∂y ,

u1, u2 ∈ L2(R2 → C),
(166)

Нехай Y0 =
(

Y1(y)
Y2(x)

)
– довiльний, а ϕ =

(
ϕ1(y)
ϕ2(x)

)
– фiксований матричний розмiрностi (2×

K) розв’язок незбуреної системи Дiрака

L0Y0 = 0, (167)

де L0 =
(

∂x 0
0 ∂y

)
; а Z0 =

(
Z1(y)
Z2(x)

)
та ψ =

(
ψ1(y)
ψ2(x)

)
– довiльний та фiксований розв’язки

транспонованої системи Дiрака

Lτ
0Z0 = 0, (168)

Формули (162)–(165) для незбуреного оператора
Дiрака набувають такого вигляду:

Y = WY0 = Y0 − ϕ(C + Ω[ψ, ϕ])−1Ω[ψ, Y0] , (169)

Ω[ψ,ϕ] :=
∫ M

M0

ψ>1 ϕ1 dy + (−ψ>2 ϕ2 )dx, (170)

L = WL0W
−1, (171)

Mathematics 41

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Ю. Сидоренко, М. Починайко, О. Чвартацький

u1 = −ϕ1(C + Ω[ψ,ϕ])−1
ψ>2 := −ϕ1∆−1ψ>2 ,

u2 = ϕ2(C + Ω[ψ, ϕ])−1
ψ>1 := ϕ2∆−1ψ>1 .

(172)

За формулою (170) визначимо матричнi потенцiали Ω1[ψ, ϕ] (прийнявши x0 = −∞, y0 = −∞) i Ω2[ψ, ϕ]
(прийнявши x0 = +∞, y0 = +∞):

Ω1[ψ, ϕ] =
∫ y

−∞ ψ>1 (s)ϕ1(s) ds+
+(−1)

∫ x

−∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ,

Ω2[ψ, ϕ] =
∫ y

+∞ ψ>1 (s)ϕ1(s) ds+
+(−1)

∫ x

+∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ.

(173)

Враховуючи визначення потенцiалiв у формi (173), розв’язки системи (9) можна зобразити рiзними вира-
зами

Y = W1ã = W2b̃, (174)

де ã =
(

ã1(y)
ã2(x)

)
, b̃ =

(
b̃1(y)
b̃2(x)

)
– деякi вектор-функцiї, компоненти яких належать L2(R → C), i якi є

розв’язками незбуреної системи (167),

W1 = I −
(

ϕ1(y)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (175)

∆1 = C1 +
∫ y

−∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds−

∫ x

−∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, (176)

C1 – довiльна стала (K ×K)-матриця, I – одиничний оператор;

W2 = I −
(

ϕ1(y)∆−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)∆−1
2

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)∆−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆−1
2

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (177)

∆2 = C2 +
∫ y

+∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds−

∫ x

+∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, (178)

C2 – стала (K ×K)-матриця.
Згiдно з основною теоремою 10 (див. п.1.) i формулами (169)–(171), (173) оператори W−1

1 , W−1
2 є опера-

торами криволiнiйного iнтегрування:

W−1
1 Y = Y +


 ϕ1(y)

∫ (x,y)

(−∞,−∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

ϕ2(x)
∫ (x,y)

(−∞,−∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

 , (179)

W−1
2 Y = Y +


 ϕ1(y)

∫ (x,y)

(+∞,+∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

ϕ2(x)
∫ (x,y)

(+∞,+∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

 . (180)

Дiя цих операторiв не залежить вiд вибору кривих, що з’єднують точку (−∞,−∞) ∈ R2
з точкою (x, y) ∈ R2

та
точку (+∞, +∞) з точкою (x, y) вiдповiдно. Наприклад, нехай шляхами iнтегрування для iнтегралiв W−1

1 Y−Y

та W−1
2 Y − Y є кривi, що мають, вiдповiдно, такий вигляд: Γ1 = Γ11

⋃
Γ12 та Γ̂1 = Γ̂11

⋃
Γ̂12, де

Γ11 =
{

(η,−∞) ∈ R2
, η ∈ [−∞, x]

}
, Γ12 =

{
(x, η) ∈ R2

, η ∈ [−∞, y]
}
,

Γ̂11 =
{

(η, +∞) ∈ R2
, η ∈ [+∞, x]

}
, Γ̂12 =

{
(x, η) ∈ R2

, η ∈ [+∞, y]
}

.

Тодi оператори W−1
1 (179), W−1

2 (180) матимуть такий вигляд:

W−1
1 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ

)
, (181)

W−1
2 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ

)
, (182)
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де оператори W−1
1 , W−1

2 дiють на вектор-функцiю Y =
(

Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
так:

W−1
1 Y = Y +

+
(

ϕ1(y)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s) ds− ϕ1(y)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞) dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s) ds− ϕ2(x)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞) dτ

)
, (183)

W−1
2 Y = Y +

+
(

ϕ1(y)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s) ds− ϕ1(y)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ,+∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,+∞) dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s) ds− ϕ2(x)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)Y2(τ, +∞) dτ

)
. (184)

Якщо в матричному потенцiалi Ω[ψ,ϕ] (170) прийняти x0 = +∞, y0 = −∞ (x0 = −∞, y0 = +∞), аналогiчно
до попереднiх мiркувань, отримаємо оператори бiнарних перетворень Дарбу, якi позначатимемо вiдповiдно
W̃1 (W̃2):

W̃1 = I −
(

ϕ1(y)∆̃−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)∆̃−1
1

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)∆̃−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆̃−1
1

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (185)

∆̃1 = C̃1 +
∫ y

−∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds−

∫ x

+∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, (186)

C̃1 – довiльна стала (2n× 2n)-матриця;

W̃2 = I −
(

ϕ1(y)∆̃−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)∆̃−1
2

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)∆̃−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆̃−1
2

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (187)

∆̃2 = C̃2 +
∫ y

+∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds−

∫ x

−∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, (188)

C̃2 – стала матриця.
Згiдно з зображенням потенцiалiв u1, u2 (172) ∆1 = ∆2 = ∆̃1 = ∆̃2 = ∆. З цiєї рiвностi слiдують такi

спiввiдношення для сталих матриць C1, C2, C̃1, C̃2:

C2 = C1 +
∫ +∞

−∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds−

∫ +∞

−∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, (189)

C̃1 = C1 −
∫ +∞

−∞
ψ>2 (τ)ϕ2(τ) dτ, C̃2 = C1 +

∫ +∞

−∞
ψ>1 (s)ϕ1(s) ds. (190)

Як i у випадку операторiв W−1
1 та W−1

2 (181)-(182), W̃−1
1 та W̃−1

2 є операторами криволiнiйного iнтегру-
вання:

W̃−1
1 Y = Y +


 ϕ1(y)

∫ (x,y)

(+∞,−∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

ϕ2(x)
∫ (x,y)

(+∞,−∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

 , (191)

W̃−1
2 Y = Y +


 ϕ1(y)

∫ (x,y)

(−∞,+∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

ϕ2(x)
∫ (x,y)

(−∞,+∞)

(
∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) ds−∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s) dτ

)

 . (192)

Нехай шляхами iнтегрування для iнтегралiв W̃−1
1 Y −Y та W̃−1

2 Y −Y є кривi, що мають, вiдповiдно, такий
вигляд:

Γ̃1 =
{

(η,−η + x + y) ∈ R2
, η ∈ [+∞, x]

}
, ˆ̃Γ1 =

{
(η,−η + x + y) ∈ R2

, η ∈ [−∞, x]
}

.

Тодi оператори W̃−1
1 (191), W̃−1

2 (192) можна зобразити так:

W̃−1
1 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (−s + x + y, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−τ + y + x)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (−s + x + y, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−τ + y + x)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (193)

W̃−1
2 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−s + x + y, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ1(y)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,−τ + y + x)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−s + x + y, s)ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,−τ + y + x)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (194)
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де оператори W̃−1
1 , W̃−1

2 дiють на вектор-функцiю Y =
(

Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
так:

W̃−1
1 Y = Y +

+

(
ϕ1(y)

∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (−s+x+y, s)ψ>1 (s)Y1(−s+x+y, s)ds−ϕ1(y)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−τ + y + x)ψ>2 (τ)Y2(τ,−τ+y+x)dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (−s+x+y, s)ψ>1 (s)Y1(−s+x+y, s)ds− ϕ2(x)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−τ+y+x)ψ>2 (τ)Y2(τ,−τ+y+x)dτ

)
,

W̃−1
2 Y = Y +

+

(
ϕ1(y)

∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−s+x+y, s)ψ>1 (s)Y1(−s+x+y, s)ds− ϕ1(y)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,−τ+y+x)ψ>2 (τ)Y2(τ,−τ+y+x)dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−s+x+y, s)ψ>1 (s)Y1(−s+x+y, s) ds− ϕ2(x)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,−τ+y+x)ψ>2 (τ)Y2(τ,−τ+y+x)dτ

)
.

Оператори W̃−1
1 , W̃−1

2 аналогiчно як i оператори W−1
1 , W−1

2 (183)–(184), дiють з простору розв’язкiв
збуреної системи Дiрака (166) з потенцiалами (172) у простiр розв’язкiв незбуреної системи Дiрака (167).

Перевiримо це на прикладi оператора W−1
1 . Нехай Y (x, y) :=

(
Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
є розв’язком системи Дiрака (166)

з потенцiалами (172), а ã =
(

ã1(x, y)
ã2(x, y)

)
:= W−1

1 Y . Покажемо, що ã =
(

ã1(y)
ã2(x)

)
, тобто ã є розв’язком

незбуреної системи Дiрака (167). Обмежимось тiльки першою компонентою ã1(x, y) :

∂x(ã1(x, y)) = (Y1(x, y))′x + ϕ1(y)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>2 (x)ϕ2(x)∆−1

1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds+
+ϕ1(y)

∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)(Y1(x, s))′xds− ϕ1(y)∆−1

1 (x,−∞)ψ>2 (x)Y2(x,−∞) =
= (Y1(x, y))′x − ϕ1(y)

∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>2 (x)(Y2(x, s))′sds + ϕ1(y)

∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)ϕ1(s)∆−1

1 (x, s)·
·ψ>2 (x)Y2(x, s)ds− ϕ1(y)∆−1

1 (x,−∞)ψ>2 (x)Y2(x,−∞) = (Y1(x, y))′x − ϕ1(y)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>2 (x)·

·(Y2(x, s))′sds− ϕ1(y)
∫ y

−∞(∆−1
1 (x, s))′sψ>2 (x)Y2(x, s)ds− ϕ1(y)∆−1

1 (x,−∞)ψ>2 (x)Y2(x,−∞) =
= (Y1(x, y))′x − ϕ1(y)∆−1

1 (x, y)ψ>2 (x)Y2(x, y) + ϕ1(y)∆−1
1 (x,−∞)ψ>2 (x)Y2(x,−∞)−

−ϕ1(y)∆−1
1 (x,−∞)ψ>2 (x)Y2(x,−∞) = 0.

(195)

Аналогiчно виконується рiвнiсть ∂y(ã2(x, y)) = 0. Отже, ã є розв’язком незбуреної системи Дiрака.

VII. Iнварiантнi оператори
(Оператори автоперетворень)

Iз зображення розв’язкiв (174) у зв’язку з iсну-
ванням обернених операторiв W−1

1 , W−1
2 (181)–(182)

отримуємо взаємно однозначний зв’язок мiж вектор-

функцiями ã, b̃. Цей зв’язок визначає оператор S:

b̃ = Sã, S := W−1
2 W1, (196)

що дiє iнварiантно у просторi розв’язкiв незбуреної
системи Дiрака (167), тобто [L0,S] = 0.

Використавши формули (175), (182) отримаємо:

S = I −
( ∫ +∞

−∞ ϕ1(y)∆−1
2 (+∞,+∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞

−∞ ϕ1(y)∆−1
2 (+∞, +∞)ψ>2 (τ) · dτ∫ +∞

−∞ ϕ2(x)∆−1
2 (+∞, +∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞

−∞ ϕ2(x)∆−1
2 (+∞,+∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (197)

З формул (177), (181) знаходимо оператор S−1 в явному виглядi

S−1 = W−1
1 W2 = I+

+

( ∫ +∞
−∞ ϕ1(y)∆−1

1 (−∞,−∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞
−∞ ϕ1(y)∆−1

1 (−∞,−∞)ψ>2 (τ) · dτ∫ +∞
−∞ ϕ2(x)∆−1

1 (−∞,−∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞
−∞ ϕ2(x)∆−1

1 (−∞,−∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (198)

Потенцiали u1 та u2 оператора Дiрака L (166) згiдно з формулами (172) можна також подати у виглядi

u1 = −ϕ1(C1 + Ω1[ψ,ϕ])−1ψ>2 ,
u2 = ϕ2(C2 + Ω2[ψ, ϕ])−1ψ>1 ,

(199)

де сталi C1, C2 зв’язанi спiввiдношенням (189).
Аналогiчно до формул (196)–(198) визначимо оператори S̃, S̃−1:

b̃ = S̃ã, S̃ := W̃−1
2 W̃1, S̃−1 := W̃−1

1 W̃2. (200)
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Використовуючи формули (175), (177), (181), (182) отримуємо явний вигляд операторiв (200):

S̃ = I−

−
( ∫ +∞

−∞ ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞, +∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞

−∞ ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞,+∞)ψ>2 (τ) · dτ∫ +∞

−∞ ϕ2(x)∆̃−1
2 (−∞,+∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞

−∞ ϕ2(x)∆̃−1
2 (−∞, +∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (201)

S̃−1 = I+

+

( ∫ +∞
−∞ ϕ1(y)∆̃−1

1 (+∞,−∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞
−∞ ϕ1(y)∆̃−1

1 (+∞,−∞)ψ>2 (τ) · dτ∫ +∞
−∞ ϕ2(x)∆̃−1

1 (+∞,−∞)ψ>1 (s) · ds; − ∫ +∞
−∞ ϕ2(x)∆̃−1

1 (+∞,−∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (202)

VIII. Оператори розсiяння

8.1. Розглянемо пари (a1(y), a2(x)), (b1(y), b2(x))
асимптотик (11) i визначимо оператор розсiяння S
рiвнiстю

(
b1(y)
b2(x)

)
= S

(
a1(y)
a2(x)

)
. (203)

У цьому роздiлi ми показуємо, що оператор розсi-
яння S для системи Дiрака (9) є композицiєю трьох
автоперетворень типу Дарбу, одне з яких задається
iнварiантним оператором S = W−1

2 W1.
Оператор розсiяння S побудуємо за допомогою бi-

нарних перетворень (175), (177). Для цього в рiвностi

(196) приймемо

ã =
(

ã1(y)
ã2(x)

)
= S−1

1

(
a1(y)
a2(x)

)
,

b̃ =
(

b̃1(y)
b̃2(x)

)
= S−1

2

(
b1(y)
b2(x)

)
,

(204)

де оператори S1, S2 задаємо так, щоб виконувались
умови:

(W1S−1
1 a)1 −−−−−→x→−∞

a1(y), (W1S−1
1 a)2 −−−−−→y→−∞

a2(x),

(W2S−1
2 b)1 −−−−−→x→+∞

b1(y), (W2S−1
2 b)2 −−−−−→y→+∞

b2(x).

Розпишемо першi двi умови для знаходження опера-
тора S1:

(W1S−1
1 a)1(x, y) = (S−1

1 a)1(y)− ϕ1(y)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s)(S−1
1 a)1(s) ds−

−ϕ1(y)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ)(S−1
1 a)2(τ) dτ −−−−−→

x→−∞
(S−1

1 a)1(y)− ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)

∫ y

−∞ ψ>1 (s)(S−1
1 a)1(s) ds =

=
(
I − ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds
)
◦ (

S−1
1

)
11
{a1(y)} = a1(y),

(W1S−1
1 a)2(x, y) = (S−1

1 a)2(x)− ϕ2(x)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s)(S−1
1 a)1(s) ds−

−ϕ2(x)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ)(S−1
1 a)2(τ) dτ −−−−−→

y→−∞
(S−1

1 a)2(x)− ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)

∫ x

−∞ ψ>2 (τ)(S−1
1 a)2(τ) dτ =

=
(
I − ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ
)
◦ (

S−1
1

)
22
{a2(x)} = a2(x).

Скориставшись теоремою 10, а саме, виглядом оператора W = I−ΦΩ[ψ, ·] та оберненого W−1 = I+ϕΩ[Ψ, ·],
отримуємо оператори S1 , S−1

1 :

S1 = I +
( −ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds 0
0 ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (205)

S−1
1 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

−∞∆−1
1 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds 0

0 ϕ2(x)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (206)

Аналогiчно отримуємо оператори S2 , S−1
2 :

S2 = I +
( −ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds 0
0 ϕ2(x)∆−1

1 (x, +∞)
∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (207)

S−1
2 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

+∞∆−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds 0

0 ϕ2(x)
∫ x

−∞∆−1
2 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (208)
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Оператори S1, S2 та їх оберненi є оператора-
ми бiнарних автоперетворень типу Дарбу в просторi
розв’язкiв незбуреної системи Дiрака (167). Визна-
чення цих операторiв дозволяє задовольнити умову
(203), яка видiляє серед усiх операторiв, що дiють iн-

варiантно у просторi розв’язкiв незбуреної системи
(167), єдиний оператор розсiяння S. А саме, з рiвно-
стей (196), (203), (204) отримуємо

S = S2SS−1
1 . (209)

Безпосереднiм обчисленням, використавши (175), (182), (207), (206) отримуємо оператор розсiяння S у
явному виглядi:

S = I +
(

F11 F12

F21 F22

)
, (210)

де
F11 = −ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
{∫ +∞

−∞ ψ>2 ϕ2dx
}∫ y

−∞∆−1
2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (211)

F12 = ϕ1(y)∆−1
2 (+∞, y)∆2(+∞,−∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

2 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (212)

F21 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x,+∞)∆2(−∞,+∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (213)

F22 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x,+∞)

{∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1dy

}∫ x

−∞∆−1
2 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ. (214)

З формул (209) та (196) отримаємо:
S−1 = S1W

−1
1 W2S−1

2 . (215)

Шляхом безпосереднiх обчислень знаходиться явний вигляд оператора S−1:

S−1 = I +
(

G11 G12

G21 G22

)
, (216)

де
G11 = ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
{∫ +∞

−∞ ψ>2 ϕ2dx
}∫ y

+∞∆−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (217)

G12 = −ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)∆1(−∞, +∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

1 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (218)

G21 = ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)∆1(+∞,−∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (219)

G22 = ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)

{∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1dy

}∫ x

+∞∆−1
1 (τ, +∞)ψ>2 (τ) · dτ. (220)

Зауважимо, що рiвнiсть (209), враховуючи (204),
можна записати так:

S = S2W
−1
2 W1S−1

1 = Ŵ−1
2 Ŵ1, (221)

де
Ŵ1 = W1S−1

1 , Ŵ2 = W2S−1
2 (222)

є звичайними операторами перетворень, що перетво-
рюють вiдповiднi асимптотики в розв’язки рiвнянь
Дiрака.

Оператори бiнарних перетворень Дарбу Ŵ1, Ŵ2 мають, вiдповiдно, вигляд:

Ŵ1 = I +
(

A+
11 A+

12

A+
21 A+

22

)
:= I + A(+), Ŵ2 = I +

(
A−11 A−12
A−21 A−22

)
:= I + A(−), (223)

де
A+

11 = ϕ1(y)∆−1
1 (x, y)

[
− ∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2 dτ
] ∫ y

−∞∆−1
1 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds, (224)

A+
12 = ϕ1(y)∆−1

1 (x, y)∆1(x,−∞)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ, (225)

A+
21 = −ϕ2(x)∆−1

1 (x, y)∆1(−∞, y)
∫ y

−∞∆−1
1 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds, (226)

A+
22 = −ϕ2(x)∆−1

1 (x, y)
[∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1 ds
] ∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ, (227)

A−11 = ϕ1(y)∆−1
2 (x, y)

[
− ∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2 dτ
] ∫ y

+∞∆−1
2 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds, (228)

A−12 = ϕ1(y)∆−1
2 (x, y)∆2(x,+∞)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ, (229)
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A−21 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x, y)∆2(+∞, y)

∫ y

+∞∆−1
2 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds, (230)

A−22 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x, y)

[∫ y

+∞ ψ>1 ϕ1 ds
] ∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ) · dτ. (231)

Iз зображень (222) отримуємо формули для знаходження обернених операторiв Ŵ−1
1 та Ŵ−1

2 :

Ŵ−1
1 = S1W

−1
1 , Ŵ−1

2 = S2W
−1
2 . (232)

Елементи матричних операторiв Ŵ−1
1 , Ŵ−1

2 матимуть такий вигляд:

(Ŵ−1
1 )11 = I + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
(∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds, (233)

(Ŵ−1
1 )12 = −ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ, (234)

(Ŵ−1
1 )21 = ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
(∫ y

−∞∆−1
1 (τ, s)ψ>(s) · ds

)
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(235)

(Ŵ−1
1 )22 = I + ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
{ ∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ − ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)L− · dτ
}

, (236)

(Ŵ−1
2 )11 = I + ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
(∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds, (237)

(Ŵ−1
2 )12 = −ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
∫ x

+∞∆2(+∞, +∞)∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ, (238)

(Ŵ−1
2 )21 = ϕ2(x)∆−1

2 (x,+∞)
∫ x

+∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
{∫ y

+∞∆−1
2 (τ, s)ψ>1 (s) · ds

}
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(239)

(Ŵ−1
2 )22 = I + ϕ2(x)∆−1

2 (x,+∞)
{∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ − ∫ x

+∞ ψ>2 (τ)L+ · dτ
}

. (240)

Оператори Ŵ−1
1 , Ŵ−1

2 дiють на функцiю Y (x, y) :=
(

Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
так:

Ŵ−1
1 Y (x, y) =

(
(Ŵ−1

1 )11Y1(x, y) + (Ŵ−1
1 )12Y2(x, y)

(Ŵ−1
1 )21Y1(x, y) + (Ŵ−1

1 )22Y2(x, y)

)
, (241)

Ŵ−1
2 Y (x, y) =

(
(Ŵ−1

2 )11Y1(x, y) + (Ŵ−1
2 )12Y2(x, y)

(Ŵ−1
2 )21Y1(x, y) + (Ŵ−1

2 )22Y2(x, y)

)
, (242)

де

(Ŵ−1
1 )11Y1(x, y) = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
(∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds, (243)

(Ŵ−1
1 )12Y2(x, y) = −ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ, (244)

(Ŵ−1
1 )21Y1(x, y) = ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
(∫ y

−∞∆−1
1 (τ, s)ψ>(s)Y1(τ, s)ds

)
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds,

(245)

(Ŵ−1
1 )22Y2(x, y) = Y2(x, y) + ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
{ ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ, y)dτ − ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ
}

, (246)

(Ŵ−1
2 )11Y1(x, y) = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
(∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds, (247)

(Ŵ−1
2 )12Y2(x, y) = −ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
∫ x

+∞∆2(+∞, +∞)∆−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)Y2(τ, +∞)dτ, (248)

(Ŵ−1
2 )21Y1(x, y) = ϕ2(x)∆−1

2 (x, +∞)
∫ x

+∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
{∫ y

+∞∆−1
2 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s)ds

}
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds,

(249)

(Ŵ−1
2 )22Y2(x, y) = Y2(x, y) + ϕ2(x)∆−1

2 (x,+∞)
{∫ x

+∞ ψ>2 (τ)Y2(τ, y)dτ − ∫ x

+∞ ψ>2 (τ)Y2(τ, +∞)dτ
}

. (250)
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Зауваження 5. Оператори Ŵ−1
1 (233)–(236) та Ŵ−1

2 (237)-(240) можна зобразити в iншому, простiшому
та симетричнiшому виглядi:

Ŵ−1
1 =

(
I; −ϕ1(y)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ, y)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds; I

)
, (251)

Ŵ−1
2 =

(
I; −ϕ1(y)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ, y)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds; I

)
. (252)

Доведемо, наприклад, еквiвалентнiсть зображень оператора Ŵ−1
1 (233)–(236) та (251):

(Ŵ−1
1 Y (x, y))1 = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
(∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds−

−ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)·
· ∫ x

−∞
{∫ y

−∞
((∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)

∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s)

)
τ

ds
}

dτ − ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)·

· ∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
∫ x

−∞
{∫ y

−∞
(
ψ>2 (τ)ϕ2(τ)∆−1

1 (τ, s) ·
·ψ>1 (s)Y1(τ, s) +

(∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)

∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)ϕ2(τ)∆−1

1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s) +
(∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)
·

· ∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s)(Y1(τ, s))τ

)
ds

}
dτ = Y1(x, y) + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
∫ x

−∞
{∫ y

−∞
(
−ψ>2 (τ)(Y2(τ, s))s+

−
(∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)

∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)(Y2(τ, s))s +

(∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)

∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s)ϕ1(s)∆−1

1 (τ, s)·
·ψ>2 (τ)Y2(τ, s)

)
ds

}
dτ − ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ = Y1(x, y)+

+ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)

∫ x

−∞
{∫ y

−∞
(
−ψ>2 (τ)(Y2(τ, s))s −

((∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
)

∆−1
1 (τ, s)ψ>2 (τ)Y2(τ, s)

)
s

)
ds

}
dτ−

−ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)∆1(−∞,−∞)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ = Y1(x, y)− ϕ1(y)

∫ x

−∞∆−1
1 (τ, y)·

·ψ>2 (τ)Y2(τ, y)dτ ;

(Ŵ−1
1 Y (x, y))2 = Y2(x, y) + ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
{∫ y

−∞∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s)Y1(τ, s)ds

}
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s)ds + ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
{∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ, y)dτ − ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ
}

=

= Y2(x, y) + ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)

∫ x

−∞
{∫ y

−∞−ψ>2 (τ)(Y2(τ, s))sds
}

dτ + ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)

{∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ, y)dτ−
− ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)Y2(τ,−∞)dτ
}

+ ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s) = Y2(x, y) + ϕ2(x)

∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s)Y1(x, s).

Для оператора (Ŵ−1
2 ) доведення проводиться аналогiчно.

8.2. Розглянемо пари (b1(y), a2(x)), (a1(y), b2(x)) асимптотик (11) i визначимо оператор Ŝ рiвнiстю:
(

a1(y)
b2(x)

)
= Ŝ

(
b1(y)
a2(x)

)
. (253)

Очевидно, оператор Ŝ (аналогiчно оператору S (12)) можна вважати оператором розсiяння для системи
Дiрака (9), який зв’язує асимптотики припустимого розв’язку (11) на iнших безмежностях.

У цьому пiдроздiлi ми показуємо, що оператор Ŝ для системи Дiрака (9) є композицiєю трьох автопере-
творень типу Дарбу, одне з яких задається iнварiантним оператором S̃ = W̃−1

2 W̃1.
Оператор Ŝ побудуємо за допомогою бiнарних перетворень Дарбу (185), (187). Для цього в рiвностi (200)

приймемо

ã =
(

ã1(y)
ã2(x)

)
= S̃−1

1

(
b1(y)
a2(x)

)
, b̃ =

(
b̃1(y)
b̃2(x)

)
= S̃−1

2

(
a1(y)
b2(x)

)
, (254)

де оператори S̃1, S̃2 задаємо так, щоб виконувались умови:

(W1S̃−1
1 â)1 −−−−−→x→+∞

b1(y), (W1S̃−1
1 â)2 −−−−−→y→−∞

a2(x),

(W2S̃−1
2 b̂)1 −−−−−→x→−∞

a1(y), (W2S̃−1
2 b̂)2 −−−−−→y→+∞

b2(x).

Оператори S̃1, S̃2 та їх оберненi знаходимо аналогiчно до операторiв S1 та S−1
1 попереднього пiдроздiлу.

Вони мають такий вигляд:

S̃−1
1 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; 0

0; −ϕ2(x)
∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (255)
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S̃−1
2 = I +

(
ϕ1(y)

∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; 0

0; −ϕ2(x)
∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (256)

S̃1 = I −
(

ϕ1(y)∆̃−1
1 (+∞, y)

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; 0
0; −ϕ2(x)∆̃−1

1 (x,−∞)
∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (257)

S̃2 = I −
(

ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞, y)

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; 0
0; −ϕ2(x)∆̃−1

2 (x,+∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
. (258)

Оператори S̃1, S̃2 та їх оберненi є оператора-
ми бiнарних автоперетворень типу Дарбу в просторi
розв’язкiв незбуреної системи Дiрака (167). Визна-
чення цих операторiв дозволяє задовольнити умову
(253), яка видiляє серед усiх операторiв, що дiють iн-

варiантно у просторi розв’язкiв незбуреної системи
(167), єдиний оператор Ŝ. А саме, з рiвностей (200),
(253), (254) отримуємо:

Ŝ = S̃2S̃S̃−1
1 . (259)

Безпосереднiм обчисленням, використавши зображення (201), (255), (258) отримуємо оператор Ŝ у явному
виглядi:

Ŝ = I −
(

Ŝ11 Ŝ12

Ŝ21 Ŝ22

)
, (260)

де
Ŝ11 = ϕ1(y)∆̃−1

2 (−∞, y)
[
− ∫ +∞

−∞ ψ>2 ϕ2 dτ
] ∫ y

−∞ ∆̃−1
2 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (261)

Ŝ12 = ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞, y)∆̃2(−∞,−∞)

∫ +∞
−∞ ∆̃−1

2 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (262)

Ŝ21 = ϕ2(x)∆̃−1
2 (x, +∞)∆̃2(+∞, +∞)

∫ +∞
−∞ ∆̃−1

2 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (263)

Ŝ22 = ϕ2(x)∆̃−1
2 (x,+∞)

[∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1 dy

] ∫ x

+∞ ∆̃−1
2 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ. (264)

З рiвностi (259), враховуючи формули (202), (256), (257), отримуємо обернений оператор S−1:

Ŝ−1 = S̃1S̃−1S̃−1
2 = I +

(
Ŝ−1

11 Ŝ−1
12

Ŝ−1
21 Ŝ−1

22

)
, (265)

де
Ŝ−1

11 = ϕ1(y)∆̃−1
1 (+∞, y)

[
− ∫ +∞

−∞ ψ>2 ϕ2 dx
] ∫ y

+∞ ∆̃−1
1 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (266)

Ŝ−1
12 = ϕ1(y)∆̃−1

1 (+∞, y)∆̃1(+∞, +∞)
∫ +∞
−∞ ∆̃−1

1 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (267)

Ŝ−1
21 = ϕ2(x)∆̃−1

1 (x,−∞)∆̃1(−∞,−∞)
∫ +∞
−∞ ∆̃−1

1 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (268)

Ŝ−1
22 = ϕ2(x)∆̃−1

1 (x,−∞)
[∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1 ds

] ∫ x

−∞ ∆̃−1
1 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ. (269)

Зауважимо, що рiвнiсть (259), враховуючи зображення (200), можна записати так:

Ŝ = S̃2W̃
−1
2 W̃1S̃−1

1 = ˆ̃W
−1

2
ˆ̃W 1, (270)

де оператори
ˆ̃W 1 = W̃1S̃−1

1 , ˆ̃W 2 = W̃2S̃−1
2 (271)

є звичайними операторами перетворень, що переводять вiдповiднi асимптотики в розв’язки рiвнянь Дiрака
[27,3].

Оператори бiнарних перетворень Дарбу ˆ̃W 1,
ˆ̃W 2 мають, вiдповiдно, вигляд:

ˆ̃W 1 =

(
( ˆ̃W 1)11 ( ˆ̃W 1)12
( ˆ̃W 1)21 ( ˆ̃W 1)22

)
, ˆ̃W 2 =

(
( ˆ̃W 2)11 ( ˆ̃W 2)12
( ˆ̃W 2)21 ( ˆ̃W 2)22

)
, (272)
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де
( ˆ̃W 1)11 = I + ϕ1(y)∆̃−1

1 (x, y)
[
− ∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2 dτ
] ∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (273)

( ˆ̃W 1)12 = ϕ1(y)∆̃−1
1 (x, y)∆̃1(x,−∞)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (274)

( ˆ̃W 1)21 = −ϕ2(x)∆̃−1
1 (x, y)∆̃1(+∞, y)

∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; (275)

( ˆ̃W 1)22 = I − ϕ2(x)∆̃−1
1 (x, y)

[∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1 ds
] ∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ, (276)

( ˆ̃W 2)11 = I + ϕ1(y)∆̃−1
2 (x, y)

[
− ∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2 dτ
] ∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (277)

( ˆ̃W 2)12 = ϕ1(y)∆̃−1
2 (x, y)∆̃2(x,+∞)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ) · dτ ; (278)

( ˆ̃W 2)21 = −ϕ2(x)∆̃−1
2 (x, y)∆̃2(−∞, y)

∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; (279)

( ˆ̃W 2)22 = I − ϕ2(x)∆̃−1
2 (x, y)

[∫ y

+∞ ψ>1 ϕ1 ds
] ∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,+∞)ψ>2 (τ) · dτ. (280)

Iз зображень (271) отримуємо формули для знаходження обернених операторiв ˆ̃W
−1

1 та ˆ̃W
−1

2 :

ˆ̃W
−1

1 = S̃1W̃
−1
1 , ˆ̃W

−1

2 = S̃2W̃
−1
2 . (281)

Елементи матричних операторiв ˆ̃W
−1

1 , ˆ̃W
−1

2 матимуть такий вигляд:

( ˆ̃W
−1

1 )11 = I + ϕ1(y)∆̃−1
1 (+∞, y)

(∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds, (282)

( ˆ̃W
−1

1 )12 = −ϕ1(y)∆̃−1
1 (+∞, y)∆̃1(+∞,−∞)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ, (283)

( ˆ̃W
−1

1 )21 = ϕ2(x)∆̃−1
1 (x,−∞)

∫ x

+∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
(∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (τ, s)ψ>1 (s) · ds

)
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(284)

( ˆ̃W
−1

1 )22 = I + ϕ2(x)∆̃−1
1 (x,−∞)

{ ∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ − ∫ x

+∞ ψ>2 (τ)L− · dτ
}

, (285)

( ˆ̃W
−1

2 )11 = I + ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞, y)

(∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
) ∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds, (286)

( ˆ̃W
−1

2 )12 = −ϕ1(y)∆̃−1
2 (−∞, y)

∫ x

−∞ ∆̃2(−∞, +∞)∆̃−1
2 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ, (287)

( ˆ̃W
−1

2 )21 = ϕ2(x)∆̃−1
2 (x, +∞)

∫ x

−∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
{∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (τ, s)ψ>1 (s) · ds

}
dτ+

+ϕ2(x)
∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(288)

( ˆ̃W
−1

2 )22 = I + ϕ2(x)∆̃−1
2 (x,+∞)

{∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ − ∫ x

−∞ ψ>2 (τ)L+ · dτ
}

. (289)

Зауваження 6. Аналогiчно до зауваження 5, оператори ˆ̃W
−1

1 (282)–(285) та ˆ̃W
−1

2 (286)–(289) можна
зобразити в iншому, простiшому та симетричнiшому виглядi:

ˆ̃W
−1

1 =

(
I; −ϕ1(y)

∫ x

+∞ ∆̃−1
1 (τ, y)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds; I

)
, (290)

ˆ̃W
−1

2 =

(
I; −ϕ1(y)

∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ, y)ψ>2 (τ) · dτ

ϕ2(x)
∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (x, s)ψ>1 (s) · ds; I

)
. (291)
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Зауваження 7. Враховуючи явний вигляд ко-
ефiцiєнтiв u1, u2 (172) i операторiв Ŵ−1

1 , Ŵ−1
2 (251)–

(252) та ˆ̃W
−1

1 , ˆ̃W
−1

2 (290)–(291), отриманi нами спiв-
вiдношення

a = Ŵ−1
1 Y, b = Ŵ−1

2 Y, (292)
(

b1(y)
a2(x)

)
= ˆ̃W

−1

1 Y,

(
a1(y)
b2(x)

)
= ˆ̃W

−1

2 Y (293)

еквiвалентнi системам iнтегральних рiвнянь (30)–
(31) та (33), (32) вiдповiдно.

З факторизацiї (270) та означення оператора Ŝ
отримуємо

ˆ̃W 1

(
b1(y)
a2(x)

)
= ˆ̃W 2

(
a1(y)
b2(x)

)
. (294)

Вiдповiдно, з формули (294) отримуємо таку рiв-
нiсть:





( ˆ̃W 1)11b1 − ( ˆ̃W 2)12b2 =

= ( ˆ̃W 2)11a1 − ( ˆ̃W 1)12a2,

( ˆ̃W 1)21b1 − ( ˆ̃W 2)22b2 =

= ( ˆ̃W 2)21a1 − ( ˆ̃W 1)22a2.

(295)

Зi спiввiдношень (295) отримуємо праву факториза-
цiю оператора розсiяння S (12), (47):

S = (I + B(+))−1(I + B(−)), (296)

де

I + B(+) =

(
( ˆ̃W 1)11 −( ˆ̃W 2)12
−( ˆ̃W 1)21 ( ˆ̃W 2)22

)
,

I + B(−) =

(
( ˆ̃W 2)11 −( ˆ̃W 1)12
−( ˆ̃W 2)21 ( ˆ̃W 1)22

)
.

(297)

Аналогiчно з лiвої факторизацiї оператора розсiяння
S (221) отримуємо другу факторизацiю оператора Ŝ

Ŝ = (I + A1)−1(I + A2), (298)

де

A1 =
(

A+
11 −A−12

−A+
21 A−22

)
,

A2 =
(

A−11 −A+
12

−A−21 A+
22

)
.

(299)

З факторизацiй операторiв ˆ̃W1 та ˆ̃W2 (271) отримуємо факторизацiю операторiв I + B(±):

I + B(+) = W1−Ŝ−1
1 , I + B(−) = W2−Ŝ−1

2 , (300)

де

W1− = I −
(

ϕ1(y)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; ϕ1(y)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

−ϕ2(x)∆−1
1

∫ y

−∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆−1
1

∫ x

−∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (301)

W2− = I −
(

ϕ1(y)∆−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; ϕ1(y)∆−1
2

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

−ϕ2(x)∆−1
2

∫ y

+∞ ψ>1 (s) · ds; −ϕ2(x)∆−1
2

∫ x

+∞ ψ>2 (τ) · dτ

)
, (302)

Ŝ−1
1 =

(
(S̃−1

1 )11 0
0 (S̃−1

2 )22

)
=

=

(
I + ϕ1(y)

∫ y

−∞ ∆̃−1
1 (+∞, s)ψ>1 (s) · ds; 0

0; I − ϕ2(x)
∫ x

−∞ ∆̃−1
1 (τ, +∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
, (303)

Ŝ−1
2 =

(
(S̃−1

2 )11 0
0 (S̃−1

1 )22

)
=

=

(
I + ϕ1(y)

∫ y

+∞ ∆̃−1
2 (−∞, s)ψ>1 (s) · ds; 0

0; I − ϕ2(x)
∫ x

−∞ ∆̃−1
2 (τ,−∞)ψ>2 (τ) · dτ

)
. (304)

Безпосередньо з факторизацiй операторiв (I + B(±)) отримуємо факторизацiю обернених операторiв (I +
B(±))−1:

(I + B(+))−1 = Ŝ1W
−1
1− , (I + B(−))−1 = Ŝ2W

−1
2− , (305)

з якої отримуємо явний вигляд операторiв (I + B±)−1:

(I + B(+))−1
11 = I + ϕ1(y)∆−1

1 (+∞, y)
{∫ x

+∞
ψ>2 ϕ2dτ

} ∫ y

−∞
∆−1

1 (x, z)ψ>1 (z) · dz, (306)

(I + B(+))−1
12 = ϕ1(y)∆−1

1 (+∞, y)∆1(+∞,−∞)
∫ x

−∞
∆−1

1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ, (307)
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(I + B(+))−1
21 = −ϕ2(x)∆−1

1 (x,+∞)
∫ x

−∞ ψ>2 (s)ϕ2(s)
{∫ y

−∞∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s) · ds

}
dτ−

−ϕ2(x)
∫ y

−∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(308)

(I + B(+))−1
22 = I + ϕ2(x)∆−1

1 (x,+∞)
{∫ x

−∞
ψ>2 (τ) · dτ −

∫ x

−∞
∆1(τ, +∞)∆−1

1 (τ,−∞)ψ>2 (τ)L− · dτ

}
, (309)

(I + B(−))−1
11 = I + ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)
{∫ x

−∞
ψ>2 ϕ2dτ

} ∫ y

+∞
∆−1

1 (x, z)ψ>1 (z) · dz, (310)

(I + B(−))−1
12 = ϕ1(y)∆−1

1 (−∞, y)∆1(−∞, +∞)
∫ x

+∞
∆−1

1 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ, (311)

(I + B(−))−1
21 = −ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
∫ x

+∞ ψ>2 (τ)ϕ2(τ)
{∫ y

+∞∆−1
1 (τ, s)ψ>1 (s) · ds

}
dτ−

−ϕ2(x)
∫ y

+∞∆−1
1 (x, s)ψ>1 (s) · ds,

(312)

(I + B(−))−1
22 = I + ϕ2(x)∆−1

1 (x,−∞)
{∫ x

+∞
ψ>2 (τ) · dτ −

∫ x

+∞
∆1(τ,−∞)∆−1

1 (τ, +∞)ψ>2 (τ)L+ · dτ

}
. (313)

IX. Оператори перетворень для σ-
косоермiтового оператора Дiрака

У цьому роздiлi розглядається оператор Дiрака
L1 вигляду [26]

L1 =
(

∂x u1

u2 ∂y

)
, µ ∈ R \ {0}, (314)

де

u1 := u, u2 := µū, u ∈ L2(R2 → C), (315)

що допускає редукцiю

L∗1 = −σL1σ
−1, L∗1 := L̄τ

1 , (316)

а σ =
(

1 0
0 −µ−1

)
, внаслiдок чого мiж розв’язками

лiнiйної системи
L1Y = 0 (317)

та транспонованої системи Lτ
1 Ỹ (x, y) = 0 iснує спiв-

вiдношення
Ỹ = σȲ . (318)

Нехай Y0 =
(

Y1(y)
Y2(x)

)
– довiльний, а ϕ =

(
ϕ1(y)
ϕ2(x)

)
– фiксований матричний розмiрностi (2×

K) розв’язки незбуреної системи Дiрака

L0Y0 = 0, (319)

де L0 =
(

∂x 0
0 ∂y

)
.

Враховуючи редукцiйне спiввiдношення (318),
яке, очевидно, задовольняють розв’язки рiвнянь
(319) та транспонованої системи, отримуємо, що фор-
мули (169)–(172) набувають вигляду:

Y = WY0 = Y0−ϕ(C+Ω[σϕ̄, ϕ])−1ϕ∗2, C∗ = C, (320)

Ω[σϕ̄, ϕ] :=
∫ M

M0

ϕ∗1ϕ1 dy + µ−1ϕ∗2ϕ2 dx, (321)

L1 = WL0W
−1, (322)

u = µ−1ϕ1(C + Ω[σϕ̄, ϕ])−1ϕ∗2. (323)

Оператори бiнарних перетворень для σ-косоермiтового оператора Дiрака (175), (177) набудуть вигляду:

W1 = I −
(

ϕ1(y)∆−1
1

∫ y

−∞ ϕ∗1(s) · ds; µ−1ϕ1(y)∆−1
1

∫ x

−∞ ϕ∗2(τ) · dτ

ϕ2(x)∆−1
1

∫ y

−∞ ϕ∗1(s) · ds; µ−1ϕ2(x)∆−1
1

∫ x

−∞ ϕ∗2(τ) · dτ

)
, (324)

W2 = I −
(

ϕ1(y)∆−1
2

∫ y

+∞ ϕ∗1(s) · ds; µ−1ϕ1(y)∆−1
2

∫ x

+∞ ϕ∗2(τ) · dτ

ϕ2(x)∆−1
2

∫ y

+∞ ϕ∗1(s) · ds; µ−1ϕ2(x)∆−1
2

∫ x

+∞ ϕ∗2(τ) · dτ

)
. (325)

Оператори перетворення Ŵ1, Ŵ2 (223) виглядатимуть так:

Ŵ1 = I +
(

A+
11 A+

12

A+
21 A+

22

)
:= I + A(+), Ŵ2 = I +

(
A−11 A−12
A−21 A−22

)
:= I + A(−), (326)

де
A+

11 = µ−1ϕ1(y)∆−1
1 (x, y)

[∫ x

−∞ ϕ∗2ϕ2 dτ
] ∫ y

−∞∆−1
1 (−∞, s)ϕ∗1(s) · ds, (327)

A+
12 = −µ−1ϕ1(y)∆−1

1 (x, y)∆1(x,−∞)
∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ϕ∗2(τ) · dτ, (328)

A+
21 = −ϕ2(x)∆−1

1 (x, y)∆1(−∞, y)
∫ y

−∞∆−1
1 (−∞, s)ϕ∗1(s) · ds, (329)
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A+
22 = µ−1ϕ2(x)∆−1

1 (x, y)
[∫ y

−∞ ϕ∗1ϕ1 ds
] ∫ x

−∞∆−1
1 (τ,−∞)ϕ∗2(τ) · dτ, (330)

A−11 = −µ−1ϕ1(y)∆−1
2 (x, y)

[
− ∫ x

+∞ ϕ∗2ϕ2 dτ
] ∫ y

+∞∆−1
2 (+∞, s)ϕ∗1(s) · ds, (331)

A−12 = −µ−1ϕ1(y)∆−1
2 (x, y)∆2(x, +∞)

∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ϕ∗2(τ) · dτ, (332)

A−21 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x, y)∆2(+∞, y)

∫ y

+∞∆−1
2 (+∞, s)ϕ∗1(s) · ds, (333)

A−22 = µ−1ϕ2(x)∆−1
2 (x, y)

[∫ y

+∞ ϕ∗1ϕ1 ds
] ∫ x

+∞∆−1
2 (τ, +∞)ϕ∗2(τ) · dτ. (334)

Оператор розсiяння S (210) та обернений S−1 (216) мають за умови σ-косоермiтової редукцiї такий вигляд:

S = I +
(

F11 F12

F21 F22

)
, S−1 = I +

(
G11 G12

G21 G22

)
, (335)

де
F11 = µ−1ϕ1(y)∆−1

2 (+∞, y)
{∫ +∞

−∞ ϕ∗2ϕ2dx
}∫ y

−∞∆−1
2 (−∞, s)ϕ∗1(s) · ds; (336)

F12 = −µ−1ϕ1(y)∆−1
2 (+∞, y)∆2(+∞,−∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

2 (τ,−∞)ϕ∗2(τ) · dτ ; (337)

F21 = −ϕ2(x)∆−1
2 (x, +∞)∆2(−∞, +∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

2 (−∞, s)ϕ∗1(s) · ds; (338)

F22 = µ−1ϕ2(x)∆−1
2 (x,+∞)

{∫ +∞
−∞ ϕ∗1ϕ1dy

}∫ x

−∞∆−1
2 (τ,−∞)ϕ∗2(τ) · dτ ; (339)

G11 = −µ−1ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)

{∫ +∞
−∞ ϕ∗2ϕ2dx

}∫ y

+∞∆−1
1 (+∞, s)ϕ∗1(s) · ds; (340)

G12 = µ−1ϕ1(y)∆−1
1 (−∞, y)∆1(−∞,+∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

1 (τ, +∞)ϕ∗2(τ) · dτ ; (341)

G21 = ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)∆1(+∞,−∞)

∫ +∞
−∞ ∆−1

1 (+∞, s)ϕ∗1(s) · ds; (342)

G22 = −µ−1ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞)

{∫ +∞
−∞ ϕ∗1ϕ1dy

}∫ x

+∞∆−1
1 (τ, +∞)ϕ∗2(τ) · dτ. (343)

Зауважимо, що компоненти операторiв S, S−1 задовольняють спiввiдношення

G21 = −µF ∗12, G12 = −µ−1F ∗21, G11 = F ∗11, G22 = F ∗22.

Тобто, S−1 = σ−1S∗σ = (σSσ−1)∗, зокрема S−1 = S∗, при µ = −1. Аналогiчнi спiввiдношення виконуються i
для оператора S̃ (260) та оберненого S̃−1 (265). Тобто, S̃−1 = σ−1S̃∗σ. Використавши оператори перетворення
Ŵ1, Ŵ2, а саме, їх антидiагональнi елементи, отримуємо такi потенцiали u1(x, y) та u2(x, y)

u1(x, y) = µ−1ϕ1(y)∆−1
2 (x, y)ϕ∗2(x), (344)

u2(x, y) = ϕ2(x)∆−1
2 (x, y)ϕ∗1(y)(= µū1(x, y)). (345)

Зауважимо, також, що за додаткових симетрiй-
них обмежень на загальну лiнiйну задачу (опера-
тор Лакса) (140) оператори бiнарних перетворень
W витримують i бiльш "глибокi"редукцiї (див., на-
приклад [14,19,22,25]). Деякi з них використовува-
лись нами для iнтегрування нелiнiйних моделей Девi-
Стюардсона, їх вищих потокiв, а також просторово-
двовимiрних аналогiв нелiнiйної моделi Кортевега де
Врiза [20](зокрема i її просторово-симетричного уза-
гальнення - рiвняння Нижника [22]).

X. Про еквiвалентнiсть результатiв,
отриманих рiзними пiдходами

Зробимо замiну функцiй ϕ1(y), ψ1(y), ϕ2(x),
ψ2(x) на p1(y), q1(x), p2(y), q2(x) так, щоб для ядер

F12(x, y) (212) та G21(x, y) (219) виконувалися рiвно-
стi:

F12 = p1(y)q>1 (x), (346)

G21 = q2(x)p>2 (y). (347)

Для цього впровадимо функцiї p1(y), q1(x), p2(y), q2(x)
так:

p1(y) := ϕ1(y)
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ϕ>2 ψ2dτ+

+
∫ y

−∞ ϕ>1 ψ1ds
}−1

,
(348)

q>1 (x) :=
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ

}
·

·
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
}−1

ψ>2 (x),
(349)

q2(x) := ϕ2(x)
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
}−1

, (350)
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p>2 (y) :=
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ

}
·

·
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ϕ>2 ψ2dτ +

∫ y

−∞ ϕ>1 ψ1ds
}−1

ψ>1 (y).
(351)

Замiна (348)–(351) має обернену, яка виглядає так:

ϕ1(y) = p1(y)
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

c, (352)

ψ>2 (x) := c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

q>1 (x), (353)

ϕ2(x) := q2(x)
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

c, (354)

ψ>1 (y) =
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

cp>2 (y), (355)

де в рiвностях (352)-(355) введено таке позначення:
c := c1 −

∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ .

Теорема 11. Пiсля замiни змiнних (348)–(351) оператори перетворення Ŵ1, Ŵ2 (223), (I + B(±))
(297) та потенцiали u1, u2 (172) спiвпадають з вiдповiдними операторами (I +A(±)) (123)–(130), (I +B(±))
(105)–(112) та потенцiалами u1, u2 (133), (134), отриманими в роздiлi 3 iншим методом, а саме, на основi
аналiзу основних рiвнянь (рiвнянь Марченка-Гельфанда-Левiтана). Оператори F (211)–(214) та G (217)–
(220) спiвпадають з вiдповiдними операторами F та G (див. теорему 6) з роздiлу 2.

¤ Доведення. Проведемо замiну змiнних (348)–(351) в ядрах елементiв операторiв перетворення (Ŵ1)12 та
(Ŵ2)11, в потенцiалах u1 та u2 i в ядрах операторiв G22, F21. Для решти елементiв операторiв F, G, Ŵ1, Ŵ2

замiна проводиться аналогiчно.
Безпосередньо з формул замiни змiнних (348)–(351) слiдують такi рiвностi:

1.

∫ y

−∞
p>2 p1ds = c−1 −

[
c1 −

∫ +∞

−∞
ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞
ψ>1 ϕ1ds

]−1

⇒

⇒ c1 −
∫ +∞

−∞
ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞
ψ>1 ϕ1ds =

[
c−1 −

∫ y

−∞
p>2 p1ds

]−1

.

2.

∫ x

+∞
q>1 q2dτ = c

[
c1 −

∫ x

−∞
ψ>2 ϕ2dτ

]−1

c− c ⇒
[
c1 −

∫ x

−∞
ψ>2 ϕ2dτ

]
= c

(
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)−1

c.

3.

∫ x

+∞
ψ>2 ϕ2dτ =

∫ x

−∞
ψ>2 ϕ2dτ −

∫ +∞

−∞
ψ>2 ϕ2dτ = c1 − c

(
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)−1

c− c1 + c =

= c

(
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)−1 (∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)
.

Отже,

c1 −
∫ +∞

−∞
ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞
ψ>1 ϕ1ds =

(
c−1 −

∫ y

−∞
p>2 p1ds

)−1

, (356)

c1 −
∫ x

−∞
ψ>2 ϕ2dτ = c

(
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)−1

c, (357)

∫ y

−∞
ψ>1 ϕ1ds =

(
c−1 −

∫ y

−∞
p>2 p1ds

)−1

− c =
(

c−1 −
∫ y

−∞
p>2 p1ds

)−1 (∫ y

−∞
p>2 p1ds

)
c, (358)

∫ x

+∞
ψ>2 ϕ2dτ = c

(
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)−1 (∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)
. (359)

За допомогою формул (356), (357) обчислимо потенцiал в термiнах нових змiнних:

∆1(x, y) = c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds = c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds +
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ−

− ∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ = (c−1 − ∫ y

−∞ p>2 p1ds)−1 + c1 − c + c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

c− c1 =
(
c−1 −

− ∫ y

−∞ p>2 p1ds
)−1

− c + c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

c.

(360)

З рiвностi (360) за допомогою технiчних перетворень отримуємо два зображення потенцiала ∆1(x, y) :

∆1(x, y) = c
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}−1 {

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

c, (361)
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∆1(x, y) = c
(∫ y

−∞ p>2 p1ds
){

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

{(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

+
(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)−1

}
·

·
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}−1

c.

(362)

Вiдповiдно, отримуємо два зображення для ∆−1
1 (x, y) :

∆−1
1 (x, y) = c−1

{
I − c

∫ y

−∞
p>2 p1ds

}{
I +

(∫ x

+∞
q>1 q2dτ

)(∫ y

−∞
p>2 p1ds

)}−1 {
c +

∫ x

+∞
q>1 q2dτ

}
c−1, (363)

∆−1
1 (x, y) = c−1

{
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
} {(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

+
(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)−1

}−1

. (364)

За допомогою формул оберненої замiни змiнних (352)–(355) та (361) отримуємо такi зображення потенцi-
алiв u1, u2 (133), (134) в нових змiнних:

u1 = −ϕ1(y)
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1

ψ>2 (x) = −p1(y)
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

cc−1
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}
·

·
{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1 {

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}

c−1 c
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}−1

q>1 (x) =

= −p1(y)
{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1

q>1 (x),

u2 = ϕ2(x)
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1

ψ>1 (y) = q2(y)
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}

cc−1
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

{
I +

(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
) (∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1 {

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}

c−1 c
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}−1

p>2 (x). =

= q2(y)
{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1

p>2 (x).

Використавши формули (356)–(364), (348)–(351), знаходимо явний вигляд ядер операторiв (Ŵ1)12 (225),
( ˆ̃W1 − I)11 (274), F21 (213), G22 (220):

(Ŵ1)12(x, y, τ) = ϕ1(y)∆−1
1 (x, y)∆1(x,−∞)∆−1

1 (τ,−∞)ψ>2 (τ) =

= ϕ1(y)
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1 {

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
}{

c1 −
∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dr
}−1

ψ>2 (τ) = p1(y)·
·
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1 {

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
}

c−1q>1 (τ) =

p1(y)
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}−1

cc−1
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
}{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1

·
·
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}

c−1c
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}−1

q>1 (τ) = p1(y)
{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
) (∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1

q>1 (τ) =

= p1(y)∆̃−1
2+(x, y)q>1 (τ).

( ˆ̃W1 − I)11(x, y, s) = ϕ1(y)∆̃−1
1 (x, y)

[
− ∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2 dτ
]
∆̃−1

1 (+∞, s)ψ>1 (s) = ϕ1(y)·
·
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1 [

− ∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2 dτ
]{

c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1

ψ>1 (s) =

= p1(y)
{

c1 −
∫ +∞
−∞ ψ>2 ϕ2dτ +

∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ y

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1 [

− ∫ x

+∞ ψ>2 ϕ2 dτ
]
p>2 (s) =

= p1(y)
(
I − c

∫ y

−∞ p>2 p1ds
)−1

cc−1
{

I − c
∫ y

−∞ p>2 p1ds
} {

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1

·
·
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
}

c−1c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1 (∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

p>2 (s) = p1(y)·
·
{

I +
(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ y

−∞ p>2 p1ds
)}−1 (∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

p>2 (s) = p1(y)
(∫ x

+∞ q>1 (τ)q2(τ)dτ
)

∆−1
2+(x, y)p>2 (s).

G22(x, τ) = ϕ2(x)∆−1
1 (x,−∞){∫ +∞

−∞ ψ>1 ϕ1ds}∆−1
1 (τ, +∞)ψ>2 (τ) =

= ϕ2(x)
{
c1 − ∫x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ
}−1

{∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1ds

} {
c1 − ∫ τ

−∞ ψ>2 ϕ2dτ + ∫+∞
−∞ ψ>1 ϕ1ds

}−1
ψ>2 (τ) =

= q2(x)c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

c c−1
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

c−1
(
c−1 − ∫ +∞

−∞ p>2 p1ds
)−1 (∫ +∞

−∞ p>2 p1ds
)

c

c−1
{

I − c
∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

}{
I +

(∫ τ

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ +∞

−∞ p>2 p1ds
)}−1 {

c +
∫ τ

+∞ q>1 q2dτ
}
·

·c−1 c
(
c +

∫ τ

+∞ q>1 q2dτ
)−1

q>1 (τ) = q2(x)
(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

){
I +

(∫ τ

+∞ q>1 q2dτ
)(∫ +∞

−∞ p>2 p1ds
)}−1

q>1 (τ) =

= q2(x)∆−1
2+(τ,+∞)(

∫ +∞
−∞ p>2 p1ds)q>1 (τ).
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F21(x, s) = −ϕ2(x)∆−1
2 (x,+∞)∆2(−∞, +∞)∆−1

2 (−∞, s)ψ>1 (s) =

= −ϕ2(x)
{

c1 −
∫ x

−∞ ψ>2 ϕ2dτ +
∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1ds

}−1 {
c1 +

∫ +∞
−∞ ψ>1 ϕ1ds

}{
c1 −

∫ s

−∞ ψ>1 ϕ1ds
}−1

ψ>1 (s) =

= −q2(x)c−1c
(
c +

∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)−1

cc−1
{

c +
∫ x

+∞ q>1 q2dτ
} {(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

+
(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

)−1
}−1

·

·
{

I − c
∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

}(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

)−1

c−1c
(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

){
I − c

∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

}−1

·
·
{
−

(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
+

(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

)−1
} {

c− ∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

}−1

cc−1
{

c− ∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

}
·

·
{
−

(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
+

(∫ s

−∞ p>2 p1ds
)−1

}−1 {
I − c

∫ s

−∞ p>2 p1ds
}(∫ s

−∞ p>2 p1ds
)−1

c−1
{

I − c
∫ s

−∞ p>2 p1ds
}−1

·

·cp>2 (s) = −q2(x)
{(∫ x

+∞ q>1 q2dτ
)

+
(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

)−1
}−1 {

−
(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
+

(∫ +∞
−∞ p>2 p1ds

)−1
}
·

·
{
−

(∫ +∞
−∞ q>1 q2dτ

)
+

(∫ s

−∞ p>2 p1ds
)−1

}−1 (∫ s

−∞ p>2 p1ds
)−1

p>2 (s) =

= −q2(x)∆−1
2+(x,+∞)∆1−(+∞, +∞)∆−1

1−(+∞, s)p>2 (s).

¥

Висновки

У випадку вироджених даних розсiяння знайде-
но в явному виглядi всi елементи операторiв роз-
сiяння S, Ŝ та обернених до них операторiв S−1,
Ŝ−1. Також отримано в явному виглядi чотири па-
ри операторiв (двi пари з яких є операторами пере-
творень), що факторизують оператори розсiяння S
та Ŝ. За допомогою операторiв перетворень знайдено
зображення загального розв’язку нестацiонарної си-
стеми Дiрака для вiдповiдних асимптотик i спецiаль-
них класiв потенцiалiв (коефiцiєнтiв), всюди щiльних

в L2(R2 → C). За допомогою методу бiнарних пе-
ретворень та основної теореми про бiнарнi перетво-
рення типу Дарбу для iнтегро-диференцiальних не-
стацiонарних операторiв знайдено всi основнi об’єкти
оберненої задачi розсiяння та доведено їх еквiвален-
тнiсть з операторами, отриманими класичним пiдхо-
дом Марченка-Гельфанда-Левiтана.

Один з авторiв (Ю. Сидоренко) вдячний Австрiй-
ському бюро у Львовi та Австрiйськiй академiчнiй
службi (ÖAD) за фiнансову пiдтримку пiд час йо-
го перебування у Вiденському унiверситетi, де було
отримано частину результатiв цiєї статтi.

Лiтература

[1] Нижник Л.П. Обратная нестационарная задача рас-
сеяния. – К.: Наук.думка, 1973. – 182 с.

[2] Фаддеев Л.Д. Обратная задача квантовой теории
рассеяния // Итоги науки и техники. Сер. Современ-
ные проблемы математики.– М.: ВИНИТИ, 1974. –
С. 93–180.

[3] Нижник Л.П. Обратные задачи рассеяния для ги-
перболических уравнений. – К.: Наук.думка, 1991. –
232 с.

[4] Захаров В.Е., Шабат А.Б. Схема интегрирования не-
линейных уравнений математической физики мето-
дом обратной задачи рассеяния // Функцион. анализ
и его прил. – 1974. – Т. 8, №3. – С. 43–53.

[5] Zakharov V.Ye. Inverse scattering problem method - see
in the book: Bullough R.K., Caudrey P.J. (ed.) Solitons,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1980.

[6] Захаров В.Е., Манаков С.В., Новиков С.П., Питаев-
ский Л.П. Теория солитонов. Метод обратной зада-
чи. – М.: Наука, 1980. – 320 с.

[7] Марченко В.А. Нелинейные уравнения и оператор-
ные алгебры. – К.: Наук. думка, 1986. – 156 с.

[8] Matveev V. B., Salle M.A. Darboux transformations
and solitons.- Berlin Heidelberg, Springer-Verlag. –
1991. – 120 p.

[9] Konopelchenko B., Sidorenko Yu., Strampp W. (1+1)-
dimensional integrable systems as symmetry constrai-
nts of (2+1)-dimensional systems // Phys. Lett. A. –
1991. – V. 157. – P.17–21.

[10] Sidorenko Yu., Strampp W. Symmetry constraints
of the KP-hierarchy // Inverse Problems. – 1991. –
V. 7. – P.L37–L43.

[11] Konopelchenko B., Strampp W. New reductions of the
Kadomtsev-Petviashvili hierarchy and two-dimensional
Toda hierarchies via symmetry constraints // J. Math.
Phys. – 1992. – V. 33, №11. – P. 3676–3684.

[12] Nimmo J.J.C. Darboux transformations for a two-
dimensional Zakharov-Shabat AKNS spectral problem,
Inverse Problems. – 1992. – V. 8. - P. 219–243.

56 Математика

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Обернена задача розсiяння для просторово-двовимiрної системи Дiрака i метод бiнарних перетворень

[13] Cheng Yi. Constrained of the Kadomtsev-Petviashvili
hierarchy // J. Math. Phys. – 1992. – V. 33. – P. 3774–
3787.

[14] Oevel W., Sidorenko Yu., Strampp W. Hamiltoni-
an structures of the Melnicov system and its Reduc-
tions // Inverse Problems. – 1993. – V.9. – P.737–747.

[15] Sidorenko Yu. KP–hierarchy and (1+1)-dimensional
multicomponent integrable systems // Ukr. Math.
Journ. – 1993. – V. 25, №1. – P.91-104.

[16] Sidorenko Yu., Strampp W. Multicomponent integrable
reductions in Kadomtsev-Petviashvilli hierarchy //
J. Math. Phys. – 1993. – V.34, №4. – P.1429–1446.

[17] Митропольський Ю.О., Самойленко В.Г., Сидоренко
Ю.М. Просторово-двовимiрне узагальнення iєрархiї
Кадомцева-Петвiашвiлi з нелокальними в’язями //
Доповiдi НАН України. – 1999. – №8. – С.19–23.

[18] Самойленко А.М., Самойленко В.Г, Сидоренко Ю.М.
Iєрархiя рiвнянь Кадомцева-Петвiашвiлi з нелокаль-
ними в’язями: Багатовимiрнi узагальнення та точнi
розв’язки редукованих систем // Укр. мат. журн. –
1999. – Т. 51, №1. – C.78–97.

[19] Беркела Ю.Ю., Сидоренко Ю.М. Теореми типу Дар-
бу i оператори перетворень для нелокально редуко-
ваної ермiтової iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi (Hk-
cKP) // Матем. Студiї. – 2006. – Т. 25, No. 1. –
С.38–64.

[20] Sydorenko Yu.M.Binary transformations and (2+1)-
dimensional integrable systems // Ukr. Math. J.–
2002. – V.54, N11. – P.1531–1550.

[21] Sidorenko Yu.M. Factorization of matrix differential
operators and Darboux-like transformations // Мате-
матичнi студiї. – 2003. – Т.19, №2. – С.181–192.

[22] Pochynayko M.D., Sydorenko Yu.M. Integrating of
some (2+1)-dimentional integrable systems by methods
of inverse scattering problem and binary Darboux
transformation // Matematychni Studii. – 2003. – V.20,
N2. – P. 119–132.

[23] Pochynayko M., Sydorenko Yu. Operators of binary
Darboux transformations for Dirac’s system // Proc
of Inst. of Math. of NAS of Ukraine. – 2004.– V.50,
Part 1. – P. 458–462.

[24] Sydorenko Yu. Generalized Binary Darboux-like
Theorem for Constrained Kadomtsev-Petviashvili
(cKP) Flows // Proc of Inst. of Math. of NAS of Ukrai-
ne. – 2004. – V.50, Part 1. – P. 470–477.

[25] БеркелаЮ.Ю., СидоренкоЮ.М. Векторно-матричнi
узагальнення бiгамiльтонових динамiчних систем та
їх iнтегрування // Матем. Студiї.– 2005. – Т. 23,
No. 1. – С. 31–51.

[26] Починайко М.Д., Cидоренко Ю.М. Побудова опера-
торiв розсiяння методом бiнарних перетворень Дарбу
// Укр. мат. журн. – 2006. – Т. 58, №8. – С. 1238–1260.

[27] Нижник Л.П., Починайко М.Д., Тарасов В.Г. Обра-
тная задача рассеяния для системы Дирака в ха-
рактеристических переменных.// Спектральная те-
ория операторов в задачах математической физи-
ки. – Киев: Ин-т математики АН УССР. – 1983. –
С. 72–93.

[28] Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I. Бiнарнi
перетворення просторово-двовимiрних iнтегро-
диференцiальних операторiв i рiвнянь Лакса // Вi-
сник Київського нацiонального унiверситету iменi
Тараса Шевченка. – 2009. – № 19: Серiя математика
та механiка. - Вип.22. С.32–35

[29] СидоренкоЮ. М., Чвартацький О.I. Бiнарнi перетво-
рення просторово-двовимiрних узагальнень матри-
чної iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi з нелокальними
в’язями // Український математичний конгрес 2009
(до 100-рiччя вiд дня народження Миколи М. Бого-
любова) м. Київ, Iнститут математики НАН Украї-
ни, 27–29 серпня 2009 р.: Тези доповiдей. – Режим
доступу: http://www.imath.kiev.ua/ congress2009/

/partUMC2009.html#H

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ
ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННО-ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ДИРАКА

И МЕТОД БИНАРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Ю. Сидоренкoa, М. Починайкob, О. Чвартацкийa
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bНациональный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеpы 12, 79013, Львов, Украина

Методом бинарних преобразований найдены все основные объекты (операторы) обратной
задачи рассеяния для системы Дирака. Доказана их эквивалентность операторам, которые
находятся при класическом подходе Марченка-Гельфанда-Левитана.
Ключевые слова: система Дирака, бинарные преобразования, обратная задача рассеяния.
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THE INVERSE SCATTERING PROBLEM
FOR SPATIALLY TWO-DIMENSIONAL DIRAC SYSTEM
AND METHOD OF BINARY TRANSFORMATIONS

Yu. Sydorenkoa, M. Pochynaykob, O. Chvartatskyya
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All main objects (operators) of the inverse scattering problem for the Dirac system are found
by using the method of binary transformations. Their equivalence with the operators obtained
under the classical Marchenko-Gelfand-Levitan approach is proved.
Keywords: Dirac’s system, binary transformations, inverse scattering problem.
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